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Περίληψη

• Υλοποιήσεις άλλων λειτουργιών σε ΔΔΑ:
• Επιλογή k-οστού µικρότερου
• Διαµέριση
• Αφαίρεση στοιχείου
• Ένωση 2 δέντρων
• Εισαγωγή στον κατακερµατισµό
• Συναρτήσεις κατακερµατισµού
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Υλοποιήσεις άλλων λειτουργιών

• Επιλογή k-οστού µικρότερου κόµβου
– Μετράµε τους κόµβους ανά υποδέντρο
– Απαιτεί ύπαρξη µετρητή σε κάθε κόµβο: µετρά πόσους κόµβους έχει το
υποδέντρο µε ρίζα τον κόµβο

• Η εισαγωγή και η αφαίρεση πρέπει να ενηµερώνουν τον µετρητή!
• Μειονέκτηµα αν γίνονται πολλές εισαγωγές και αφαιρέσεις

– Αναδροµή: Έστω ότι το αριστερό υποδέντρο έχει t κλειδιά
• Αν k-1 < t ψάξε το k-οστό κλειδί στα αριστερά
• Αν k-1 > t ψάξε το (k-t-1)-οστό κλειδί στα δεξιά
• Αν k-1 = t τότε το k-οστό κλειδί είναι στη ρίζα
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Υλοποιήσεις άλλων λειτουργιών

• Επιλογή k-οστού µικρότερου κόµβου

private ITEM selectR(Node h, int k) {

//για το k-οστό μικρότερο το όρισμα πρέπει να
είναι k-1
if (h == null) return null;

int t = (h.l == null) ? 0 : h.l.N; /*πεδίο Ν
σε κάθε κόμβο δηλώνει το μέγεθος του
υποδέντρου με ρίζα τον κόμβο*/
if (t > k) return selectR(h.l, k);

if (t < k) return selectR(h.r, k-t-1);

return h.item; }

ITEM select(int k) { return selectR(head, k); }
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Υλοποιήσεις άλλων λειτουργιών
• Διαµέριση στον k-οστό κόµβο:

– Αναδιάταξη ώστε να µπει το k-οστό µικρότερο στοιχείο στη
ρίζα

– Αρχικά εντοπίζουµε τον k-οστό κόµβο
– Στη συνέχεια τον φέρνουµε στη ρίζα µε περιστροφές
– Παρόµοια τεχνική µε την εισαγωγή στη ρίζα
– Προσοχή: στο βιβλίο λείπουν οι εκχωρήσεις

Node partR(Node h, int k) {

int t = (h.l == null) ? 0 : h.l.N;

if (t > k) {

h.l = partR(h.l, k);
h = rotR(h); }

if (t < k) {

h.r = partR(h.r, k-t-1);
h = rotL(h); }

return h; }
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Υλοποιήσεις άλλων λειτουργιών
• Αφαίρεση κόµβου από ΔΔΑ

– Αναδροµική αφαίρεση από το
κατάλληλο υποδέντρο

– Τι γίνεται αν ο κόµβος είναι στη ρίζα
ενός υποδέντρου;

– Πώς πρέπει να ενώσουµε τα 2
υποδέντρα ώστε να αποκατασταθεί η
ιδιότητα των ΔΔΑ;

– Πολλές επιλογές. Π.χ.:
• Εντοπίζουµε το µικρότερο κλειδί του
δεξιού υποδέντρου (διαµέριση µε k=0)

• Το φέρνουµε στη ρίζα µε περιστροφές
• Θέτουµε ως αριστερό παιδί του το
αριστερό υποδέντρο
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Υλοποιήσεις άλλων λειτουργιών
• Υλοποίηση αφαίρεσης κόµβου από ΔΔΑ

– Προσοχή: στο βιβλίο λείπουν οι εκχωρήσεις
private Node joinLR(Node a, Node b) {

if (b == null) return a;

b = partR(b, 0); //διαμέριση με k=0
  b.l = a; //το a θα γίνει το αριστερό υποδέντρο του b
return b; }

private Node removeR(Node h, KEY v) {
if (h == null) return null;
KEY w = h.item.key();

if (less(v, w)) h.l = removeR(h.l, v);
if (less(w, v)) h.r = removeR(h.r, v);
if (equals(v, w)) h = joinLR(h.l, h.r);
return h; }

void remove(KEY v) { removeR(head, v); }
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Υλοποιήσεις άλλων λειτουργιών

• Θα µπορούσαµε να βάλουµε ως ρίζα το µεγαλύτερο από το
αριστερό υποδέντρο

• Το δέντρο που προκύπτει µε τέτοιες προσεγγίσεις δεν είναι
«εντελώς τυχαίο»

• Αν στη συνέχεια εφαρµοστούν ζεύγη από αφαιρέσεις και
εισαγωγές το δέντρο δεν θα είναι ισορροπηµένο (µέσο ύψος
περίπου √N

• Ράθυµη αφαίρεση
– Δεν αφαιρούµε, απλά µαρκάρουµε τον κόµβο ως µη ενεργό
– Στην αναζήτηση αγνοούµε τους µαρκαρισµένους κόµβους
– Περιοδικά ανακατασκευάζουµε τη δοµή
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Υλοποιήσεις άλλων λειτουργιών

• Ένωση ή συγχώνευση ΔΔΑ
– Έστω ότι έχουµε τα ΔΔΑ Α και Β και θέλουµε να τα ενώσουµε σε ένα
δέντρο

– Σε αντίθεση µε την joinLR της αφαίρεσης, τώρα δεν
ισχύει ότι όλα τα στοιχεία του Α είναι μικρότερα ή
ίσα από τα στοιχεία του Β

– Οι προφανείς λύσεις δεν είναι ικανοποιητικές
• Παράδειγµα: εισαγωγή όλων των κόµβων του δέντρου Α στο Β

– Αναδροµική συγχώνευση γραµµικού χρόνου:
• Εισάγουµε τη ρίζα του Α ως ρίζα του Β
• Συγχωνεύουµε το αριστερό υπόδενδρο του Β µε το αριστερό του Α
• Συγχωνεύουµε το δεξί υπόδενδρο του Β µε το δεξί του Α
• Κάθε κόµβος οδηγεί σε µία µόνο αναδροµική κλήση
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Υλοποιήσεις άλλων λειτουργιών

• Υλοποίηση αναδροµικής συγχώνευσης
private Node joinR(Node a, Node b) {

if (b == null) return a;

if (a == null) return b;

insertT(b, a.item);

b.l = joinR(a.l, b.l);

b.r = joinR(a.r, b.r);

return b; }

public void join(ST b) {

head = joinR(head, b.head); }

• Παράδειγµα
– Συγχώνευση του αριστερού δέντρου στο δεξί
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Υλοποιήσεις άλλων λειτουργιών
• Συµπεράσµατα:
• Μην ξεχνάµε να ενηµερώνουµε και τον µετρητή για το µέγεθος
κάθε υποδέντρου, σε εισαγωγές, αφαιρέσεις, περιστροφές, κτλ

• ΔΔΑ αρκετά αποδοτική υλοποίηση πίνακα συµβόλων όταν ο
χώρος δεν είναι πρόβληµα

• Οι βασικές λειτουργίες αναζήτησης και εισαγωγής έχουν καλές
επιδόσεις κατά µέσο όρο

• Πρόβληµα όταν τα δέντρα αρχιζουν να γίνονται µη
ισορροπηµένα

• Υπάρχουν όµως µέθοδοι για την αναδιοργάνωση και τη µείωση
του ύψους
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Κεφάλαιο 14

Κατακερµατισµός
(Hashing)
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Εισαγωγή
• Βασική ιδέα: άµεσος εντοπισµός στοιχείων

– Μέχρι τώρα υποθέταµε ότι τα κλειδιά έχουν κάποια διάταξη
– Οι αλγόριθµοι αναζήτησης που εξετάσαµε στηρίζονται σε λειτουργίες
συγκρίσεων µεταξύ κλειδιών

• Υπάρχει µέθοδος less()
– Στα Δυαδικά Δέντρα αναζήτησης εκµεταλλευόµαστε τη διάταξη

• Το αριστερό υποδέντρο έχει κλειδιά µικρότερα της ρίζας
– Στον κατακερµατισµό δεν εκµεταλλευόµαστε τη διάταξη

• Αρκεί να υπάρχει µέθοδος equals()
– Το κλειδί µετασχηµατίζεται σε θέση (αριθµοδείκτη) πίνακα

• Απαιτείται συνάρτηση κατακερµατισµού για µετασχηµατισµό
– Πολλά κλειδιά µπορεί να µετασχηµατίζονται στην ίδια θέση

• Απαιτείται µέθοδος διαχείρισης συγκρούσεων (collision resolution) για τις
θέσεις

• Μπορεί να γίνει χρησιµοποιώντας λίστες
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Εισαγωγή

– Ο κατακερµατισµός αναδεικνύει τον ανταγωνισµό χώρου-
χρόνου (time-space tradeoff)

• Αν έχουµε πολύ µνήµη, µπορεί να απαιτεί λίγο χρόνο
• Αν έχουµε πολύ χρόνο, µπορεί να απαιτεί λίγη µνήµη
• Μπορούµε να επιτύχουµε όποια ισορροπία θέλουµε προσαρµόζοντας το

µέγεθος του πίνακα κατακερµατισµού

– Οι λειτουργίες εισαγωγής και αναζήτησης σε πίνακα συµβόλων
µε χρήση κατακερµατισµού µπορεί να γίνουν ακόµα και σε
σταθερό χρόνο και οι 2 (υπό κάποιες υποθέσεις)

• Χρόνος εκτέλεσης όµως εξαρτάται και από µέγεθος κλειδιού

– Ο κατακερµατισµός δεν παρέχει πολύ αποδοτικές υλοποιήσεις
άλλων λειτουργιών όπως η επιλογή του k-οστού µικρότερου
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Συναρτήσεις κατακερµατισµού
• Μορφή συνάρτησης κατακερµατισµού

– A: σύνολο αντικειµένων, Μ: µέγεθος πίνακα
– h: A → [0, M-1]
– Συνήθως µετασχηµατίζουµε µόνο το κλειδί
– Iδανικά η έξοδος πρέπει να φαίνεται τυχαία

• Για κάθε αντικείµενο κάθε θέση είναι εξίσου πιθανή

• Τύποι κλειδιών
– Κάθε τύπος απαιτεί διαφορετική συνάρτηση

• Η διεπαφή του τύπου πρέπει να περιέχει τη συνάρτηση
– Στη C χρησιµοποιούµε τη δυαδική µορφή των κλειδιών

• Η πρακτική αυτή οδηγεί σε µη µεταφέρσιµο κώδικα
– Στη Java η δυαδική µορφή είναι κρυµµένη

• Πάντως όλα τα αντικείµενα έχουν µία µέθοδο hashCode!
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Συναρτήσεις κατακερµατισµού

• Κλειδιά κινητής υποδιαστολής
– Έστω ότι ανήκουν στο διάστηµα [0,1)

• h(k) = floor(k*M)
– Έστω ότι ανήκουν στο διάστηµα [s,t)

• h(k) = floor((k-s)/(t-s)*M)
– Παράδειγµα µε Μ = 97
– 3 collisions, 17, 53, 76
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Συναρτήσεις κατακερµατισµού

• Ακέραια κλειδιά w bits
– Διαίρεση µε 2w για µετατροπή σε [0,1)
– Συνεχίζουµε όπως για κλειδιά κινητής υποδιαστολής
– Απλή λύση: h(k) = (k*M)<<w //δεξιά ολίσθηση για τη διαίρεση µε 2w

• Αγνοεί πολλά από τα bits του κλειδιού
• Μπορεί να δηµιουργηθούν όµως πολλές συγκρούσεις

– Καλύτερη λύση: h(k)= k mod M (συνάρτηση κατακερµατισµού
υπολοίπου)

• Το M πρέπει να είναι πρώτος
– Επιτυγχάνει καλύτερη διασπορά
– Κάνει και για κινητή υποδιαστολή: h(k) = (k*2w) mod M

• Με w δυαδικά ψηφία στο δεκαδικό µέρος
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Συναρτήσεις κατακερµατισµού
• Άλλα αντικείµενα

– Μετατρέπουµε το κλειδί σε δυαδική µορφή
– Κάθε αντικείµενο είναι ουσιαστικά µία ακολουθία από

bits
– Χρησιµοποιούµε τη µέθοδο του υπολοίπου

• Γιατί το M πρέπει να είναι πρώτος;
– Έστω ότι τα κλειδιά είναι συµβολοσειρές ASCII

• Τα αντιµετωπίζουµε ως ακεραίους µε βάση το 128 (7 bits)
– Ιδανικά θέλουµε να χρησιµοποιούµε όλα τα bit
– Έστω ότι διαλέγουµε M = 64 = 26

• Ουσιαστικά χρησιµοποιούµε µόνο τα τελευταία 6 bit!
• Είναι καλό να αποφεύγουµε δυνάµεις του 2

– Με M πρώτο αποφεύγουµε κοινούς παράγοντες
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Συναρτήσεις κατακερµατισµού

• Χρήσιµοι πρώτοι αριθµοί
– Οι δυναµικοί πίνακες µε την πάροδο του χρόνου θα
πρέπει να διπλασιάζονται ή να µειώνονται στο µισό
ανάλογα µε το πλήθος των εγγραφών

– Αν το Μ όµως είναι πρώτος, θα πρέπει να βρούµε
κάποιον άλλον πρώτο «κοντά» στο 2Μ

– Συνήθης τακτική: επιλέγουµε πρώτους αριθµούς που
είναι κοντά σε δυνάµεις του 2.

– π.χ. Mersenne primes: πρώτοι της µορφής 2m-1
– Για αρκετές (αλλά όχι για όλες) τιµές του m, o 2m-1
είναι πρώτος αριθµός

– Χρησιµοποιούµε πάντα τον πλησιέστερο πρώτο στο 2n

(από κάτω)
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Συναρτήσεις κατακερµατισµού
• Εναλλακτική µέθοδος υπολοίπου

– h(k) = floor(k*a) mod M
– Με αυτή τη µέθοδο ο M δεν χρειάζεται πλέον να είναι
πρώτος

– Αρκεί να επιλέξουµε το κατάλληλο a!
• Μία καλή επιλογή είναι φ = 0,618033
• Ο φ είναι η χρυσή τοµή (golden ratio)

• Παράδειγµα
– Ακέραια κλειδιά των 16 bit σε δεκαδική µορφή
– Με h(k) = k % 97 έχουµε καλή κατανοµή
– Με h(k) = k % 100 έχουµε κακή κατανοµή

• Ουσιαστικά χρησιµοποιούµε 2 δεκαδικά ψηφία
– Με h(k) = (int) (φ * k) % 100 έχουµε καλή κατανοµή

• Το φ αναιρεί τα προβλήµατα του 100


