
ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΗ ΕΡΕΥΝΑ

ΚΕΦ. 4
ΔΥΝΑΜΙΚΟΣ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΣ
Βλ. - Hillier-Lieberman, Introduction to Operations Research, 6th edition, Κεφάλαιο 10
- Π. Μηλιώτη, Επιχειρησιακή Έρευνα, Κεφάλαιο 3

34.1
Γενικά


34.2
Εφαρμογή 1: ελάχιστη διαδρομή


74.3
Εφαρμογή 2: κατανομή πόρων


94.4
Εφαρμογή 3: προγραμματισμός παραγωγής


114.5
Υπόδειγμα Wagner-Whitin





4.1 Γενικά
Δυναμικός Προγραμματισμός (Δ.Π.): εφαρμόζεται όταν έχουμε πρόβλημα βελτιστοποίησης όπου υπάρχει δυναμική, δηλαδή ένα σύστημα που εξελίσσεται στο χρόνο, και το κριτήριο βελτιστοποίησης είναι αθροιστικό ως προς το χρόνο: τα κέρδη κάθε χρονικής περιόδου (σταδίου) αθροίζονται.

Ιστορικά: Παλιά ιδέα από τον «Λογισμό των μεταβολών» των Hamilton, Jacobi (1850) αλλά και του Κ. Καραθεοδωρή (1930). Ο Bellman (1950) αναδιατύπωσε τις αρχές αυτές σε υπολογιστικό πλαίσιο.

4.2 Εφαρμογή 1: ελάχιστη διαδρομή
(Παράδειγμα 1 στο Κεφάλαιο 3, Π. Μηλιώτη, Επιχειρησιακή Έρευνα)

Έστω γράφημα που προκύπτει από εφαρμογή και εμφανίζεται σε στάδια («χρονικές» περιόδους) όπως το παρακάτω:
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Ποια διαδρομή από το 
[image: image2.wmf]1

στο 
[image: image3.wmf]10

 ελαχιστοποιεί το άθροισμα στοιχειών κόστους στις πλευρές;

Π.χ. η διαδρομή 
[image: image4.wmf]4263

136810

®®®®

 έχει κόστος 
[image: image5.wmf]426315
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, ενώ η διαδρομή 
[image: image6.wmf]3413
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 έχει κόστος 
[image: image7.wmf]341311
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.
Το γράφημα αναλύεται σε 5 επίπεδα (
[image: image8.wmf]04

-

) όπου οι πλευρές οδηγούν από το 
[image: image9.wmf]n

 στο 
[image: image10.wmf]n1
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 επίπεδο.

Βασική Ιδέα: 

Έστω 
[image: image11.wmf](
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 το ελάχιστο δυνατό (βέλτιστο) κόστος μετάβασης από τον κόμβο 
[image: image12.wmf]s

 του 
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 επιπέδου στον τελικό κόμβο 
[image: image14.wmf]10

.

· Διερευνούμε τις ιδιότητες της 
[image: image15.wmf]n

f

.

· Από αυτές κατασκευάζουμε τον αλγόριθμο υπολογισμού της.

Ανάλυση:
Έστω ότι από το 
[image: image16.wmf]s

 συνεχίζουμε αυθαίρετα κατά την πλευρά 
[image: image17.wmf]n
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και μεταβαίνουμε στην κορυφή 
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 που ανήκει βέβαια στο 
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 επίπεδο. 
· Το καλύτερο κόστος εφεξής είναι 
[image: image20.wmf](
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 από τον ορισμό της 
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.

· Το συνολικό κόστος της διαδρομής εκείνης που χρησιμοποιεί την πλευρά 
[image: image22.wmf]n
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 και την καλύτερη εφεξής είναι: 
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, όπου 
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 είναι το κόστος της πλευράς 
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.

· Όμως η διαδρομή αυτή δεν είναι βέλτιστη, καθώς το 
[image: image26.wmf]n
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 είναι αυθαίρετο και άρα:
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· Αλλά αφού η σχέση ισχύει για κάθε πλευρά:
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Έστω τώρα ότι γνωρίζαμε τη βέλτιστη πλευρά συνέχισης 
[image: image29.wmf]n
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 που θα οδηγούσε στην κορυφή 
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. Προφανώς η βέλτιστη διαδρομή συνεχίζει βέλτιστα από το 
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 και μετά (διαφορετικά δεν θα ήταν συνολικά βέλτιστη). Άρα:
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που όμως είναι μεγαλύτερο ή ίσο από το ελάχιστο κατά 
[image: image33.wmf]n
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, δηλαδή:
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Ή αλλιώς:
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Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει προφανώς ότι:
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Εξίσωση Δυναμικού Προγραμματισμού (ΔΠ)

Πώς λύνουμε την εξίσωση ΔΠ;

Προφανώς αν ξέρουμε τις τιμές της 
[image: image37.wmf](
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 για όλα τα 
[image: image38.wmf]s

 στο 
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 επίπεδο, μπορούμε να υπολογίσουμε το δεξί σκέλος για κάθε 
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 και να βρούμε το ελάχιστο που δίνει το 
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. Άρα αν ξέρουμε το 
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 υπολογίζουμε το 
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, μετά το 
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 κλπ.

Παράδειγμα:

Για το αρχικό γράφημα έχουμε:
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Άρα η βέλτιστη διαδρομή έχει κόστος 11!

⁯

Πώς βρίσκουμε τη βέλτιστη διαδρομή;

Προφανώς αν 
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, τότε η πλευρά 
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 ανήκει στη βέλτιστη διαδρομή.

Παράδειγμα:

Από το 
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 είναι βέλτιστες οι πλευρές 
[image: image53.wmf](

)

1,3

 και 
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· Από το 
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 η πλευρά 
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 είναι βέλτιστη. Από το 
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 η 
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 η 
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. Δηλαδή η διαδρομή 
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 που έχει κόστος 
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· Από το 
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 η πλευρά 
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 αλλά και η 
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είναι βέλτιστες. Η διαδρομή από το 
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 είναι η  
[image: image67.wmf]145810

®®®®

 που έχει κόστος 
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. Η διαδρομή από το 
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 είναι η 
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 (γιατί;) με κόστος 
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Έστω γενικό πρόβλημα κατευθυνόμενου γραφήματος 
[image: image72.wmf](
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 χωρίς επίπεδα, όπου:  

· 
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 κορυφές

· 
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 σύνολο πλευρών (με διευθύνσεις): διατεταγμένα ζεύγη 
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Και το κόστος της πλευράς 
[image: image76.wmf](
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 να δίνεται από την συνάρτηση 
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Πώς γράφουμε την εξίσωση ΔΠ για το πρόβλημα βέλτιστης (ελάχιστης) διαδρομής από την κορυφή 
[image: image78.wmf]k

v

 στην κορυφή 
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;

Έστω 
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 το ελάχιστο κόστος μετάβασης από μια κορυφή 
[image: image81.wmf]v

 στην 
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 (Προσοχή: χωρίς επίπεδα!). Τότε η γενική σχέση είναι:
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όπου 
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, αν 
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Προσοχή: 

· Αφού δεν υπάρχουν επίπεδα ο τρόπος λύσης δεν είναι προφανής. Όμως η εξίσωση ΔΠ είναι περίπτωση προβλήματος Γραμμικού Προγραμματισμού! Ωστόσο, λόγω πολλών υπολογισμών, δεν είναι πάντα πρακτική αυτή η αναγωγή.

· Σε ένα ακυκλικό γράφημα μπορούμε πάντα να κατασκευάσουμε επίπεδα.

· Αν υπάρχουν κύκλοι, ένας έμμεσος τρόπος λύση δίνεται από τον αλγόριθμο του Dijkstra (εφόσον όλα τα 
[image: image86.wmf]d0
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).

· Σε αυθαίρετο γράφημα (όχι απαραίτητα 
[image: image87.wmf]d0

³

) η εξίσωση λύνεται με τις μεθόδους Bellman-Ford και Floyd-Warshall. Η πρώτη μέθοδος έχει και εφαρμογές στη δρομολόγηση πακέτων σε δίκτυα. 
4.3 Εφαρμογή 2: κατανομή πόρων
Έστω ότι θέλουμε να κατανείμουμε έναν πόρο (αγαθό αλλά και εργάτες ή εργατοώρες) σε 
[image: image88.wmf]N

δραστηριότητες με δείκτη 
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. Καθεμία έχει όφελος 
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, όπου 
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 η ποσότητα του πόρου που κατανέμεται στην δραστηριότητα 
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 και θέλουμε να μεγιστοποιήσουμε το συνολικό όφελος:
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με περιορισμό:
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όπου 
[image: image95.wmf]x

 η συνολική διαθεσιμότητα του πόρου.

Η παραπάνω διατύπωση μπορεί να λυθεί με εφαρμογή των συνθηκών Kuhn-Tucker αν τα 
[image: image96.wmf]j
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 θεωρηθούν πραγματικοί αριθμοί. Αν όμως τα 
[image: image97.wmf]j
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 μπορούν να πάρουν μόνο διακριτές τιμές (π.χ. ακέραιες), τέτοια προσέγγιση δεν είναι εφικτή.

Ανάλυση Kuhn-Tucker:
Έστω ότι 
[image: image98.wmf]j
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, δηλαδή περισσότεροι πόροι αυξάνουν το κέρδος. Τότε 
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, οπότε θα πρέπει 
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)

jj

j

dfx

j

dx

=l"

, άρα 
[image: image102.wmf]0

l>

. Δηλαδή θα πρέπει 
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 ( ο πόρος εξαντλείται!). 
Η συνθήκη 
[image: image104.wmf]j
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σταθερό σημαίνει ότι στο βέλτιστο τα οριακά κέρδη είναι όλα ίσα, πράγμα εύλογο! Η εύρεση της λύσης μπορεί να γίνει εύκολα με αναζήτηση ως προς 
[image: image105.wmf]l

.

Δυναμικός Προγραμματισμός:

Για να λύσουμε το πρόβλημα κατά στάδια κάνουμε την εξής σκέψη: 

· Έστω 
[image: image106.wmf]{
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 κάποιο σύνολο δραστηριοτήτων και έστω ότι ένα μαντείο μας πληροφορεί ποιο είναι το μέγιστο κέρδος από την κατανομή ποσότητας 
[image: image107.wmf]x

 στις δραστηριότητες αυτού του συνόλου. Συμβολίζουμε το κέρδος αυτό με 
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· Έστω τώρα άλλη δραστηριότητα 
[image: image109.wmf]jJ
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. Ποια η βέλτιστη κατανομή στην 
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 και στο σύνολο 
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Αν διατεθούν 
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 μονάδες στην 
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, τότε απομένουν 
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 μονάδες για τις δραστηριότητες του 
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. Άρα το όφελος από κατανομή 
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 στην 
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 και 
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 στις υπόλοιπες είναι:  
[image: image119.wmf](

)

(

)

jJ

fyFxy

+-

.

Αν το βέλτιστο κέρδος της κατανομής στο 
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[image: image122.wmf]{

}

(

)

(

)

(

)

jJ

jJ

FxfyFxy

È

³+-


και με τα ίδια επιχειρήματα ΔΠ έχουμε τελικά:
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Η σχέση μπορεί να λυθεί δεδομένου ότι 
[image: image124.wmf]{
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, καθώς όταν απομένει μόνο μία δραστηριότητα δεν υπάρχει επιλογή. Από το 
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 υπολογίζουμε το 
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Παράδειγμα: 

Παράδειγμα 2 στο Κεφάλαιο 3, Π. Μηλιώτη, Επιχειρησιακή Έρευνα.

4.4 Εφαρμογή 3: προγραμματισμός παραγωγής

(Παράδειγμα 3 στο Κεφάλαιο 3,  Π. Μηλιώτη, Επιχειρησιακή Έρευνα)

Ακολουθεί ένα ολοκληρωμένο παράδειγμα ανάλυσης περιβάλλοντος παραγωγής. 

Παραδοχές:

· Γνωστή ζήτηση χωρίς καθυστέρηση 
[image: image128.wmf]12n
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.

· Παραγωγή στην περίοδο 
[image: image129.wmf]t

: 
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μονάδες, έως 
[image: image131.wmf]a

. Δηλαδή 
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· Απόθεμα χρόνου 
[image: image133.wmf]t

: 
[image: image134.wmf]t
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 και ισχύει:    
[image: image135.wmf]t1ttt
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· Αν η αποθήκη έχει χωρητικότητα 
[image: image136.wmf]b

 πρέπει: 
[image: image137.wmf]t
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· Κόστος παραγωγής: δεδομένη συνάρτηση 
[image: image138.wmf]t

c(x)

 δεν αλλάζει χρονικά, δεν εξαρτάται από άλλους παράγοντες

· Κόστος αποθήκευσης: ανάλογο της αποθηκευμένης ποσότητας 

Πώς υπολογίζουμε βέλτιστο πρόγραμμα παραγωγής; Από τη μία θέλουμε μεγάλες ποσότητες παραγωγής αν έχουμε οικονομίες κλίμακας, από την άλλη όμως δεν θέλουμε μεγάλα αποθέματα!

Αν επιχειρήσουμε να λύσουμε το πρόβλημα με Δυναμικό Προγραμματισμό, στόχος μας θα είναι η ελαχιστοποίηση του συνολικού κόστους, δηλαδή του κόστους περιόδων.

Έστω ότι 
[image: image139.wmf]t
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είναι το ελάχιστο κόστος μέχρι το τέλος, όταν βρισκόμαστε στην αρχή της περιόδου 
[image: image140.wmf]t

 με απόθεμα 
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 στην αποθήκη.
Αν παραχθεί ποσότητα 
[image: image142.wmf]x

 με 
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, όπου 
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 και 
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 έχουμε:

· Κόστος αποθήκευσης περιόδου: 
[image: image146.wmf][
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· Κόστος παραγωγής: 
[image: image147.wmf]c(x)


· Υπόλοιπο αποθήκης στην αρχή της περιόδου 
[image: image148.wmf]t1
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: 
[image: image149.wmf]t

sxd

+-


Αν από το 
[image: image150.wmf]t1

+

 και εφεξής παράγουμε βέλτιστα, το κόστος εξ’ορισμού είναι: 
[image: image151.wmf](
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Επομένως: 
[image: image152.wmf](
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και με το επιχείρημα του ΔΠ είναι:

[image: image153.wmf](
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Αν ο τελικός ορίζοντας είναι για 
[image: image154.wmf]T

 περιόδους, το 
[image: image155.wmf](

)

T

fs

 είναι γνωστό και συγκεκριμένα:
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Και άρα η 
[image: image157.wmf]t

f

 υπολογίζεται για όλα τα 
[image: image158.wmf]t

.
Άσκηση:

Στο βιβλίο Π. Μηλιώτη, Επιχειρησιακή Έρευνα, η διαμόρφωση γίνεται ορίζοντας το 
[image: image159.wmf](
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n

fs

 όταν έχουμε (μπροστά μας) χρονικό ορίζοντα 
[image: image160.wmf]n

 περιόδων. Αναδιαμορφώστε την εξίσωση ΔΠ σε αυτήν την περίπτωση και επιβεβαιώστε τους υπολογισμούς στο παράδειγμα 3 του βιβλίου.
4.5 Υπόδειγμα Wagner-Whitin

Αν στο προηγούμενο παράδειγμα το κόστος παραγωγής είναι της μορφής:


[image: image161.wmf]0x0
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τότε η επίλυση γίνεται πιο εύκολη από τη γενική περίπτωση του Δ.Π. της προηγούμενης εξίσωσης.

Παρατήρηση: με αυτήν την συνάρτηση παραγωγής μία βέλτιστη στρατηγική παράγει μόνον όταν το απόθεμα είναι μηδενικό! (κάτι τέτοιο δεν ισχύει όταν έχουμε οικονομίες κλίμακας – γιατί;)

Εξήγηση:

Έστω ότι είχαμε 
[image: image162.wmf]t

x0
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 και επίσης 
[image: image163.wmf]t
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 και 
[image: image164.wmf]t
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(μετά από 
[image: image165.wmf]t

 περιόδους). Έστω ότι εξετάζαμε μία απλή στρατηγική που:

· θα μείωνε την παραγωγή στην περίοδο 
[image: image166.wmf]t

 κατά 
[image: image167.wmf]{
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 (δηλαδή αναλόγως με το αν καλύπτεται η ζήτηση 
[image: image168.wmf]t

d

, είτε δεν παράγουμε καθόλου, είτε παράγουμε τόσο ώστε να μην έχουμε απόθεμα στην αρχή της περιόδου 
[image: image169.wmf]t
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· θα αύξανε την παραγωγή στην περίοδο 
[image: image170.wmf]t

+t

 πάλι κατά 
[image: image171.wmf]x

.
Η στρατηγική αυτή θα είχε το ίδιο ή μικρότερο κόστος παραγωγής (γιατί; πώς χρησιμοποιείται η παραδοχή για την 
[image: image172.wmf]c(x)

;) και το ίδιο κόστος αποθήκευσης. Άρα μία βέλτιστη στρατηγική δεν παράγει (ή παραγγέλνει), παρά μόνον εάν 
[image: image173.wmf]t
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.
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Με βάση αυτήν την παρατήρηση διαμορφώνουμε το εξής υπόδειγμα Δυναμικού Προγραμματισμού:

Καταρχάς ας συνοψίσουμε τις παραδοχές μας. Έστω:

· Χρονικός ορίζοντας 
[image: image174.wmf]t1,2,,T

=

K

.
· Δεδομένη ζήτηση 
[image: image175.wmf]t

d

 χωρίς καθυστέρηση.
· Κόστος παραγωγής της μορφής 
[image: image176.wmf]0x0
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· Μοναδιαίο κόστος αποθέματος ίσο με  
[image: image177.wmf]k

 ανά μονάδα και ανά περίοδο.
Ορίζουμε ως 
[image: image178.wmf]t

f

 το ελάχιστο κόστος από την αρχή της περιόδου 
[image: image179.wmf]t

 μέχρι την περίοδο 
[image: image180.wmf]T

 θεωρώντας ότι στην αρχή της 
[image: image181.wmf]t

 το απόθεμα είναι μηδενικό (άρα η περίοδος 
[image: image182.wmf]t

, σύμφωνα με την προηγούμενη παρατήρηση, είναι μία περίοδος που θα παραγγείλουμε). Οι εύλογες στρατηγικές στην 
[image: image183.wmf]t

 αφορούν στις περιόδους των οποίων τη ζήτηση θα καλύψουμε από παραγωγή στο 
[image: image184.wmf]t

. 

Π.χ. αν καλύψουμε από το 
[image: image185.wmf]t

 μέχρι την περίοδο 
[image: image186.wmf]t
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, θα παράγουμε 
[image: image187.wmf]tt1t
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 μονάδες και θα έχουμε μηδενικό απόθεμα στην αρχή της περιόδου 
[image: image188.wmf]t1
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Το κόστος αποθέματος από την περίοδο 
[image: image189.wmf]t

 έως την 
[image: image190.wmf]t
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 θα είναι:
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διότι η ποσότητα 
[image: image192.wmf]t1
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+

 μένει στην αποθήκη για μία περίοδο, η ποσότητα 
[image: image193.wmf]t2

d
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 για δύο περιόδους, κ.ο.κ.

Επομένως είναι:
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και μετά από το επιχείρημα Δ.Π. έχουμε:
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Ενώ 
[image: image196.wmf]1
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[image: image197.wmf]T

fd

T

=K+p×

 
Η σχέση Δ.Π. λύνεται αναδρομικά.

Ερώτηση:

Γιατί είναι αυτή η εξίσωση καλύτερη (από πλευράς υπολογισμών) από την προηγούμενη της ενότητας 4.4;

Απάντηση:

Παρατηρήστε ότι η προηγούμενη εξίσωση αναζητά συναρτήσεις 
[image: image198.wmf](
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 που πρέπει να υπολογισθούν για κάθε 
[image: image199.wmf]t

 και 
[image: image200.wmf]s

, ενώ στην περίπτωση του υποδείγματος Wagner-Whitin η εξάρτηση είναι μόνο από τον χρόνο 
[image: image201.wmf]t

 και η απόφαση παίρνεται ως προς το 
[image: image202.wmf]t

, το οποίο παίρνει μόνο ακέραιες και πεπερασμένες τιμές (για πόσες περιόδους μπροστά θα παραγγείλουμε).
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Παράδειγμα: 

Βλέπε Hillier-Lieberman, Κεφάλαιο 10
Έστω 
[image: image203.wmf]k0.2
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, 
[image: image204.wmf]K2
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 και 
[image: image205.wmf]1
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Ενώ η (βέβαιη) ζήτηση είναι: 
[image: image206.wmf]1
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d2

=

, 
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[image: image209.wmf]4
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Να βρεθεί η βέλτιστη πολιτική παραγωγής.

Είναι: 
[image: image210.wmf]5
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[image: image211.wmf]4
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Βλέπουμε λοιπόν ότι υπάρχουν δύο βέλτιστες στρατηγικές:

I. Παραγωγή όλων των μονάδων στην αρχή με κόστος 
[image: image215.wmf]12

. Το κόστος αποθήκευσης είναι 
[image: image216.wmf][
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,  με συνολικό κόστος 
[image: image217.wmf]14.8

.

II. Παραγωγή στην περίοδο 1 και στην περίοδο 3 (χρεωνόμαστε 2 πάγια κόστη παραγωγής). Το κόστος είναι 
[image: image218.wmf][
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Άσκηση:

Λύστε το παραπάνω πρόβλημα με τις εξής παραμέτρους:

(α) 
[image: image219.wmf]1234

d,d,d,d,K,
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 όπως προηγουμένως, αλλά 
[image: image220.wmf]k0.3
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(β) όπως στο (α) αλλά με 
[image: image221.wmf]k0.15
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(γ) 
[image: image222.wmf]1
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[image: image226.wmf]5
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, ενώ 
[image: image227.wmf]k2
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[image: image229.wmf]1
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(δ) Αν το 
[image: image230.wmf]p

 μεταβληθεί, θα μεταβληθεί η λύση;

(Δύσκολο: μπορείτε να αποδείξετε ότι το 
[image: image231.wmf]p

 δεν παίζει ρόλο;)
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