
IV

∆ιακριτές Τυχαίες Μεταβλητές

1 Λυµένες Ασκήσεις

΄Ασκηση 1 Ας υποθέσουµε ότι το πείραµά µας συνίσταται στην ϱίψη 3 τίµιων νοµι-

σµάτων. Ας συµβολίσουµε µε Y τον αριθµό που µας λέει πόσες ϕορές εµφανίστηκε

κορώνα. Να ϐρεθούν οι τιµές που παίρνει η Y και να ϐρεθούν οι αντίστοιχες πιθα-

νότητες.

Λύση: Η Y που λαµβάνει µια από τις τιµές 0, 1, 2, 4 µε αντίστοιχες πιθανότητες

P{Y = 0} = P{(T, T, T )} = 1
8

P{Y = 1} = P{(T, T, H), (T, H, T ), (H, T, T )} = 3
8

P{Y = 2} = P{(T, H, H), (H, T, H), (H, H, T )} = 3
8

P{Y = 3} = P{(H, H, H)} = 1
8

Αφού η Y πρέπει να πάρει µια από τις τιµές 0 έως και 3, ϑα πρέπει να έχουµε

1 = P

(

3
⋃

i=0

{Y = i}

)

=

3
∑

i=0

P{Y = i}

το οποίο συµφωνεί, ϐεβαίως, µε τις προηγούµενες πιθανότητες. �

΄Ασκηση 2 Τρεις µπάλες διαλέγονται τυχαία - χωρίς επανατοποθέτηση - από ένα

δοχείο το οποίο περιέχει 20 µπάλες αριθµηµένες από το ένα έως και το είκοσι.

Αν στοιχηµατίσουµε ότι µια τουλάχιστον από τις τρεις µπάλες ϑα ϕέρει αριθµό

µεγαλύτερο ή ίσο από 17, ποια είναι η πιθανότητα να κερδίσουµε το στοίχηµα ;

Λύση: Ας συµβολίσουµε µε X τον µεγαλύτερο από τους αριθµούς που έχουν

επιλεχτεί. Τότε η X είναι µια τυχαία µεταβλητή η οποία παίρνει µια από τις

τιµές 3, 4, . . . , 20. Επιπλέον, αν υποθέσουµε ότι κάθε µια από τις

(

20
3

)

δυνατές
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επιλογές έχει την ίδια πιθανότητα να συµβεί, τότε

P{X = i} =

(

i − 1
2

)

(

20
3

) i = 3, . . . , 20 (1)

Η Εξίσωση (1.1) ισχύει γιατί ο αριθµός των επιλογών που µπορούν να συµβούν

όταν {X = i} είναι ακριβώς ο αριθµός των επιλογών ώστε να επιλεγεί η µπάλα µε

τον αριθµό i και δυο από τις µπάλες µε αριθµούς από το 1 έως και το i−1. Καθώς

υπάρχουν ϕανερά

(

1
1

)(

i − 1
2

)

τέτοιες επιλογές, ϑα πάρουµε τις πιθανότητες που

εκφράζονται στην Εξίσωση (1.1). Από αυτή την εξίσωση ϐλέπουµε πως

P{X = 20} =

(

19
2

)

(

20
3

) =
3

20
= .150

P{X = 19} =

(

18
2

)

(

20
3

) =
51

380
≈ .134

P{X = 18} =

(

17
2

)

(

20
3

) =
34

285
≈ .119

P{X = 17} =

(

16
2

)

(

20
3

) =
2

19
≈ .105

Συνεπώς, αφού το γεγονός {X ≥ 17} είναι η ένωση των ξένων γεγονότων {X =
i}, i = 17, 18, 19, 20, προκύπτει ότι η πιθανότητα να κερδίσουµε το στοίχηµα

δίνεται από τον αριθµό

P{X ≥ 17} ≈ 0, 105 + 0, 119 + 0, 134 + 0, 150 = 0, 508

�

΄Ασκηση 3 Η συνάρτηση µάζας πιθανότητας µιας τυχαίας µεταβλητής X δίνεται

από την σχέση

p(i) = c
λi

i!
, i = 0, 1, 2, . . .
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όπου λ είναι κάποιος ϑετικός αριθµός. Να υπολογιστούν τα (α) P{X = 0} και

(ϐ) P{X > 2}.

Λύση: Αφού
∞
∑

i=0

p(i) = 1, ϑα έχουµε πως

c

∞
∑

i=0

λi

i!
= 1

το οποίο συνεπάγεται , επειδή ex =
∞
∑

i=0

xi/i!, ότι

ceλ = 1 ή c = e−λ

Συνεπώς

(α) P{X = 0} = e−λλ0/0! = e−λ

(ϐ) P{X > 2} = 1 − P{X ≤ 2} = 1 − P{X = 0} − P{X = 1}

− P{X = 2}

= 1 − e−λ − λe−λ −
λ2e−λ

2

�

΄Ασκηση 4 Να ϐρείτε την E[X ] όπου X είναι το αποτέλεσµα της ϱίψης ενός τίµιου

Ϲαριού.

Λύση: Αφού p(1) = p(2) = p(3) = p(4) = p(5) = p(6) = 1
6
, ϑα έχουµε ότι

E[X] = 1
(

1
6

)

+ 2
(

1
6

)

+ 3
(

1
6

)

+ 4
(

1
6

)

+ 5
(

1
6

)

+ 6
(

1
6

)

= 7
2

�

΄Ασκηση 5 Λέµε ότι η I είναι µια δείκτρια µεταβλητή για το ενδεχόµενο A αν

I =

{

1 αν συµβαίνει το A
0 αν δεν συµβαίνει το A

Να ϐρεθεί η E[I ].

Λύση: Αφού p(1) = P (A), p(0) = 1 − P (A), ϑα έχουµε ότι

E[I] = P (A)

Συνεπώς η µέση τιµή της δείκτριας τυχαίας µεταβλητής ενός ενδεχοµένου A ι-

σούται µε την πιθανότητα να συµβεί το ενδεχόµενο A. �
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΄Ασκηση 6 Κάποιος παίκτης σε ένα τηλεπαιχνίδι έρχεται αντιµέτωπος µε δύο ερω-

τήσεις, τις οποίες ας ονοµάσουµε ερώτηση 1 και ερώτηση 2, τις οποίες ϑα απαντήσει

µε τη σειρά που ϑα επιλέξει ο ίδιος. Αν αποφασίσει να απαντήσει πρώτα στην ε-

ϱώτηση i τότε του επιτρέπεται να προχωρήσει στην άλλη ερώτηση j, j 6= i, µόνο

αν η απάντηση στην ερώτηση i είναι σωστή (αν είναι λάθος δεν δικαιούται να προ-

χωρήσει). Ο παίκτης πρόκειται να κερδίσει Vi ευρώ αν απαντήσει στην ερώτηση i
σωστά, i = 1, 2. ΄Ετσι, για παράδειγµα ϑα πάρει V1 + V2 ευρώ αν απαντήσει και

τις δύο ερωτήσεις. Αν η πιθανότητα να απαντήσει την ερώτηση i είναι Pi, i = 1, 2,

µε ποια ερώτηση πρέπει µα ξεκινήσει ούτως ώστε να µεγιστοποιήσει το αναµενόµενο

κέρδος του ; Υποθέσετε ότι τα ενδεχόµενα Ei, i = 1, 2, να γνωρίζει την απάντηση

στην ερώτηση i, είναι ανεξάρτητα ενδεχόµενα.

Λύση: Αν επιχειρήσει να απαντήσει την ερώτηση 1 πρώτα τότε ϑα κερδίσει

0 µε πιθανότητα 1 − P1

V1 µε πιθανότητα P1(1 − P2)
V1 + V2 µε πιθανότητα P1P2

Συνεπώς το αναµενόµενο κέρδος του σε αυτή την περίπτωση ϑα είναι

V1P1(1 − P2) + (V1 + V2)P1P2

Αν επιχειρήσει να απαντήσει πρώτα την ερώτηση 2 τα αναµενόµενα κέρδη του ϑα

είναι

V2P2(1 − P1) + (V1 + V2)P1P2

Συνεπώς είναι προτιµότερο να ξεκινήσει µε την ερώτηση 1 µόνο αν

V1P1(1 − P2) ≥ V2P2(1 − P1)

ή ισοδύναµα αν
V1P1

1 − P1

≥
V2P2

1 − P2

Για παράδειγµα αν είναι 60 τοις εκατό σίγουρος ότι ϑα απαντήσει την ερώτηση

1 στην οποία ϑα κερδίσει 200 ευρώ, και είναι σίγουρος 80 τοις εκατό ότι ϑα

απαντήσει σωστά την ερώτηση, µε έπαθλο 100 ευρώ , τότε ϑα πρέπει να ξεκινήσει

µε την ερώτηση 2 γιατί

400 =
(100)(0, 8)

0, 2
>

(200)(0, 6)

0, 4
= 300

�

΄Ασκηση 7 Μια σχολική τάξη µε 120 µαθητές ϑα πάει να επισκευτεί µε 3 λεωφο-

ϱεία ένα µουσείο . Οι µαθητές έχουν κατανεµηθεί 36 στο πρώτο, 40 στο δεύτερο

και 44 στο τρίτο λεωφορείο. Μόλις τα λεωφορεία ϕθάσουν επιλέγουµε στη τύχη

ένα µαθητή. ΄Εστω X να είναι ο αριθµός των µαθητών που είναι στο λεωφορείο του

τυχαία διαλεγµένου µαθητή. Να ϐρεθεί η E[X ].
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Λύση: Αφού ο κάθε µαθητής που επιλέγεται τυχαία από τους 120 µαθητές

έχει την ίδια πιθανότητα να επιλεχτεί ϑα έχουµε πως

P{X = 36} =
36

120
P{X = 40} =

40

120
P{X = 44} =

44

120

Συνεπώς

E[X] = 36

(

3

10

)

+ 40

(

1

3

)

+ 44

(

11

30

)

=
1208

30
= 40.2667

�

΄Ασκηση 8 ΄Εστω X να είναι µια τυχαία µεταβλητή που παίρνει τις τιµές −1, 0, 1
µε αντίστοιχες πιθανότητες

P{X = −1} = 0.2 P{X = 0} = 0.5 P{X = 1} = 0.3

Να υπολογίσετε το E[X2].

Λύση: Θέτοντας Y = X2, ϑα έχουµε ότι η συνάρτηση µάζας πιθανότητας της

Y ϑα δίνεται από την

P{Y = 1} = P{X = −1} + P{X = 1} = 0.5

P{Y = 0} = P{X = 0} = 0.5

Συνεπώς

E[X2] = E[Y ] = 1(0.5) + 0(0.5) = 0.5

�

΄Ασκηση 9 Να υπολογίσετε την Var(X) αν η X παριστάνει το αποτέλεσµα της

ϱίψης ενός τίµιου Ϲαριού.

Λύση: ΄Οπως δείξαµε στο Παράδειγµα 3α, E[X] = 7
2
. Επίσης,

E[X2] = 12
(

1
6

)

+ 22
(

1
6

)

+ 32
(

1
6

)

+ 42
(

1
6

)

+ 52
(

1
6

)

+ 62
(

1
6

)

=
(

1
6

)

(91)

Συνεπώς

Var(X) = 91
6
−
(

7
2

)2
= 35

12

�

΄Ασκηση 10 Να δείξετε πως ότι για οποιεσδήποτε σταθερές a και b.

Var(aX + b) = a2
Var(X)
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Λύση: Θέτουµε µ = E[X] και παρατηρούµε πως αφού, E[aX + b] = aµ + b.
Συνεπώς

Var(aX + b) = E[(aX + b − aµ − b)2]

= E[a2(X − µ)2]

= a2E[(X − µ)2]

= a2Var(X)

�

΄Ασκηση 11 Ρίχνουµε πέντε τίµια νοµίσµατα. Αν τα αποτελέσµατα των ϱίψεων είναι

ανεξάρτητα, να ϐρεθεί η συνάρτηση µάζας πιθανότητας του αριθµού των κορώνων

που επιτυγχάνονται.

Λύση: Αν ϑέσουµε X να είναι ίση µε τον αριθµό των κορώνων (επιτυχίες) που

εµφανίζονται σε πέντε ϱίψεις, τότε η X είναι µια διωνυµική τυχαία µεταβλητή µε

παραµέτρους
(

n = 5, p = 1
2

)

. Συνεπώς από την Εξίσωση (6.2),

P{X = 0} =

(

5
0

)(

1

2

)0(
1

2

)5

=
1

32

P{X = 1} =

(

5
1

)(

1

2

)1(
1

2

)4

=
5

32

P{X = 2} =

(

5
2

)(

1

2

)2(
1

2

)3

=
10

32

P{X = 3} =

(

5
3

)(

1

2

)3(
1

2

)2

=
10

32

P{X = 4} =

(

5
4

)(

1

2

)4(
1

2

)1

=
5

32

P{X = 5} =

(

5
5

)(

1

2

)5(
1

2

)0

=
1

32
.

�

΄Ασκηση 12 Είναι γνωστό ότι οι ϐίδες που παράγει ένα αυγκεκριµµένο εργοστάσιο

είναι ελαττωµατικές µε πιθανότητα 0,01 ανεξάρτητα η µία από την άλλη. Η εταιρία

που πουλάει τις ϐίδες που παράγει το εργοστάσιο τις συσκευάζει σε πακέτα των δέκα

και προσφέρει µια εγγύηση επιστροφής των χρηµάτων αν παραπάνω από µία από

τις 10 ϐίδες είναι ελαττωµατικές. Πόσο ποσοστό των πακέτων αναµένεται η εταιρία

να αντικαθιστά ;
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Λύση: Αν X είναι ο αριθµός των ελαττωµατικών ϐιδών σε ένα πακέτο, τότε η

X είναι µια διωνυµική τυχαία µεταβλητή µε παραµέτρους (10, 0,01). Συνεπώς η

πιθανότητα ώστε να αντικατασταθεί ένα πακέτο ϑα είναι ίση µε

1 − P{X = 0} − P{X = 1} = 1 −

(

10
0

)

(.01)0(.99)10 −

(

10
1

)

(.01)1(.99)9

≈ 0, 004

Συνεπώς µόνο 0,4 τοις εκατό από τα πακέτα πρέπει να αντικασταθούν. �

΄Ασκηση 13 Το παρακάτω τυχερό παιχνίδι, γνωστό σαν και ο «τροχός της τύχης»

παίζεται σε Λούνα Παρκ. ΄Ενας παίκτης ποντάρει σε έναν από τους αριθµούς 1

έως 6. ΄Ενας τροχός γυρνά τρεις ϕορές και σταµατά κάθε ϕορά σε έναν από τους

αριθµούς 1 έως 6. Αν ο αριθµός που στοιχηµάτισε ο παίκτης εµφανιστεί i ϕορές,

i = 1, 2, 3, τότε ο παίκτης κερδίζει i µονάδες· αν πάλι ο αριθµός που στοιχιµάτισε

ο παίκτης δεν εµφανιστεί σε κανένα από τα τρία Ϲάρια χάνει 1 µονάδα. Είναι το

παιχνίδι συµφέρον για τον παίκτη ;

Λύση: Αν υποθέσουµε ότα ο τροχός σταµατά µε πιθανότητα 1/6 σε κάθε αριθ-

µό και το κάθε αποτέλεσµα είναι ενεξάρτητο από τα υπόλοιπα.Τότε ο αριθµός των

ϕορών όπου ο αριθµός που στοιχηµάτισε ο παίκτης εµφανίζεται είναι µια διωνυ-

µική τυχαία µεταβλητή µε παραµέτρους
(

3, 1
6

)

. Συνεπώς αν ϑέσουµε X να είναι

τα κέρδη του παίκτη σε ένα παιχνίδι, έχουµε

P{X = −1} =

(

3
0

)(

1

6

)0(
5

6

)3

=
125

216

P{X = 1} =

(

3
1

)(

1

6

)1(
5

6

)2

=
75

216

P{X = 2} =

(

3
2

)(

1

6

)2(
5

6

)1

=
15

216

P{X = 3} =

(

3
3

)(

1

6

)3(
5

6

)0

=
1

216

Για να προσδιοόρισουµε αν αυτό συµφέρει ή όχι τον παίκτη, ϑα προσδιορί-

σουµε την µέση τιµή E[X]. Από τις προηγουµένως υπολογισµένες πιθανότητες

έχουµε

E[X] =
−125 + 75 + 30 + 3

216

=
−17

216

Συνεπώς, σε ϐάθος χρόνου, ο παίκτης αναµένεται να χάσει 17 µονάδες κάθε 216

παιχνίδια. �
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΄Ασκηση 14 ΄Ενα σύστηµα επικοινωνίας αποτελείται από n µονάδες, η κάθε µια

από τις οποίες έχει πιθανότητα να λειτουργεί σωστά ίση µε p. Το σύστηµα είναι σε

ϑέση να λειτουργεί αποτελεσµατικά αν τουλάχιστον οι µισές µονάδες λειτουργούν.

(α) Για ποιες τιµές του p ϑα συµβαίνει ένα σύστηµα από 5 µονάδες να έχει περισ-

σότερη πιθανότητα να λειτουργεί σωστά από ένα σύστηµα 3 µονάδων ;

(ϐ) Γενικότερα, πότε ένα σύστηµα (2k + 1)-µονάδων είναι καλύτερο από ένα

σύστηµα (2k − 1)-µονάδων ;

Λύση: (α) Ο αριθµός των µονάδων που λειτουργούν σε ένα σύστηµα είναι µια

διωνυµική τυχαία µεταβλητή µε παραµέτρους (n, p). Από αυτό προκύπτει ότι η

πιθανότητα ώστε ένα σύστηµα 5 µονάδων να είναι λειτουργικό αποτελεσµατικά

ϑα είναι
(

5
3

)

p3(1 − p)2 +

(

5
4

)

p4(1 − p) + p5

ενώ η αντίστοιχη πιθανότητα για ένα σύστηµα µε 3 µονάδες ϑα είναι

(

3
2

)

p2(1 − p) + p3

Συνεπώς το σύστηµα 5 µονάδων ϑα είναι καλύτερο αν

10p3(1 − p)2 + 5p4(1 − p) + p5 > 3p2(1 − p) + p3

το οποίο ανάγεται στο

3(p − 1)2(2p − 1) > 0

ή

p > 1
2

(ϐ) Γενικότερα, ένα σύστηµα µε 2k + 1 µονάδες ϑα είναι καλύτερο από ένα

σύστηµα µε 2k − 1 µονάδες αν (και µόνο αν) p > 1
2
. Για να αποδείξουµε τον

ισχυρισµό µας αυτό, ας ϑεωρήσουµε ένα σύστηµα από 2k + 1 µονάδες και ας

ϑέσουµε X να είναι ο αριθµός των 2k − 1 πρώτων µονάδων του συστήµατος που

λειτουργούν. Ας ονοµάσουµε ένα σύστηµα που λειτουργεί σωστά λειτουργικό.

Τότε

P2k+1(λειτουργικό) = P{X ≥ k + 1} + P{X = k}(1 − (1 − p)2)

+ P{X = k − 1}p2

αφού ένα σύστηµα µε (2k+1) µονάδες ϑα είναι λειτουργικό αν είτε λειτουργούν

περισσότερες ή ίσες από k + 1 µονάδες

(ι) X ≥ k + 1· είτε
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(ιι) X = k και τουλάχιστον µια από τις δύο υπόλοιπες µονάδες λειτουργεί, είτε

(ιιι) X = k − 1 και οι δύο από τις υπόλοιπες µονάδες λειτουργούν.

Αφού

P2k−1(λειτουργικό) = P{X ≥ k}

= P{X = k} + P{X ≥ k + 1}

ϑα έχουµε

P2k+1(λειτουργικό) − P2k−1(λειτουργικό)

= P{X = k − 1}p2 − (1 − p)2P{X = k}

=

(

2k − 1
k − 1

)

pk−1(1 − p)kp2 − (1 − p)2

(

2k − 1
k

)

pk(1 − p)k−1

=

(

2k − 1
k

)

pk(1 − p)k[p − (1 − p)] αφού

(

2k − 1
k − 1

)

=

(

2k − 1
k

)

> 0 ⇔ p > 1
2

�

΄Ασκηση 15 Να υπολογιστεί η µέση τιµή και διασπορά µιας διωνυµικής τυχαίας

µεταβλητής µε παραµέτρους n και p.

Λύση: Θα έχουµε

E[Xk] =
n
∑

i=0

ik
(

n
i

)

pi(1 − p)n−i

=

n
∑

i=1

ik
(

n
i

)

pi(1 − p)n−i

Με χρήση της ταυτότητας,

i

(

n
i

)

= n

(

n − 1
i − 1

)

ϑα πάρουµε πως

E[Xk] = np
n
∑

i=1

ik−1

(

n − 1
i − 1

)

pi−1(1 − p)n−i

= np
n−1
∑

j=0

(j + 1)k−1

(

n − 1
j

)

pj(1 − p)n−1−j
ϑέτουµε
j = i − 1

= npE[(Y + 1)k−1]

9



όπου η Y είναι µια διωνυµική τυχαία µεταβλητή µε παραµέτρους n − 1, p. Θέ-

τοντας k = 1 στην προηγούµενη εξίσωση ϑα πάρουµε

E[X] = np

Αυτό σηµαίνει πως ο αναµενόµενος αριθµός επιτυχιών που εµφανίζονται σε n
ανεξάρτητες δοκιµές όπου η επιτυχία έχει πιθανότητα p είναι ίσος µε np. Θέτοντας

k = 2 στην προηγούµενη εξίσωση και χρησιµοποιώντας τον προηγούµενο τύπο

της µέσης τιµής µιας διωνυµικής τυχαίας µεταβλητής ϑα πάρουµε πως

E[X2] = npE[Y + 1]

= np[(n − 1)p + 1]

Αφού E[X] = np ϑα πάρουµε

Var(X) = E[X2] − (E[X])2

= np[(n − 1)p + 1] − (np)2

= np(1 − p)

�

΄Ασκηση 16 Αν X είναι µια διωνυµική τυχαία µεταβλητή µε παραµέτρους (n, p),

όπου 0 < p < 1. Να δείξετε πως καθώς το k πηγαίνει από το 0 προς το n, P{X = k}
πρώτα αυξάνει µονότονα και ύστερα ϕρίνει µονότονα, ϕθάνοντας την µεγαλύτερη

τιµή όταν το k γίνει ίσο µε τον µεγαλύτερο ακέραιο που είναι µικρότερος ή ίσος µε

(n + 1)p.

Λύση: Για να αποδείξουµε την πρόταση ϑα ϑεωρήσουµε την ποσότητα P{X =
k}/P{X = k− 1} και ϑα προσδιορίσουµε για ποιες τιµές του k είναι µεγαλύτερη

ή ίση από 1.

Θα έχουµε,

P{X = k}

P{X = k − 1}
=

n!

(n − k)!k!
pk(1 − p)n−k

n!

(n − k + 1)!(k − 1)!
pk−1(1 − p)n−k+1

=
(n − k + 1)p

k(1 − p)

Συνεπώς ϑα συµβαίνει P{X = k} ≥ P{X = k − 1} όταν και µόνο όταν

(n − k + 1)p ≥ k(1 − p)

ισοδύναµα, όταν και µόνο όταν

k ≤ (n + 1)p.

�
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΄Ασκηση 17 Ας υποθέσουµε ότι ο αριθµός των τυπογραφικών λαθών σε µια σελίδα

αυτού του ϐιβλίου είναι Poisson τυχαία µεταβλητή µε παράµετρο λ = 1
2
. Να

υπολογίσετε την πιθανότητα να υπάρχει τουλάχιστον ένα λάθος σε αυτήν εδώ την

σελίδα.

Λύση: Ας συµβολίσουµε µε X τον αριθµό των τυπογραφικών λαθών σε αυτήν

εδώ την σελίδα, ϑα έχουµε πως

P{X ≥ 1} = 1 − P{X = 0} = 1 − e−1/2 ≈ 0.393

�

΄Ασκηση 18 Υποθέτουµε πως η πιθανότητα να παραχθεί ένα ελαττωµατικό προϊόν

από µια συγκεκριµένη µηχανή είναι 0.1. Να ϐρεθεί η πιθανότητα ώστε σε ένα δείγµα

10 τεµαχίων του προϊόντος που παρήγαγε η συγκεκριµένη µηχανή περιέχει τουλά-

χιστον 1 ελλατωµατικό τεµάχιο και να συγριθεί µε αυτή που δίνει η προσέγγιση µε

την Poisson.

Λύση: Η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι ίση µε
(

10
0

)

(0, 1)0(0, 9)10 +

(

10
1

)

(0, 1)1(0, 9)9 = 0, 7361,

ενώ η προσέγγιση κατά Poisson µας δίνει την τιµή

e−1 + e−1 ≈ 0, 7358

�

΄Ασκηση 19 Θεωρείστε ένα πείραµα στο οποίο µετράµε τον αριθµό των σωµατιδίων-

α που παράγονται στο χρονικό διάστηµα 1 δευτερολέπτου από 1 γραµµάριο δαδιε-

νεργού υλικού. Γνωρίζουµε από µετρήσεις στο παρελθόν ότι κατά µέσον όρο πα-

ϱάγονται 3.2 τέτοια σωµατίδια-α. Ποια είναι µια καλή προσέγγιση της πιθανότητας

ώστε να µη παραχθούν περισσότερα από 2 τέτοια σωµατίδια σε 1 δευτερόλεπτο ;

Λύση: Φανταζόµαστε κάθε γραµµάριο του ϱαδιενεργού υλικού να αποτελείται

από ένα µεγάλο αριθµό ατόµων, ας πούµε n, το καθένα από τα οποία έχει πιθανό-

τητα 3, 2n να διασπαστεί και να εκπέµψει ένα σωµατίδιο α στο χρονικό διάστηµα

ενός δευτερολέπτου. Με αυτή την άποψη ϐλέπουµε, µε αρκετά καλή προσέγγιση,

ότι ο αριθµός των ατόµων που διασπώνται και εκπέµπουν ένα α-σωµατίδιο µέσα

στη χρονική διάρκεια ενός δευτερολέπτου ϑα είναι µια Poisson τυχαία µεταβλητή

µε παράµετρο λ = 3, 2. Συνεπώς η Ϲητούµενη πιθανότητα ϑα είναι περίπου

P{X ≤ 2} = e−3,2 + 3, 2e−3,2 +
(3, 2)2

2
e−3,2

≈ 0, 3799.

�
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΄Ασκηση 20 Να υπολογίσετε την µέση τιµή και την διασπορά της Poisson τυχαίας

µεταβλητής µε παράµετρο λ.

Λύση:

E[X] =
∞
∑

i=0

ie−λλi

i!

= λ

∞
∑

i=1

e−λλi−1

(i − 1)!

= λe−λ
∞
∑

j=0

λj

j!

ϐψ λεττινγ

j = i − 1

= λ σινςε

∞
∑

j=0

λj

j!
= eλ

Συνεπώς η µέση τιµή µιας Poisson τυχαίας µεταβλητής X είναι ίση µε την

παράµετρό της λ. Για να προσδιορίσουµε την διασπορά της, ας υπολογίσουµε

πρώτα την µέση τιµή του τετραγώνου της, E[X2].

E[X2] =

∞
∑

i=0

i2e−λλi

i!

= λ
∞
∑

i=1

ie−λλi−1

(i − 1)!

= λ

∞
∑

j=0

(j + 1)e−λλj

j!

ϑέτοντας

j = i − 1

= λ

[

∞
∑

j=0

je−λλj

j!
+

∞
∑

j=0

e−λλj

j!

]

= λ(λ + 1)

όπου η τελευταία ισότητα προκύπτει αφού το πρώτο άθροισµα είναι η µέση τιµή

µιας Poisson τυχαίας µεταβλητής µε παράµετρο λ και το δεύτερο είναι το άθροι-

σµα των πιθανοτήτων αυτής της τυχαίας µεταβλητής. Συνεπώς, αφού έχουµε ήδη

δείξει πως E[X] = λ, παίρνουµε πως :

Var(X) = E[X2] − (E[X])2

= λ

�

΄Ασκηση 21 Μια κάλπη περιέχει N λευκές και M µαύρες µπάλες. ∆ιαλέγουµε

τυχαία µπάλες, µια κάθε ϕορά, έως ότου να εµφανιστεί µια µαύρη µπάλα. Αν η

12



υποθέσουµε ότι κάθε µπάλα που επιλέγεται επανατοποθετείται στην κάλπη πριν την

επόµενη επιλογή, ποια είναι η πιθανότητα ώστε

(α) να χρειαστούν ακριβώς n επιλογές·

(ϐ) να χρειαστούν τουλάχιστον k επιλογές ;

Λύση: Αν µε X συµβολίσουµε τον αριθµό των επιλογών που απαιτούνται µέχρι

να εµφανιστεί µια µαύρη µπάλα, τότε η X ικανοποιεί την Εξίσωση (8.1) µε p =
M/(M + N). Συνεπώς

(α)

P{X = n} =

(

N

M + N

)n−1
M

M + N
=

MNn−1

(M + N)n

(ϐ)

P{X ≥ k} =
M

M + N

∞
∑

n=k

(

N

M + N

)n−1

=

(

M

M + N

)(

N

M + N

)k−1/[

1 −
N

M + N

]

=

(

N

M + N

)k−1

�

΄Ασκηση 22 Να ϐρείτε την µέση τιµή (αναµενόµενη τιµή) µιας γεωµετρικής τυχαίας

µεταβλητής.

Λύση: Με q = 1 − p έχουµε ότι

E[X] =

∞
∑

n=1

nqn−1p

= p
∞
∑

n=0

d

dq
(qn)

= p
d

dq

(

∞
∑

n=0

qn

)

13



= p
d

dq

(

1

1 − q

)

=
p

(1 − q)2

=
1

p

Με άλλα λόγια αν εκτελέσουµε ανεξάρτητες δοκιµές που έχουν η κάθε µία πι-

ϑανότητα επιτυχίας ίση µε p µέχρις ότου εµφανιστεί η πρώτη επιτυχία, τότε ο

αναµενόµενος αριθµός των απαιτούµενων δοκιµών ϑα είναι ίσος µε 1
p
. Για πα-

ϱάδειγµα ο αναµενόµενος αριθµός ϕορών που πρέπει να ϱίξουµε ένα Ϲάρι για να

πάρουµε την τιµή 1 είναι ίσος µε 6. �

΄Ασκηση 23 Να ϐρεθεί η διασπορά µιας γεωµετρικής τυχαίας µεταβλητής.

Λύση: Για να ϐρούµε την Var(X) ϑα υπολογίσουµε πρώτα την E[X2]. Θέτον-

τας q = 1 − p,

E[X2] =
∞
∑

n=1

n2qn−1p

= p
∞
∑

n=1

d

dq
(nqn)

= p
d

dq

(

∞
∑

n=1

nqn

)

= p
d

dq

(

q

1 − q
E[X]

)

= p
d

dq
[q(1 − q)−2]

= p

[

1

p2
+

2(1 − p)

p3

]

=
2

p2
−

1

p

Αφού E[X] = 1/p,

Var(X) =
1 − p

p2
.

�
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συνολικά r επιτυχίες. Αν ϑέσουµε µε X να είναι ο αριθµός των απαιτούµενων

δοκιµών, να δείξετε πως

P{X = n} =

(

n − 1
r − 1

)

pr(1 − p)n−r n = r, r + 1, . . . (2)

Λύση: Η Εξίσωση προκύπτει από το γεγονός ότι για να εµφανιστεί η rή επιτυχία

στην nή δοκιµή πρέπει να έχουν γίνει r − 1 επιτυχίες στις πρώτες n − 1 δοκιµές,

και στην n δοκιµή πρέπει να εµφανιστεί επιτυχία. Η πιθανότητα του πρώτου

ενδεχοµένου είναι
(

n − 1
r − 1

)

pr−1(1 − p)n−r

και η πιθανότητα του δεύτερου είναι ίση µε p· συνεπώς, λόγω ανεξαρτησίας,

προκύπτει η Ϲητούµενη εξίσωση, �

΄Ασκηση 25 Αν εκτελέσουµε ανεξάρτητες δοκιµές σε κάθε µία από τις οποίες ϑα

έχουµε επιτυχία µε πιθανότητα p, ποια είναι η πιθανότητα ώστε να εµφανιστούν r
επιτυχίες πριν από m αποτυχίες ;

Λύση: Θα λύσουµε το πρόβληµα παρατηρώντας πως ϑα συµβούν r επιτυχίες

πριν από m αποτυχίες αν και µόνο αν η r επιτυχία δεν συµβεί µετά από την

r + m − 1 δοκιµή. Αυτό συµβαίνει γιατί η αν r επιτυχία συµβεί στην r + m − 1
δοκιµή ή πριν από αυτήν τότε ϑα συµβεί πριν από την m αποτυχία και αντίστροφα.

Συνεπώς από την Εξίσωση (8.2), η Ϲητούµενη πιθανότητα ϑα είναι

r+m−1
∑

n=r

(

n − 1
r − 1

)

pr(1 − p)n−r

�
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΄Ασκηση 24 Ας υποθέσουµε ότι εκτελούµε ανεξάρτητες δοκιµές, η κάθε µία από τις

οποίες έχει πιθανότητα p, (0 < p < 1) να είναι επιτυχία, έως ότου να εµφανιστούν



΄Ασκηση 27 Να υπολογίσετε την µέση τιµή και την διασπορά µιας αρνητικής διω-

νυµικής τυχαίας µεταβλητής µε παραµέτρους r και p.

Λύση:

E[Xk] =

∞
∑

n=r

nk

(

n − 1
r − 1

)

pr(1 − p)n−r

=
r

p

∞
∑

n=r

nk−1

(

n
r

)

pr+1(1 − p)n−r σινςε n

(

n − 1
r − 1

)

= r

(

n
r

)

=
r

p

∞
∑

m=r+1

(m − 1)k−1

(

m − 1
r

)

pr+1(1 − p)m−(r+1)
ϑέτοντας

m = n + 1

=
r

p
E[(Y − 1)k−1]

όπου η Y είναι µια αρνητική διωνυµική τυχαία µεταβλητή µε παραµέτρους r+1, p.

Θέτοντας k = 1 στην προηγούµενη εξίσωση παίρνουµε

E[X] =
r

p

Θέτοντας k = 2 στην προηγούµενη εξίσωση και χρησιµοποιώντας τον τύπο που

µας δίνει την µέση τιµή µιας αρνητικής τυχαίας µεταβλητής ϑα πάρουµε

E[X2] =
r

p
E[Y − 1]

=
r

p

(

r + 1

p
− 1

)

Συνεπώς,

Var(X) =
r

p

(

r + 1

p
− 1

)

−

(

r

p

)2

=
r(1 − p)

p2

�
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΄Ασκηση 28 Να ϐρεθεί η µέση τιµή και διασπορά σε ένα πείραµα ϱίψεως ενός

Ϲαριού του αριθµού των ϱίψεων που απαιτούνται ώστε η ένδειξη 1 εµφανιστεί 4

ϕορές.

Λύση: Αφου η τυχαία µεταβλητή που µας ενδιαφέρει είναι µια αρνητική διω-

νυµική τυχαία µεταβλητή µε παράµετρο r = 4 και p = 1
6
, ϐλέπυµε πως

E[X] = 24

Var(X) =
4
(

5
6

)

(

1
6

)2 = 120.

�

΄Ασκηση 29 Προσδιορίστε την µέση τιµή και διασπορά µιας υπεργεωµετρικής τυ-

χαίας µεταβλητής X µε παραµέτρους n, N , m.

Λύση:

E[Xk] =

n
∑

i=0

ikP{X = i}

=
n
∑

i=1

ik
(

m
i

)(

N − m
n − i

)/(

N
n

)

Χρησιµοποιώντας τις ταυτότητες

i

(

m
i

)

= m

(

m − 1
i − 1

)

ανδ n

(

N
n

)

= N

(

N − 1
n − 1

)

καταλήγουµε πως

E[Xk] =
nm

N

n
∑

i=1

ik−1

(

m − 1
i − 1

)(

N − m
n − i

)/(

N − 1
n − 1

)

=
nm

N

n−1
∑

j=0

(j + 1)k−1

(

m − 1
j

)(

N − m
n − 1 − j

)/(

N − 1
n − 1

)

=
nm

N
E[(Y + 1)k−1]

όπου η Y είναι µια υπεργεωµετρική τυχαία µεταβλητή µε παραµέτρους n − 1,

N − 1, m − 1. Συνεπώς ϑα έχουµε, ϑέτοντας k = 1, ότι

E[X] =
nm

N

Ερµηνεύοντας σε καθηµερινή γλώσσα την προηγούµενη σχέση, αν επιλεχθούν

τυχαία n µπάλες από ένα σύνολο από N µπάλες, από τις οποίες οι m είναι λευκές
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τότε η µέση τιµή του αριθµού των λευκών µπαλών που έχουν επιλεχτεί είναι ίση

µε nm/N .

Θέτοντας k = 2 στην έκφραση για την E[Xk] παίρνουµε ότι

E[X2] =
nm

N
E[Y + 1]

=
nm

N

[

(n − 1)(m − 1)

N − 1
+ 1

]

όπου για να πάρουµε την τελική εξίσωση χρησιµοποιήσαµε το προηγούµενο απο-

τέλεσµα µας για τον υπολογισµό της µέσης τιµής της υπεργεωµετρικής τυχαίας

µεταβλητής Y .

Επειδή E[X] = nm/N συµπεραίνουµε ότι

Var(X) =
nm

N

[

(n − 1)(m − 1)

N − 1
+ 1 −

nm

N

]

Θέτοντας p = m/N και µε χρήση της ταυτότητας

m − 1

N − 1
=

Np − 1

N − 1
= p −

1 − p

N − 1

παίρνουµε πως

Var(X) = np[(n − 1)p − (n − 1)
1 − p

N − 1
+ 1 − np]

= np(1 − p)(1 −
n − 1

N − 1
)

�

΄Ασκηση 30 Η συνάρτηση κατανοµής της τυχαίας µεταβλητής X δίνεται από την

F (x) =















































0 x < 0
x

2
0 ≤ x < 1

2

3
1 ≤ x < 2

11

12
2 ≤ x < 3

1 3 ≤ x

Να υπολογίσετε τα (α) P{X < 3}, (ϐ) P{X = 1}, (γ) P{X > 1
2
}, και (δ) P{2 <

X ≤ 4}.

Λύση:
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(α) P{X < 3} = lim
n

P

{

X ≤ 3 −
1

n

}

= lim
n

F

(

3 −
1

n

)

=
11

12

(ϐ)

P{X = 1} = P{X ≤ 1} − P{X < 1}

= F (1) − lim
n

F

(

1 −
1

n

)

=
2

3
−

1

2
=

1

6

(γ)

P

{

X >
1

2

}

= 1 − P

{

X ≤
1

2

}

= 1 − F

(

1

2

)

=
3

4

(δ)

P{2 < X ≤ 4} = F (4) − F (2)

=
1

12

�
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