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∆εσµευµένη Πιθανότητα

1 Λυµένες Ασκήσεις

΄Ασκηση 1 Στρίβουµε ένα νόµισµα δύο ϕορές. Υποθέτοντας ότι και τα τέσσερα στοι-

χεία του δειγµατοχώρου Ω = {(K, K), (K, Γ), (Γ, K), (Γ, Γ)} είναι ισοπίθανα, ποια

είναι η δεσµευµένη πιθανότητα και στις δύο ϱίψεις να πάρουµε κορώνα, δεδοµένου

ότι

(α) στην πρώτη ϱίψη παίρνουµε κορώνα,

(ϐ) σε τουλάχιστον µία ϱίψη το αποτέλεσµα είναι κορώνα ;

Λύση: ΄Εστω B = {(K, K)} να συµβολίζει το ενδεχόµενο να πάρουµε και στις
δύο ϱίψεις κορώνα, έστω F = {(K, K), (K, Γ)} να είναι το ενδεχόµενο να πάρουµε
στην πρώτη ϱίψη κορώνα και τέλος ας συµβολίσουµε µε A = {(K, K), (K, Γ), (Γ, K)}
το ενδεχόµενο, τουλάχιστον σε µια ϱίψη να πάρουµε κορώνα. Η πιθανότητα για
το (α) µπορεί να προκύψει από

P (B|F ) =
P (B ∩ F )

P (F )
=

P ({(K, K)})
P ({(K, K), (K, Γ)})

=
1/4

2/4
= 1/2.

Για το (ϐ), έχουµε

P (B|A) =
P (B ∩ A)

P (A)
=

P ({(K, K)})
P ({(K, K), (K, Γ), (Γ, K)})

=
1/4

3/4
= 1/3.

�

΄Ασκηση 2 Ας υποθέσουµε ότι ένα κουτί περιέχει 8 κόκκινες και 4 λευκές µπάλες.

Τραβάµε 2 µπάλες χωρίς επανατοποθέτηση. Αν ϑεωρήσουµε ότι κάθε µπάλα που

ϐρίσκεται στο κουτί είναι το ίδιο πιθανό να επιλεχτεί, ποια είναι η πιθανότητα και οι

δύο µπάλες που ϑα τραβήξουµε να είναι κόκκινες ;

Λύση: ΄Εστω K1 και K2 να συµβολίζουν, αντίστοιχα, τα ενδεχόµενα η πρώτη,
η δεύτερη µπάλα να είναι κόκκινη. ∆εδοµένου ότι η πρώτη µπάλα της επιλογής
µας είναι κόκκινου χρώµατος, υπάρχουν 7 εναποµείναντες κόκκινες και 4 λευκές
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µπάλες· συνεπώς P (K2|K1) = 7
11
. Καθώς P (K1) είναι 8

12
, η Ϲητούµενη πιθανότητα

ισούται µε

P (K1 ∩K2) = P (K1)P (K2|K1) =

(
2

3

)(
7

11

)
=

14

33

Βέβαια, η παραπάνω πιθανότητα ϑα µπορούσε να είχε υπολογιστεί από

P (K1 ∩K2) =

(
8
2

)
(

12
2

)
�

΄Ασκηση 3 ΄Ενας ϕοιτητής εξετάζεται σε ένα διαγώνισµα που διαρκεί το πολύ µια

ώρα. Υποθέστε ότι η πιθανότητα ο ϕοιτητής να τελειώσει την εξέταση σε λιγότερο

από x ώρες, είναι x/2 για κάθε 0 ≤ x ≤ 1. Γνωρίζοντας ότι ο ϕοιτητής γράφει

ακόµα µετά από 0, 75 ώρες, ποια είναι η δεσµευµένη πιθανότητα να εξαντλήσει όλη

την ώρα της εξέτασης ;

Λύση: ΄Εστω Lx, να συµβολίζει το ενδεχόµενο ο ϕοιτητής να τελειώσει την εξέταση
σε λιγότερο από x ώρες, µε 0 ≤ x ≤ 1 και υποθέστε A, να είναι το ενδεχόµενο ο
ϕοιτητής να εξαντλήσει όλη την ώρα της εξέτασης. Καθώς F είναι το ενδεχόµενο
ο ϕοιτητής να µην τελειώσει σε λιγότερο από 1 ώρα, ϑα έχουµε ότι

P (A) = P (Lc
1) = 1− P (L1) = 0, 5.

Επίσης, καθώς το ενδεχόµενο ο ϕοιτητής να δουλεύει ακόµα µετά από 0, 75 ώρες
είναι το συµπλήρωµα του ενδεχοµένου L0,75, η Ϲητούµενη πιθανότητα ϑα ισούται
µε

P (A|Lc
0,75) =

P (A ∩ Lc
0,75)

P (Lc
0,75)

=
P (A)

1− P (L0,75)
=

0, 5

0, 625
= 0, 8

�

΄Ασκηση 4 Μια συνηθισµένη τράπουλα 52 καρτών χωρίζεται τυχαία σε 4 στοίβες

των 13 καρτών. Υπολογίστε την πιθανότητα κάθε στοίβα να περιέχει ακριβώς έναν

άσσο.

Λύση: Ορίζουµε τα ενδεχόµενα Ei, i = 1, 2, 3, 4 ως εξής :

E1 = {ο άσσος µπαστούνι ϐρίσκεται σε κάποια από τις στοίβες}
E2 = {ο άσσος µπαστούνι και ο άσσος κούπα ϐρίσκονται σε διαφορετικές στοίβες}
E3 = {οι άσσοι µπαστούνι, κούπα και καρό ϐρίσκονται σε διαφορετικές στοίβες}
E4 = {όλοι οι 4 άσσοι ϐρίσκονται σε διαφορετικές στοίβες}

2



Η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι P (E1∩E2∩E3∩E4) και από το πολλαπλασιαστικό
ϑεώρηµα ϑα έχουµε

P (E1 ∩ E2 ∩ E3 ∩ E4) = P (E1)P (E2|E1)P (E3|E1 ∩ E2)P (E4|E1 ∩ E2 ∩ E3).

Τώρα,
P (E1) = 1,

καθώς E1 είναι ο δειγµατοχώρος Ω. Επίσης

P (E2|E1) =
39

51
,

καθώς η στοίβα που περιέχει τον άσσο µπαστούνι ϑα περιέχει 12 από τις εναπο-
µείναντες 51 κάρτες. Επίσης,

P (E3|E1 ∩ E2) =
26

50
,

καθώς οι στοίβες που περιέχουν τους άσσος µπαστούνι και κούπα ϑα περιέχουν
και 24 από τις υπόλοιπες 50 κάρτες. Τέλος,

P (E4|E1 ∩ E2 ∩ E3) =
13

49
.

΄Ετσι η πιθανότητα κάθε στοίβα να περιέχει ακριβώς έναν άσσο είναι

P (E1 ∩ E2 ∩ E3 ∩ E4) =
39 · 26 · 13

51 · 50 · 49
≈ 0, 105.

�

΄Ασκηση 5 Σε µια εξέταση µε ερωτήσεις πολλαπλής επιλογής, ο ϕοιτητής είτε γνω-

ϱίζει την απάντηση είτε µαντεύει. Ας συµβολίσουµε µε p την πιθανότητα ο ϕοιτητής

να γνωρίζει την απάντηση και µε 1− p την πιθανότητα ο ϕοιτητής να την µαντεύει.

Υποθέστε ότι ο ϕοιτητής που µαντεύει την απάντηση ϑα είναι σωστός µε πιθανότητα

1/m, όπου m είναι ο αριθµός τον προσφερόµενων απαντήσεων σε κάθε ερώτηση

της εξέτασης. Ποια είναι η δεσµευµένη πιθανότητα ένας ϕοιτητής να γνώριζε την

απάντηση σε µια ερώτηση, δεδοµένου ότι απάντησε σωστά σε αυτήν ;

Λύση: ΄Εστω C και K να συµβολίζουν αντίστοιχα, τα ενδεχόµενα ο ϕοιτητής
να απαντήσει την ερώτηση σωστά και να γνωρίζει την απάντηση. Θα έχουµε ότι :

P (K|C) =
P (K ∩ C)

P (C)

=
P (C|K)P (K)

P (C|K)P (K) + P (C|Kc)P (Kc)

=
p

p + (1/m)(1− p)

=
mp

1 + (m− 1)p
.

Για παράδειγµα, αν m = 5, p = 1
2
, τότε η πιθανότητα ο ϕοιτητής να γνώριζε την

απάντηση σε µια ερώτηση που απάντησε σωστά είναι 5
6
. �
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΄Ασκηση 6 ΄Ενα αιµατολογικό εργαστήριο παρουσιάζει 95 τοις εκατό εγκυρότητα

στην διάγνωση µιας συγκεκριµένης ασθένειας. Παρ’όλα αυτά µπορεί να δώσει

λάθος αποτέλεσµα για το 1 επί τοις εκατό από τα υγιή άτοµα που εξετάζονται.

(∆ηλαδή, αν ένα υγιής άτοµο εξεταστεί από το εργαστήριο, τότε, µε πιθανότητα 0,1,

η διάγνωση ϑα δείξει ότι αυτός ή αυτή πάσχει από την ασθένεια.) Αν το 0,5 τοις

εκατό του πληθυσµού είναι πάσχοντες, ποια η πιθανότητα ένα άτοµο να πάσχει

από την ασθένεια, δεδοµένου ότι η εξέταση από το εργαστήριο είναι ϑετική για την

ασθένεια ;

Λύση: Ας υποθέσουµε ότι D συµβολίζει το ενδεχόµενο το άτοµο που κάνει την
εξέταση πάσχει από την εν λόγο ασθένεια και E το ενδεχόµενο το αποτέλεσµα της
εξέτασης να είναι ϑετικό. Η Ϲητούµενη πιθανότητα P (D|E), έπεται από

P (D|E) =
P (D ∩ E)

P (E)

=
P (E|D)P (D)

P (E|D)P (D) + P (E|Dc)P (Dc)

=
(0, 95)(0, 005)

(0, 95)(0, 005) + (0, 01)(0, 995)

=
95

294
≈ 0, 323.

΄Ετσι µόνο το 32 επί τοις εκατό των ατόµων που τα αποτελέσµατα των εξετάσεων
τους είναι ϑετικά στην ασθένεια, πράγµατι πάσχουν από αυτήν. �

΄Ασκηση 7 Υποθέστε ότι έχουµε 3 κάρτες ίδιου σχήµατος, µε την πρώτη να είναι

κόκκινου χρώµατος και οι δυο πλευρές της, η δεύτερη να έχει τις πλευρές της

µαύρες και η τρίτη κάρτα να έχει την µια πλευρά της κόκκινη και την άλλη µαύρη.

Οι 3 κάρτες ανακατεύονται µέσα σε ένα καπέλο και µια κάρτα επιλέγεται τυχαία

και τοποθετείται κάτω στο έδαφος. Αν η πάνω της πλευρά είναι κόκκινου χρώµατος,

ποια είναι η πιθανότητα η άλλη πλευρά να είναι µαύρου χρώµατος ;

Λύση: Ας υποθέσουµε ότι ΚΚ, ΜΜ και ΚΜ συµβολίζουν αντίστοιχα τα ενδεχό-
µενα η επιλεγµένη κάρτα να είναι όλη κόκκινη, όλη µαύρη, ή η κόκκινη-µαύρη.
Συµβολίζοντας µε K το ενδεχόµενο η πάνω πλευρά της επιλεγµένης κάρτας να
είναι κόκκινη, ϑα έχουµε ότι η Ϲητούµενη πιθανότητα ϑα είναι η

P (KM |K) =
P (KM ∩K)

P (K)

=
P (K|KM)P (KM)

P (K|KK)P (KK) + P (K|KM)P (KM) + P (K|MM)P (MM)

=

(
1
2

) (
1
3

)
(1)
(

1
3

)
+
(

1
2

) (
1
3

)
+ 0

(
1
3

) =
1

3

�
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΄Ασκηση 8 ΄Ενας κουτί περιέχει 3 διαφορετικούς τύπους χρησιµοποιηµένων λαµ-

πτήρων. Η πιθανότητα ο τύπος λαµπτήρα 1, να λειτουργήσει στο µέλλον πάνω από

100 ώρες, είναι 0,7, µε τις αντίστοιχες πιθανότητες για τους τύπους 2 και 3 να είναι

0,4 και 0,3 αντίστοιχα. Υποθέστε ότι ένα 20 τοις εκατό των λαµπτήρων είναι τύπου

1, 30 τοις εκατό είναι τύπου 2 και 50 τοις εκατό τύπου 3.

(α) Ποια η πιθανότητα µια τυχαία επιλεγµένη λάµπα, να δουλέψει πάνω από
100 ώρες ;

(ϐ) ∆εδοµένου ότι η λάµπα δούλεψε 100 ώρες, ποια είναι η δεσµευµένη πιθα-
νότητα να ήταν τύπου j, µε j = 1, 2, 3;

Λύση: (α) ΄Εστω A να συµβολίζει το ενδεχόµενο, ο λαµπτήρας της επιλογής
µας να λειτουργήσει πάνω από 100 ώρες και Fj, ας συµβολίζει το ενδεχόµενο µια
λάµπα τύπου j να έχει επιλεχτεί, j = 1, 2, 3. Για να υπολογίσουµε την πιθανότητα
P (A), δεσµεύουµε µε τον τύπο λαµπτήρα, για να πάρουµε

P (A) = P (A|F1)P (F1) + P (A|F2)P (F2) + P (A|F3)P (F3)

= (0, 7)(0, 2) + (0, 4)(0, 3) + (0, 3)(0, 5) = 0, 41.

Υπάρχει µια πιθανότητα 41 επί τοις εκατό, ο λαµπτήρας να διαρκέσει πάνω από
100 ώρες.

(ϐ) Η πιθανότητα προκύπτει χρησιµοποιώντας την εξίσωση του Bayes:

P (Fj|A) =
P (A ∩ Fj)

P (A)

=
P (A|Fj)P (Fj)

0, 41
.

΄Ετσι,

P (F1|A) = (0, 7)(0, 2)/0, 41 = 14/41

P (F2|A) = (0, 4)(0, 3)/0, 41 = 12/41

P (F3|A) = (0, 3)(0, 5)/0, 41 = 15/41.

Για παράδειγµα, ενώ η αρχική πιθανότητα της επιλογής ενός λαµπτήρα τύπου 1
είναι µόνο 0,2, η πληροφορία ότι η λάµπα λειτούργησε για πάνω από 100 ώρες,
αυξάνει την πιθανότητα πραγµατοποίησης αυτού του ενδεχοµένου σε 14/41 ≈
0, 341. �

΄Ασκηση 9 Αν αν το E και F είναι ανεξάρτητα, δείξτε ότι το ίδιο ισχύει και για τα

E, F c
.
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Λύση: Υποθέστε ότι τα E και F είναι ανεξάρτητα. Καθώς E = (E ∩ F ) ∪ (E ∩
F c), µε τα E ∩ F και E ∩ F c να είναι προφανώς ανεξάρτητα, ϑα έχουµε ότι

P (E) = P (E ∩ F ) + P (E ∩ F c)

= P (E)P (F ) + P (E ∩ F c)

ή, ισοδύναµα

P (E ∩ F c) = P (E)[1− P (F )]

= P (E)P (F c)

και µε αυτόν τον τρόπο το αποδείξαµε το Ϲητούµενο. �

΄Ασκηση 10 Μια άπειρη ακολουθία από ανεξάρτητες δοκιµές ϑα αρχίσει να πραγ-

µατοποιείται. Κάθε δοκιµή έχει επιτυχία µε πιθανότητα p και αποτυχία, µε πιθανό-

τητα 1− p. Ποια είναι η πιθανότητα, να

(α) έχουµε τουλάχιστον 1 επιτυχία στις n πρώτες δοκιµές·

(ϐ) έχουµε ακριβώς k επιτυχίες στις n πρώτες δοκιµές·

(γ) έχουµε επιτυχία σε όλες τις δοκιµές ;

Λύση: Για να καθορίσουµε την πιθανότητα τουλάχιστον 1 επιτυχίας στις n
πρώτες δοκιµές, είναι ευκολότερο να υπολογίσουµε πρώτα την πιθανότητα του
συµπληρωµατικού ενδεχοµένου, αυτό της καµιά επιτυχίας στις n πρώτες δοκι-
µές. Αν συµβολίσουµε µε Ei το ενδεχόµενο αποτυχίας στην iοστή δοκιµή, τότε η
πιθανότητα καµιάς επιτυχίας είναι, από την ανεξαρτησία ενδεχοµένων,

P (
n⋂

i=1

Ei) = P (E1)P (E2) · · ·P (En) = (1− p)n.

Γι’αυτό η απάντηση στο ερώτηµα (α) είναι 1− (1− p)n.
Για να υπολογίσουµε το δεύτερο µέρος, ας συλλογιστούµε κάθε τυχαία α-

κολουθία από τα πρώτα n αποτελέσµατα, που περιέχουν k επιτυχίες και n − k
αποτυχίες. Κάθε µια από αυτές τις ακολουθίες, από την ανεξαρτησία των δοκιµών
που έχουµε υποθέσει, ϑα πραγµατοποιηθεί µε πιθανότητα pk(1 − p)n−k. Καθώς

υπάρχουν
(

n
k

)
τέτοιες ακολουθίες ( υπάρχουν n!/k!(n − k)! µεταθέσεις από k

επιτυχίες και n− k αποτυχίες), η Ϲητούµενη πιθανότητα στο ερώτηµα (ϐ) είναι

P{ακριβώς k επιτυχίες} =

(
n
k

)
pk(1− p)n−k.
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Για να απαντήσουµε στο ερώτηµα (γ), παρατηρούµε από το πρώτο µέρος, ότι
η πιθανότητα να έχουµε επιτυχία σε όλες τις n πρώτες δοκιµές, δίνεται από

P

(
n⋂

i=1

Ec
i

)
= pn.

΄Ετσι χρησιµοποιώντας την ιδιότητα της συνέχειας της πιθανότητας έχουµε ότι την

Ϲητούµενη πιθανότητα P

(
∞⋂
1

Ec
i

)
, να δίνεται από

P

(
∞⋂
i=1

Ec
i

)
= P

(
lim

n→∞

n⋂
i=1

Ec
i

)

= lim
n→∞

P

(
n⋂

i=1

Ec
i

)

= lim
n

pn =

{
0 αν p < 1
1 αν p = 1

�

΄Ασκηση 11 ΄Ενα σύστηµα που αποτελείται από n διαφορετικά µέρη, λέγεται ότι

είναι ένα παράλληλο σύστηµα αν λειτουργεί, όταν τουλάχιστον ένα από τα µέρη

του λειτουργεί. Για ένα τέτοιο σύστηµα, αν το µέρος i, ανεξαρτήτως από τα υπό-

λοιπα µέρη, λειτουργεί µε πιθανότητα pi, i = 1, . . . , n, ποια είναι η πιθανότητα να

λειτουργεί το σύστηµα ;

Λύση: Ας συµβολίσουµε µε Ai, το ενδεχόµενο το µέρος i να λειτουργεί. Τότε

P{το σύστηµα λειτουργεί} = 1− P{το σύστηµα δεν λειτουργεί}
= 1− P{όλα τα µέρη δεν λειτουργούν}

= 1− P

(⋂
i

Ac
i

)

= 1−
n∏

i=1

(1− pi) από ανεξαρτησία

�

΄Ασκηση 12 Εκτελούνται ανεξάρτητες δοκιµές, που αποτελούνται από την ϱίψη

ενός Ϲεύγους δίκαιων Ϲαριών. Ποια είναι η πιθανότητα να ϕέρουµε άθροισµα 5 πριν

να ϕέρουµε άθροισµα 7;
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Λύση: ΄Εστω En, να συµβολίζει το ενδεχόµενο να µην ϕέρουµε άθροισµα 5 ή
7 στις n − 1 πρώτες δοκιµές και να ϕέρουµε άθροισµα 5 στην nοστή δοκιµή. Η
Ϲητούµενη πιθανότητα είναι

P

(
∞⋃

n=1

En

)
=
∞∑

n=1

P (En).

Τώρα καθώς P{άθροισµα 5 σε κάθε δοκιµή} = 4
36

και P{άθροισµα 7 σε κάθε δοκιµή} =
6
36
, παίρνουµε, από την ανεξαρτησία των ενδεχοµένων ότι

P (En) =

(
1− 10

36

)n−1
4

36

και γι’αυτό

P

(
∞⋃

n=1

En

)
=

1

9

∞∑
n=1

(
13

18

)n−1

=
1

9

1

1− 13
18

=
2

5
.

Το παραπάνω αποτέλεσµα µπορεί να προκύψει, χρησιµοποιώντας δεσµευµένες
πιθανότητες. Αν ϑέσουµε µε E το ενδεχόµενο να ϕέρουµε άθροισµα 5 πριν να
ϕέρουµε άθροισµα 7, τότε µπορούµε να πάρουµε την Ϲητούµενη πιθανότητα,
P (E), δεσµεύοντας µε ένα το αποτέλεσµα της πρώτης δοκιµής, ως εξής : ΄Εστω
F να είναι το ενδεχόµενο, στην πρώτη δοκιµή να ϕέρουµε άθροισµα 5· G το
ενδεχόµενο να ϕέρουµε 7 και H το ενδεχόµενο στην πρώτη δοκιµή, πάντα να
µην ϕέρουµε άθροισµα 5, ούτε 7. ∆εσµεύοντας µε όποιο από τα παραπάνω
ενδεχόµενα πραγµατοποιηθεί, ϑα έχουµε

P (E) = P (E|F )P (F ) + P (E|G)P (G) + P (E|H)P (H).

Ωστόσο,

P (E|F ) = 1

P (E|G) = 0

P (E|H) = P (E)

Οι πρώτες δύο ισότητες είναι προφανείς. Η τρίτη έπεται γιατί αν στην πρώτη
δοκιµή δεν ϕέρουµε άθροισµα 5 ή 7, τότε σε αυτό το σηµείο η κατάσταση έχει
ακριβώς όπως ήταν στην αρχή του προβλήµατος· δηλαδή, το πείραµα µε τις ϱίψεις
Ϲαριών ϑα συνεχιστεί µέχρι να ϕέρουµε άθροισµα 5 ή 7. Επίσης, οι δοκιµές
είναι ανεξάρτητες, γι’αυτό το αποτέλεσµα της πρώτης δοκιµής δεν ϑα επηρεάσει
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καθόλου τις άλλες ϱίψεις που ακολουθούν. Καθώς P (F ) = 4
36

, P (G) = 6
36

και
P (H) = 26

36
, ϐλέπουµε ότι

P (E) = 1
9

+ P (E)13
18

,

ή
P (E) = 2

5
.

�

΄Ασκηση 13 Κάποιος κάνει συλλογή από κουπόνια. Υπάρχουν n είδη από κου-

πόνια και κάθε καινούργιο που συλλέγει είναι, ανεξαρτήτως κάθε προηγούµενου,

τύπου i, µε πιθανότητα pi,
∑n

i=1 pi = 1. Αν Ai, συµβολίζει το ενδεχόµενο να υπάρ-

χει τουλάχιστον ένας τύπος i κουπονιού σε αυτά που έχει είδη συλλέξει, τότε για

i 6= j, ϐρείτε
(α) P (Ai)
(ϐ) P (Ai ∪ Aj)
(ς) P (Ai|Aj)

Λύση:

P (Ai) = 1− P (Ac
i)

= 1− P{ κανένα κουπόνι δεν είναι τύπου i}
= 1− (1− pi)

k,

όπου για τα προηγούµενα χρησιµοποιήσαµε ότι κάθε κουπόνι, ανεξαρτήτως των
υπολοίπων, δεν είναι τύπου i µε πιθανότητα 1− pi. ΄Οµοια

P (Ai ∪ Aj) = 1− P ((Ai ∪ Aj)
c)

= 1− P{κανένα κουπόνι δεν είναι τύπου i ή τύπου j}
= 1− (1− pi − pj)

k,

όπου για τα προηγούµενα χρησιµοποιήσαµε ότι κάθε κουπόνι, ανεξαρτήτως των
υπολοίπων, δεν είναι τύπου i ή x, µε πιθανότητα 1− pi− pj. Για να καθορίσουµε
τα P (Ai|Aj), ϑα χρησιµοποιήσουµε την ταυτότητα

P (Ai ∪ Aj) = P (Ai) + P (Aj)− P (Ai ∩ Aj),

το οποίο, σε συνδυασµό µε τα (α) και (ϐ), µας δίνει ότι

P (AiAj) = 1− (1− pi)
k + 1− (1− pj)

k − [1− (1− pi − pj)
k]

= 1− (1− pi)
k − (1− pj)

k + (1− pi − pj)
k.

Συνεπώς,

P (Ai|Aj) =
P (AiAj)

P (Aj)
=

1− (1− pi)
k − (1− pj)

k + (1− pi − pj)
k

1− (1− pj)k

�
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