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Εισαγωγή

Πολλές ϕορές στην εφαρµοσµένη έρευνα µας ενδιαφέρει να γνωρίζουµε
το ποσοστό ενός πληθυσµού που έχει ένα χαρακτηριστικό γνώρισµα.

Παραδείγµατα:
΄Ενας πολιτικός ϑέλει να γνωρίζει το ποσοστό των ψηφοφόρων που ϑα
τον στηρίξουν.
΄Ενας αναλυτής αγοράς εξετάζει το ποσοστό οικογενειών που ϑα
αλλάξουν ηλεκτρική συσκευή.
Οι ϕροντιστές υγείας µελετούν το ποσοστό ασθενών µε συγκεκριµένη
ϑεραπεία ή ασθένεια.
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∆ιωνυµικά δεδοµένα

Τα πειραµατικά δεδοµένα χωρίζονται σε δύο κατηγορίες :
Επιτυχία
Αποτυχία

Μας ενδιαφέρει το ποσοστό επιτυχίας.

Τα δεδοµένα αυτά αναλύονται µε ελέγχους που ϐασίζονται στη
διωνυµική κατανοµή.
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∆ιωνυµικός έλεγχος

Θεωρούµε δείγµα από n ανεξάρτητες δοκιµές Bernoulli.

Κάθε αποτέλεσµα ανήκει :
είτε στην κατηγορία 1,
είτε στην κατηγορία 2.

΄Εστω:

n1 = πλήθος παρατηρήσεων κατηγορίας 1, n2 = n− n1
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Υποθέσεις

Για να εφαρµόσουµε τον διωνυµικό έλεγχο απαιτούνται :
(Α1) Κάθε δοκιµή οδηγεί σε επιτυχία ή αποτυχία.
(Α2) Η πιθανότητα επιτυχίας p είναι ίδια σε όλες τις δοκιµές.
(Α3) Οι n δοκιµές είναι ανεξάρτητες.
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∆ιαδικασία ελέγχου υποθέσεων

Η διαδικασία ελέγχου υποθέσεων ϑα παρουσιαστεί για :
∆ίπλευρα προβλήµατα ελέγχου
Μονόπλευρα προβλήµατα ελέγχου
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∆ίπλευρο πρόβληµα ελέγχου

΄Εστω p0 ∈ [0, 1]. Θέλουµε να ελέγξουµε :

(Α) H0 : p = p0 , H1 : p ̸= p0

σε επίπεδο σηµαντικότητας a, µε 0 < a < 1.
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Ορισµός µεταβλητών

Θεωρούµε X1, X2, . . . , Xn ανεξάρτητες τ.µ. (Bernoulli δοκιµές), όπου:

Xi =

{
1, αν η i-οστή δοκιµή είναι επιτυχία
0, διαφορετικά

Ορίζουµε τη στατιστική συνάρτηση:

T =

n∑
i=1

Xi

Τότε :
T ∼ B(n, p)
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Κανόνας απόφασης (δίπλευρος)

Αν παρατηρήσουµε n1 επιτυχίες, τότε T = n1. Απορρίπτουµε την H0 αν:

T ≤ c1 ή T > c2

όπου οι σταθερές c1, c2 καθορίζονται από το επίπεδο σηµαντικότητας a.
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Συνάρτηση ελέγχου

Ο έλεγχος µεγέθους a γράφεται :

ϕ(x
˜
) =

{
1, T ≤ c1 ή T > c2

0, διαφορετικά

µε :
P (T ≤ c1 | p = p0) = a1 ≃

a

2

P (T ≤ c2 | p = p0) = 1− a2 ≃ 1− a

2

και συνολικό επίπεδο:
a = a1 + a2
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Μονόπλευρα προβλήµατα ελέγχου

Συχνά µας ενδιαφέρει αν :

(Β) H0 : p ≤ p0, H1 : p > p0

ή:
(Γ) H0 : p ≥ p0, H1 : p < p0
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΄Ελεγχος τύπου (Β)

Απορρίπτουµε την H0 αν:
T > c

Ο έλεγχος είναι :

ϕ(x
˜
) =

{
1, T > c

0, διαφορετικά

µε :
P (T ≤ c | p = p0) ≃ 1− a
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΄Ελεγχος τύπου (Γ)

Απορρίπτουµε την H0 αν:
T ≤ c

Ο έλεγχος είναι :

ϕ(x
˜
) =

{
1, T ≤ c

0, διαφορετικά

µε :
P (T ≤ c | p = p0) ≃ a
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Παρατήρηση

Οι σταθερές c1, c2, c υπολογίζονται µέσω της συνάρτησης κατανοµής της
∆ιωνυµικής κατανοµής.

Λόγω της διακριτής ϕύσης της κατανοµής της T , το πραγµατικό επίπεδο
σηµαντικότητας συνήθως δεν είναι ακριβώς ίσο µε a.

Ο έλεγχος είναι συχνά συντηρητικός.
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Παράδειγµα 1

Σε ένα δείγµα 15 χαπιών µετρήσαµε την περιεκτικότητα ενός ϕαρµάκου
σε ορισµένη δραστική ουσία και πήραµε τα παρακάτω δεδοµένα σε mgr.

0.52, 0.82, 1.25, 1.9, 2.6, 3.86, 1.4, 1.97, 2.85, 3.9, 0.97, 1.5,

2.0, 2.95, 0.99.

Ελέγξτε, σε επίπεδο σηµαντικότητας a = 0.05, αν το 30% των χαπιών έχει
περιεκτικότητα τουλάχιστον 1.5 mgr.
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Περιγραφή προβλήµατος

Θεωρούµε την τ.µ. Xi, η οποία µετράει την περιεκτικότητα της δραστικής
ουσίας στο i-οστό χάπι, για i = 1, . . . , 15. Ορίζουµε τις (Bernoulli) τ.µ. Yi

ως:

Yi =

{
1, Xi ≥ 1.5

0, Xi < 1.5
i = 1, . . . , 15
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Στατιστικό µοντέλο

Κάθε µεταβλητή:
Yi ∼ B(1, p)

όπου:
p = P (Yi = 1) = P (Xi ≥ 1.5)

Η στατιστική συνάρτηση είναι :

T =

15∑
i=1

Yi ∼ B(15, p)
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Υποθέσεις ελέγχου

Θέλουµε να ελέγξουµε :

H0 : p = 0.3 έναντι H1 : p ̸= 0.3

Πρόκειται για δίπλευρο διωνυµικό έλεγχο.
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Κανόνας απόφασης

Ο έλεγχος δίνεται από:

ϕ(x
˜
) =

{
1, T ≤ c1 ή T > c2

0, διαφορετικά

όπου οι σταθερές c1, c2 ικανοποιούν :

P (T ≤ c1 | p = 0.3) ≃ 0.025

P (T ≤ c2 | p = 0.3) ≃ 0.975
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Υπολογισµός κρίσιµων τιµών

Από τους πίνακες της διωνυµικής κατανοµής για T ∼ B(15, 0.3):

P (T ≤ 1 | p = 0.3) = 0.0353

P (T ≤ 8 | p = 0.3) = 0.9848

Οι τιµές αυτές είναι οι πλησιέστερες στα 0.025 και 0.975. ΄Αρα:

c1 = 1, c2 = 8
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Πραγµατικό επίπεδο σηµαντικότητας

Το πραγµατικό επίπεδο είναι :

a = P (T ≤ 1) + P (T > 8)

= 0.0353 + (1− 0.9848)

= 0.0505

΄Αρα ο έλεγχος έχει επίπεδο σηµαντικότητας περίπου 5.05%.
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Τελικός έλεγχος

Ο έλεγχος γράφεται :

ϕ(x
˜
) =

{
1, T ≤ 1 ή T > 8

0, διαφορετικά

Από τα δεδοµένα προκύπτει :

T = 9 > 8

΄Αρα απορρίπτουµε την H0.

Σε επίπεδο σηµαντικότητας 5.05%: ∆εν µπορούµε να υποθέσουµε ότι το
30% των χαπιών έχει περιεκτικότητα τουλάχιστον 1.5 mgr.
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p-values διωνυµικού ελέχγου

Πρόβληµα (Α): p ̸= p0

p-τιµή =
∑
k∈K

(
n

k

)
pk0(1− p0)

n−k, (1)

όπου K = {k : P (X = k|p = p0) ≤ P (X = τ |p = p0)}.
Πρόβληµα (Β): H1 : p > p0

p-τιµή = P (T ⩾ τ |p = p0 ). (2)

Πρόβληµα (Γ): H1 : p < p0

p-τιµή = P (T ⩽ τ |p = p0 ). (3)
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Παράδειγµα 2

Υπολογίστε την p-τιµή του ελέγχου που κατασκευάστηκε στο Παράδειγµα
2. Ποιο είναι το συµπέρασµά σας ;

τ = 9, µε P (T = 9|p = 0.3) ≈ 0.0116

Από πίνακα διωνυµικής κατανοµής: K = {0, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15}
k 0 1 2 3 4 5 6 7

P (T = k|p = 0.3) 0.0047 0.0305 0.0916 0.1700 0.2186 0.2061 0.1472 0.0811
I{k∈K} 1 0 0 0 0 0 0 0

k 8 9 10 11 12 13 14 15
P (T = k|p = 0.3) 0.0348 0.0116 0.0030 0.0006 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000

I{k∈K} 0 1 1 1 1 1 1 1

Εποµένως
p-τιµή =

∑
k∈K

P (T = k|p = 0.3) ≈ 0.0199.

Απορρίπτουµε την H0 σε επίπεδο σηµαντικότητας 5%, εναντι της
δίπλευρης εναλλακτικής.
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Πρόταση 2.1

Για µεγάλες τιµές του µεγέθους δείγµατος n η στατιστική συνάρτηση

T =
∑n

i=1Xi ακολουθεί, υπό τη µηδενική υπόθεση H0 : p = p0,

προσεγγιστικά κανονική κατανοµή µε µέση τιµή E(T ) = np0 και

διακύµανση Var(T ) = np0 (1− p0), δηλαδή ισχύει ότι :

T − np0√
np0(1− p0)

d→N (0, 1) .
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Κανονική προσέγγιση της ∆ιωνυµικής

΄Οταν :
το n είναι µεγάλο και το p είναι κοντά στο 0 ή στο 1, ή
το n είναι πολύ µικρό (για οποιαδήποτε τιµή του p),

η διωνυµική κατανοµή είναι έντονα λοξή και η κανονική προσέγγιση δεν

είναι ικανοποιητική. Αντίθετα, η κανονική προσέγγιση είναι

ικανοποιητική όταν :
το n είναι σχετικά µεγάλο και
το p δεν είναι ούτε πολύ µικρό ούτε πολύ µεγάλο.

Στην πράξη χρησιµοποιείται ο κανόνας του πέντε (rule of five):

np ≥ 5 και np(1− p) ≥ 5

τότε η κανονική προσέγγιση της διωνυµικής ϑεωρείται ικανοποιητική.
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∆ιόρθωση συνέχειας (continuity correction)

΄Οταν το Κ.Ο.Θ. χρησιµοποιείται για την προσέγγιση διακριτών τ.µ. από
κανονική κατανοµή, συνιστάται η χρήση διόρθωσης συνέχειας.

Λόγοι :

∆ιακριτές τ.µ. λαµβάνουν µόνο συγκεκριµένες τιµές, ενώ συνεχείς
µπορούν να πάρουν οποιαδήποτε τιµή.
Η απευθείας χρήση της κανονικής προσέγγισης µπορεί να δώσει
πιθανότητα 0 για συγκεκριµένες τιµές διακριτής τ.µ.

Ιδέα διόρθωσης: προσθέτουµε ή αφαιρούµε 0.5 στην τιµή της διακριτής
µεταβλητής.
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Πιθανότητες µε διόρθωση συνέχειας
Αν X είναι διακριτή τ.µ. µε E(X) = µ, Var(X) = σ2, τότε :

P (X = a) ≈ Φ

(
a+ 0.5− µ

σ

)
− Φ

(
a− 0.5− µ

σ

)
P (X ≤ a) ≈ Φ

(
a+ 0.5− µ

σ

)
P (X ≥ a) ≈ 1− Φ

(
a− 0.5− µ

σ

)
P (X > a) ≈ 1− Φ

(
a+ 0.5− µ

σ

)
P (X < a) ≈ Φ

(
a− 0.5− µ

σ

)
P (a ≤ X ≤ b) ≈ Φ

(
b+ 0.5− µ

σ

)
− Φ

(
a− 0.5− µ

σ

)
όπου Φ(·) η αθροιστική συνάρτηση της N (0, 1).
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∆ιωνυµικός έλεγχος µε κανονική προσέγγιση
Για T ∼ B(n, p0), η στατιστική Z µε διόρθωση συνέχειας είναι :

Z =


T−0.5−np0√
np0(1−p0)

, T > np0

T+0.5−np0√
np0(1−p0)

, T ≤ np0

∆ίπλευρος έλεγχος:

ϕ(z
˜
) =

{
1, |Z| > za/2

0, διαφορετικά
, p-τιµή =


2Φ

(
τ + 0.5− np0√
np0(1− p0)

)
, τ ≤ np0

2

[
1− Φ

(
τ − 0.5− np0√
np0(1− p0)

)]
, τ > np0

Μονόπλευροι έλεγχοι :

p-τιµή(Β) = Φ

(
τ − 0.5− np0√
np0(1− p0)

)
, p-τιµή(Γ) = Φ

(
τ + 0.5− np0√
np0(1− p0)

)
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Παράδειγµα 3

Σύµφωνα µε τον απλό νόµο της κληρονοµικότητας του Mendel, η
διασταύρωση µεταξύ ϕυτών δύο συγκεκριµένων γενοτύπων, ενδέχεται να
οδηγήσει σε απογόνους, οι οποίοι σε ποσοστό 25% είναι νάνοι και σε
ποσοστό 75% είναι κανονικοί. Σε ένα πείραµα, για να προσδιοριστεί κατά
πόσο η υπόθεση του απλού νόµου του Mendel είναι εύλογη σε µία
συγκεκριµένη περίπτωση, µία διασταύρωση οδήγησε σε απογόνους ϕυτά
από τα οποία τα 243 ήταν νάνοι και τα 682 ήταν κανονικά. Πώς ϑα
ερµηνεύατε τα αποτελέσµατα του πειράµατος αυτού σε επίπεδο
σηµαντικότητας ίσο µε a = 0.05· Υπολογίστε την p-τιµή του παραπάνω
ελέγχου.
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H0 : p = 0.25, H1 : p ̸= 0.25

Κανονική προσέγγιση µε διόρθωση συνέχειας: Επειδή
τ = 243 > np0 = 925 · 0.25 = 231.25, ορίζουµε

Z =
T − 0.5− np0√

np0(1− p0)
.

Υπολογισµός:

z =
243− 0.5− 231.25√

925 · 0.25 · 0.75
= 0.8542

Απόφαση:

|z| = 0.8542 < z0.025 = 1.96 ⇒ ∆εν απορρίπτουµε την H0

∆ηλαδή, δεν υπάρχουν σαφείς ενδείξεις να αµφισβητήσουµε τον απλό
νόµο της κληρονοµικότητας του Mendel.

p-τιµή:

p-τιµή = 2

(
1− Φ

(243− 0.5− 231.25√
925 · 0.25 · 0.75

))
= 2(1− Φ(0.8542)) ≈ 0.392
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∆ιωνυµικός έλεγχος για ποσοστιαία σηµεία συνεχούς
κατανοµής
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Προβλήµατα ελέγχου ποσοστιαίων σηµείων

΄Εστω X1, . . . , Xn τυχαίο δείγµα από κατανοµή µε α.σ.κ. FX και x∗

γνωστή τιµή.

Προβλήµατα ελέγχου ποσοστιαίων σηµείων :

(Α) H0 : xp∗ = x∗, H1 : xp∗ ̸= x∗

(Β) H0 : xp∗ ≤ x∗, H1 : xp∗ > x∗

(Γ) H0 : xp∗ ≥ x∗, H1 : xp∗ < x∗

΄Οπου xp∗ είναι το p∗-ποσοστιαίο σηµείο της κατανοµής FX .
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Συνεχής περίπτωση

΄Οταν X ∼ FX είναι συνεχής, P (X = xp) = 0, και :

P (X > xp) = p.

Ορίζουµε τ.µ.:

Yi =

{
1, Xi > x∗

0, Xi ≤ x∗
, i = 1, . . . , n

Τότε Yi ∼ B(1, p) µε p = P (Xi > x∗).
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∆ιπλευροί και µονόπλευροι έλεγχοι
∆ίπλευρο πρόβληµα (Α΄):

H0 : p = p0, H1 : p ̸= p0

Στατιστική συνάρτηση:

T =

n∑
i=1

Yi = #{Xi > x∗}

Περιοχή απόρριψης:

ϕ(x) =

{
1, T ≤ c1 ή T > c2

0, διαφορετικά

P (T ≤ c1|p = p0) ≃ a/2, P (T ≤ c2|p = p0) ≃ 1− a/2

και p-τιµή =
∑

k∈K
(
n
k

)
pk0(1− p0)

n−k όπου
K = {k : P (T = k|p = p0) ≤ P (T = τ |p = p0)}.
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Μονόπλευροι έλεγχοι (Β΄) και (Γ΄)

Πρόβληµα (Β΄): H0 : p ≤ p0, H1 : p > p0 Κρίσιµη περιοχή: T > c, c από
P (T ≤ c|p = p0) = 1− a p-τιµή: p-τιµή = P (T ≥ τ |p = p0)

Πρόβληµα (Γ΄): H0 : p ≥ p0, H1 : p < p0 Κρίσιµη περιοχή: T ≤ c, c από
P (T ≤ c|p = p0) = a p-τιµή: p-τιµή = P (T ≤ τ |p = p0)

΄Ολοι οι έλεγχοι ϐασίζονται στο πλήθος των Xi που υπερβαίνουν x∗,
δηλαδή T =

∑
Yi.
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Παράδειγµα 4

Μια µελέτη, που έγινε πριν από 10 χρόνια, αναφέρει ότι το 40% του
ενεργού πληθυσµού εργαζόταν τουλάχιστον 9 ώρες ηµερησίως. Σε ένα
τωρινό τυχαίο δείγµα ενηλίκων αναφέρονται οι µέσοι χρόνοι εργασίας την
ηµέρα ως ακολούθως:

8.2 , 9.3 , 6.6 , 7.4 , 8.8 , 5.2 , 9.1 , 6.8, 9.5, 4.4, 9, 6.2.

Χρησιµοποιήστε τον έλεγχο ποσοστιαίων σηµείων για να ελέγξετε, σε ε.σ.
µικρότερο του 2%, αν σήµερα το 40% του ενεργού πληθυσµού εργάζεται
όπως και 10 χρόνια πριν ή λιγότερο.
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Λύση

Πρόβληµα: Ορίζουµε την τ.µ. X ως τις ηµερήσιες ώρες εργασίας ενός
ενήλικα. ΄Εστω x0.40 το 40% ποσοστιαίο σηµείο της κατανοµής της X.
Θέλουµε να ελέγξουµε αν οι ενήλικες σήµερα εργάζονται όπως και 10
χρόνια πριν :

H0 : x0.40 ≥ 9, H1 : x0.40 < 9

∆είγµα: n = 12 παρατηρήσεις.
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Μετατροπή σε διωνυµικό πρόβληµα

Ορίζουµε τ.µ.:

Yi =

{
1, Xi > 9

0, Xi ≤ 9
, i = 1, . . . , 12

Τότε Yi ∼ B(1, p) µε p = P (Xi > 9).
Το αντίστοιχο διωνυµικό πρόβληµα:

H0 : p ≥ 0.40, H1 : p < 0.40

Στατιστική συνάρτηση:

T =
12∑
i=1

Yi = #{Xi > 9}
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Υπολογισµός κρίσιµης τιµής και απόφασης

Από τα δεδοµένα: τ = 3.
Η σταθερά c καθορίζεται από:

P (T ≤ c | p = 0.4) = a

Υπό H0, T ∼ B(12, 0.4). Από τον Πίνακα:
P (T ≤ 1) = 0.0196 ≈ a = 0.02 =⇒ c = 1

Απόφαση:
τ = 3 > 1 = c =⇒ ∆εν απορρίπτουµε H0

Συµπέρασµα: ∆εν υπάρχουν σαφείς ενδείξεις για να απορριφθεί η
υπόθεση ότι το 40% του ενεργού πληθυσµού εργάζεται όπως και πριν 10
χρόνια.
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Προσηµικός έλεγχος (Sign Test)

Μπορεί να ελέγξει :
▶ Αν η διάµεσος της διαφοράς X − Y είναι µηδέν (για Ϲεύγη ποσοτικών

µεταβλητών).
▶ Αν η διάµεσος ενός πληθυσµού διαφέρει από µια καθορισµένη τιµή

(µε ϐάση ένα τυχαίο δείγµα απο τον πληθυσµό).

Λιγότερες υποθέσεις για τις κατανοµές σηµαίνει γενική
εφαρµοσιµότητα, αλλά µικρότερη στατιστική ισχύ.
Εναλλακτικά, για αριθµητικά δεδοµένα, το paired t-test ή το
Wilcoxon signed-rank test έχουν µεγαλύτερη ισχύ, αλλά απαιτούν
αυστηρότερες υποθέσεις.
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Προβλήµατα ενδιαφέροντος

Τα κύρια προβλήµατα για τον έλεγχο της διάµεσου m είναι :

(Α) H0 : m = m0, H1 : m ̸= m0

(Β) H0 : m ⩽ m0, H1 : m > m0

(Γ) H0 : m ⩾ m0, H1 : m < m0

Ορίζουµε τυχαίες µεταβλητές :

Zi =

{
1, Xi > m0 (+)

0, Xi < m0 (−)
, i = 1, . . . , n

Τότε Z1, . . . , Zn ∼ B(1, p) µε p = P (Xi > m0).
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Ο αριθµός των ϑετικών διαφορών:

T =

n∑
i=1

Zi

Υπό H0 : m = m0:

P (X > m0) = P (X < m0) = 0.5 ⇒ T ∼ B(n, 0.5)

΄Αρα, η κατανοµή της T είναι γνωστή και ανεξάρτητη της άγνωστης
παραµέτρου m.
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Μετατροπή σε προβλήµατα διωνυµικού ελέγχου

Ανάλογα µε το πρόβληµα αρχικά:

(Α) H0 : p = 0.5, H1 : p ̸= 0.5

(Β) H0 : p ≤ 0.5, H1 : p > 0.5

(Γ) H0 : p ≥ 0.5, H1 : p < 0.5

Η στατιστική T µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τους ελέγχους αυτούς.
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΄Ελεγχος µεγέθους a για πρόβληµα (Α)

Ο έλεγχος δίπλευρου προβλήµατος :

ϕ(x) =

{
1, T ≤ c1 ή T > c2

0, διαφορετικά

Οι σταθερές c1 και c2 υπολογίζονται από:

P (T ≤ c1 | p = 0.5) = a1 ≃ a/2, P (T ≤ c2 | p = 0.5) = 1−a2 ≃ 1−a/2

p-τιµή:

p-τιµή =

{
2P (T ≤ τ | p = 0.5), τ ≤ n/2

2P (T ≥ τ | p = 0.5), τ > n/2
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΄Ελεγχος µεγέθους a για προβλήµατα (Β) και (Γ)

Πρόβληµα (Β): µονόπλευρο δεξιά

ϕ(x) =

{
1, T > c

0, διαφορετικά
, P (T ≤ c | p = 0.5) = 1− a

p-τιµή: P (T ≥ τ | p = 0.5)
Πρόβληµα (Γ): µονόπλευρο αριστερά

ϕ(x) =

{
1, T ≤ c

0, διαφορετικά
, P (T ≤ c | p = 0.5) = a

p-τιµή: P (T ≤ τ | p = 0.5)
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∆ιόρθωση συνέχειας

Χρησιµοποιώντας τη διόρθωση συνέχειας, η στατιστική συνάρτηση είναι :

Z =


T − 0.5− 0.5n√

0.25n
, T > n/2

T + 0.5− 0.5n√
0.25n

, T < n/2

T = αριθµός ϑετικών διαφορών
n = πλήθος παρατηρήσεων
∆ιωνυµικό πρόβληµα B(n, 0.5) προσεγγίζεται µε κανονική
κατανοµή.
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∆ίπλευρο πρόβληµα (Α) - ΄Ελεγχος µεγέθους a

H0 : p = 0.5, H1 : p ̸= 0.5

΄Ελεγχος :

ϕ(z) =

{
1, |Z| > za/2

0, διαφορετικά

p-τιµή:

p-τιµή =


2Φ
(τ + 0.5− 0.5n√

0.25n

)
, τ ≤ n/2

2
[
1− Φ

(τ − 0.5− 0.5n√
0.25n

)]
, τ > n/2
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Μονόπλευρο πρόβληµα (Β) - ∆εξιά ουρά

H0 : p ≤ 0.5, H1 : p > 0.5

΄Ελεγχος :

ϕ(z) =

{
1, Z > za

0, διαφορετικά

p-τιµή:

p-τιµή = Φ
(τ − 0.5− 0.5n√

0.25n

)
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Μονόπλευρο πρόβληµα (Γ) - Αριστερή ουρά

H0 : p ≥ 0.5, H1 : p < 0.5

΄Ελεγχος :

ϕ(z) =

{
1, Z < −za

0, διαφορετικά

p-τιµή:

p-τιµή = Φ
(τ + 0.5− 0.5n√

0.25n

)
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Παράδειγµα 5

Στον πίνακα που ακολουθεί καταγράφεται ο αριθµός των σελίδων 24
τυχαία επιλεγµένων ϐιβλίων από µία ϐιβλιοθήκη ενός Τµήµατος
Μαθηµατικών. Αφού κάνετε τις κατάλληλες υποθέσεις, να ελέγξετε, σε
ε.σ. 5%, την υπόθεση ότι ο µέσος αριθµός των σελίδων είναι ίσος µε 220
σελίδες χρησιµοποιώντας

α) τον ακριβή τρόπο ελέγχου του προσηµικού τεστ,
ϐ) τον προσεγγιστικό τρόπο ελέγχου µε την κατάλληλη διόρθωση

συνέχειας.
153 166 181 192 244 248 258 264 296 305 305 312 330
340 356 361 395 427 433 467 544 551 625 783.
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Υπόθεση για τη διάµεσο

΄Εχουµε ένα τυχαίο δείγµα

X1, . . . , X24

από πληθυσµό µε συνεχή αθροιστική συνάρτηση κατανοµής FX .
Θέτουµε τη µηδενική υπόθεση:

H0 : m = 220 και H1 : m ̸= 220

Υποθέτουµε ότι τα δεδοµένα προέρχονται από συµµετρικό πληθυσµό.
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Στατιστική συνάρτηση T - Προσηµικό τεστ

Ορίζουµε τη στατιστική T ως τον αριθµό των ϑετικών διαφορών:

T = #{Xi − 220 > 0}, i = 1, . . . , 24

Παρατηρήσεις :
4 παρατηρήσεις µικρότερες από 220: 153, 166, 181, 192
20 παρατηρήσεις µεγαλύτερες από 220

Υπό H0, T ∼ B(n = 24, p = 0.5).
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Κριτήριο απόρριψης

Η µηδενική υπόθεση απορρίπτεται για :

T ≤ c ή T ≥ n− c

Με χρήση R:

pbinom(6, 24, 0.5) = 0.0113 ≤ 0.025 =⇒ c = 6

΄Αρα:
n− c = 24− 6 = 18

Παρατηρούµε ότι τ = 20 > n− c = 18 =⇒ απορρίπτουµε H0 σε
επίπεδο 5%.
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Ακριβές επίπεδο σηµαντικότητας

Το ακριβές επίπεδο ελέγχου:

a = P (T ≤ 6) + P (T ≥ 18) = 2P (T ≤ 6) = 2 · 0.011 ≈ 0.022

p-τιµή υπολογίζεται ως :

p-τιµή = 2P (T ≥ 20 | p = 0.5) = 2(1− P (T ≤ 19 | p = 0.5)) ≈ 0.0015
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Κανονική πρόσεγγιση µε διόρθωση συνέχειας

Χρησιµοποιώντας τη διόρθωση συνέχειας :

Z =
T − 0.5− 0.5n√

0.25n
∼ N (0, 1) υπό H0

Για T = 20 και n = 24:

z =
20− 0.5− 0.5 · 24√

0.25 · 24
=

7.5√
6
= 3.06

Κριτήριο απόρριψης:
|Z| ≥ z0.025 = 1.96

Συµπέρασµα: H0 απορρίπτεται.

Π. Παπασταµούλης Μη Παραµετρική Στατιστική 2026 57 / 68



Ο Προσηµικός ΄Ελεγχος για Ζεύγη Παρατηρήσεων
Συχνά, ο προσηµικός έλεγχος χρησιµοποιείται όταν διαθέτουµε Ϲεύγη
παρατηρήσεων

(X1, Y1), (X2, Y2), . . . , (Xn, Yn)

και ϑέλουµε να διαπιστώσουµε αν :
Το πλήθος των περιπτώσεων όπου Xi > Yi είναι ίσο, µεγαλύτερο ή
µικρότερο από
Το πλήθος των περιπτώσεων όπου Yi > Xi

Παράδειγµα: Ενδιαφερόµαστε να ελέγξουµε αν για κάθε i = 1, 2, . . . , n:

Xi > Yi ή Xi < Yi

Σηµείωση: Αυτό µπορεί να εκφραστεί ως έλεγχος υποθέσεων:

H0 : P (X ≤ x) ≥ P (Y ≤ x) για όλα τα x ∈ R

H1 : P (X ≤ x) < P (Y ≤ x) για τουλάχιστον ένα x ∈ R
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Ζεύγη τυχαίων παρατηρήσεων

Θεωρούµε τυχαίο δείγµα (X1, Y1), . . . , (Xk, Yk) από διδιάστατο
πληθυσµό (X,Y ).
Τα Xi, Yi είναι συνήθως εξαρτηµένες τ.µ.
Αν είναι ανεξάρτητες, προτιµάται ο έλεγχος Mann-Whitney λόγω
µεγαλύτερης ισχύος.
Η µέθοδος ϐασίζεται στο πρόσηµο της διαφοράς Xi − Yi:

▶ Xi − Yi > 0 =⇒ +
▶ Xi − Yi < 0 =⇒ −
▶ Xi − Yi = 0 =⇒ εξαιρείται από το δείγµα

Το νέο µέγεθος δείγµατος : n ≤ k.
Αρκεί οι τιµές να είναι διατάξιµες (ordinal).
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Προβλήµατα ελέγχου για Ϲευγαρωτά δείγµατα

(Α) H0 : E(X) = E(Y ), H1 : E(X) ̸= E(Y )

(Β) H0 : E(X) ≤ E(Y ), H1 : E(X) > E(Y )

(Γ) H0 : E(X) ≥ E(Y ), H1 : E(X) < E(Y )
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Αρχική µορφή ελέγχων

Για κάθε Ϲεύγος (Xi, Yi):

(Α) H0 : P (Xi < Yi) = P (Xi > Yi), H1 : P (Xi < Yi) ̸= P (Xi > Yi)

(Β) H0 : P (Xi < Yi) ≤ P (Xi > Yi), H1 : P (Xi < Yi) > P (Xi > Yi)

(Γ) H0 : P (Xi < Yi) ≥ P (Xi > Yi), H1 : P (Xi < Yi) < P (Xi > Yi)

Ισχύει για τουλάχιστον ένα i.
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Παράδειγµα 6

Μερικοί ερευνητές ισχυρίζονται ότι η ευπάθεια στην ύπνωση µπορεί να
ϐελτιωθεί µέσω της εκπαίδευσης. Για να ερευνήσουµε αυτόν τον
ισχυρισµό, µετρήσαµε για έξι άτοµα και σε κλίµακα 1-20 την αρχική
ευπάθεια στην ύπνωση και, κατόπιν, εκπαιδεύσαµε τα ίδια άτοµα για 4
εβδοµάδες. Μετά από την περίοδο εκπαίδευσης, κάθε άτοµο µετρήθηκε
ξεχωριστά και στην ίδια κλίµακα. Στις παρακάτω µετρήσεις, µεγαλύτεροι
αριθµοί αναπαριστούν µεγαλύτερη ευπάθεια στην ύπνωση. ∆ιεξάγοντας
έναν έλεγχο προσήµου (sign test) πιστεύετε ότι αυτά τα δεδοµένα
επιβεβαιώνουν τον παραπάνω ισχυρισµό ;

΄Ατοµο 1 2 3 4 5 6
Πριν 10 16 7 4 7 2
Μετά 18 19 11 3 5 3

Ο έλεγχος να γίνει µε χρήση κατάλληλης κρίσιµης περιοχής, για ε.σ.
10%, αλλά και µε χρήση της p-τιµής του παραπάνω ελέγχου.
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Πρόβληµα

Θεωρούµε δύο τυχαίες µεταβλητές :
X: ευπάθεια στην ύπνωση πριν την εκπαίδευση
Y : ευπάθεια στην ύπνωση µετά την εκπαίδευση

Στόχος : Να εξετάσουµε αν η ευπάθεια στην ύπνωση ϐελτιώνεται,
δηλαδή αν οι τιµές µετά την εκπαίδευση είναι µικρότερες.

Π. Παπασταµούλης Μη Παραµετρική Στατιστική 2026 63 / 68



Ορισµός µεταβλητών για τον έλεγχο

Ορίζουµε :

Zi =

{
1, αν Xi > Yi (+)

0, αν Xi < Yi (−)
, i = 1, . . . , 6

Z1, . . . , Z6 ∼ B(1, p) µε πιθανότητα επιτυχίας p = P (Xi > Yi)

Στατιστική συνάρτηση: T =
∑6

i=1 Zi
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Μορφή ελέγχου

H0 : p ⩽ 0.5, H1 : p > 0.5

- Αν απορρίψουµε την H0, η ευπάθεια στην ύπνωση ϐελτιώνεται. -
Κρίσιµη περιοχή:

K : T > c, c από P (T ≤ c | p = 0.5) ≈ 1− a
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Υπολογισµός κρίσιµης περιοχής

∆είγµα: τ = 2

∆ιωνυµική κατανοµή: T ∼ B(6, 0.5)

Από τον πίνακα: P (T ≤ 4) = 0.8906 ≈ 0.90 ⇒ c = 4

Ακριβές µέγεθος ελέγχου: a = 0.1094

Συµπέρασµα: τ = 2 < c = 4 ⇒ δεν απορρίπτουµε την H0.
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Υπολογισµός p-τιµής

Η p-τιµή δίνεται από:

p-τιµή = P (T ≥ 2 | p = 0.5) = 1− P (T ≤ 1 | p = 0.5)

= 1− 0.1094 = 0.8906

Συµπέρασµα: ∆εν υπάρχουν ισχυρές ενδείξεις για ϐελτίωση της
ευπάθειας στην ύπνωση σε επίπεδο σηµαντικότητας 10%.
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Παραλλαγές του Προσηµικού ελέγχου

Ο προσηµικός έλεγχος µπορεί να προσαρµοστεί κατάλληλα και να
εφαρµοστεί στις εξής περιπτώσεις :

΄Ελεγχος διαφοράς σε συσχετισµένα ποσοστά (McNemar)
΄Ελεγχος ύπαρξης τάσης (Cox-Stuart)
΄Ελεγχος συσχετίσεων (Cox-Stuart)

∆ες Κεφάλαιο 5: Μπατσίδης, Παπασταµούλης, Πετρόπουλος και
Ρακιτζής (2022). Μη Παραµετρική Στατιστική.
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