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΄Ασκηση

΄Εστω X1, . . . , Xn ανεξάρτητες και ισόνοµες τ.µ. από κατανοµή F .
Να δειχτεί ότι

Cov(F̂n(x), F̂n(y)) =
1

n
[F (min(x, y))− F (x)F (y)]

για δύο διακριτά σηµεία x και y (x ̸= y).
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Πρόβληµα

Θεωρήστε τυχαίο δείγµα µεγέθους n απο εκθετική κατανοµή E(1)
Ενδιαφερόµαστε για την εκτίµηση του συναρτησιακού

√
F (0.5),

όπου F (x) η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής1

Θεωρούµε τον εκτιµητή √
F̂n(0.5)

Σκοπός : εύρεση ασυµπτωτικής κατανοµής

1χωρίς να έχουµε γνώση της F
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Μελέτη προσοµοίωσης
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Πρόβληµα

Θεωρήστε τυχαίο δείγµα µεγέθους n απο κανονική κατανοµή
N (0, 1)

Ενδιαφερόµαστε για την εκτίµηση του συναρτησιακού
√
F (−2),

όπου F (x) η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής2

Θεωρούµε τον εκτιµητή √
F̂n(−2)

Σκοπός : εύρεση ασυµπτωτικής κατανοµής

2χωρίς να έχουµε γνώση της F
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Μελέτη προσοµοίωσης
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Πρόβληµα

Θεωρήστε τυχαίο δείγµα µεγέθους n απο κανονική κατανοµή t1

Ενδιαφερόµαστε για την εκτίµηση του συναρτησιακού
√
F (−50),

όπου F (x) η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής3

Θεωρούµε τον εκτιµητή √
F̂n(−50)

Σκοπός : εύρεση ασυµπτωτικής κατανοµής

3χωρίς να έχουµε γνώση της F
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Μελέτη προσοµοίωσης
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Συνάρτηση επιρροής

΄Εστω X1, . . . , Xn τυχαίο δείγµα n παρατηρήσεων από κατανοµή F και
F̂n(x) η εµπειρική συνάρτηση κατανοµής. Για δεδοµένο x, να δείξετε ότι

η ασυµπτωτική κατανοµή του συναρτησιακού
√
F̂n(x) είναι√

F̂n(x) → N
(√

F (x),
1− F (x)

4n

)
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Εισαγωγή

Ο έλεγχος του Kolmogorov (1933) για ένα δείγµα επεκτάθηκε από τον
Smirnov (1939) για δύο δείγµατα.

Στόχος: Σύγκριση δύο κατανοµών ϐάσει ανεξάρτητων δειγµάτων.

∆είγµα X1, . . . , Xn ∼ FX

∆είγµα Y1, . . . , Ym ∼ GY

Τα δείγµατα είναι ανεξάρτητα
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Υπόθεση Ελέγχου

Θέλουµε να ελέγξουµε :

H0 : FX(x) = GY (x), ∀x ∈ R

H1 : FX(x) ̸= GY (x), για κάποιο x ∈ R

Ιδέα: Σύγκριση των εµπειρικών συναρτήσεων κατανοµής.
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Εµπειρικές Συναρτήσεις

Ορίζουµε :
F̂n(x): εµπειρική CDF του δείγµατος X

Ĝm(x): εµπειρική CDF του δείγµατος Y

Η στατιστική συνάρτηση ϐασίζεται στη µέγιστη απόσταση µεταξύ τους.
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Στατιστική Kolmogorov–Smirnov

Η στατιστική συνάρτηση ορίζεται ως :

Dn,m = sup
x∈R

|F̂n(x)− Ĝm(x)|

Ισοδύναµα:

Dn,m = max
1≤i≤n+m

|F̂n(Zi)− Ĝm(Zi)|

όπου Z1, . . . , Zn+m είναι το διατεταγµένο ενωµένο δείγµα.
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Ανάλυση της Στατιστικής

Η στατιστική γράφεται ως :

Dn,m = max{D+
n,m, D−

n,m}

όπου:

D+
n,m = sup

x

(
Fn(x)−Gm(x)

)
D−

n,m = sup
x

(
Gm(x)− Fn(x)

)
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Θεώρηµα
΄Εστω X1, X2, . . . , Xn ένα τυχαίο δείγµα από έναν πληθυσµό µε άγνωστη

αθροιστική συνάρτηση κατανοµής FX(·) και Y1, Y2, . . . , Yn ένα τυχαίο

δείγµα από έναν πληθυσµό µε άγνωστη αθροιστική συνάρτηση κατανοµής

GY (·). Υποθέτουµε ότι τα δύο δείγµατα είναι ανεξάρτητα. ΄Εστω,

επιπρόσθετα, Fn (·) και Gn (·) οι αντίστοιχες εµπειρικές αθροιστικές

συναρτήσεις κατανοµής αυτών των πληθυσµών. Η κατανοµή, υπό τη

µηδενική υπόθεση H0 : FX(x) = GY (x), ∀x ∈ R, των στατιστικών

συναρτήσεων D+
n,n = sup

x
[Fn(x)−Gn(x)] και

D−
n,n = sup

x∈R
(Gn(x)− Fn(x)) δίνεται από τη σχέση :

P
(
D+

n,n > d
)
= P

(
D−

n,n > d
)
=

(
2n

[n(d+ 1)]

)
(

2n
n

) ,

όπου µε [n(d+ 1)] συµβολίζουµε τον µεγαλύτερο ακέραιο που είναι

µικρότερος ή ίσος από n(d+ 1).
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Θεώρηµα
΄Εστω ότι X1, X2, . . . , Xn, ένα τυχαίο δείγµα από έναν πληθυσµό µε

άγνωστη αθροιστική συνάρτηση κατανοµής FX(·) και Y1, Y2, . . . , Ym, ένα

τυχαίο δείγµα από έναν πληθυσµό µε άγνωστη αθροιστική συνάρτηση

κατανοµής GY (·). Υποθέτουµε ότι τα δύο δείγµατα είναι ανεξάρτητα.

΄Εστω, επιπρόσθετα, Fn (·) και Gm (·) οι αντίστοιχες εµπειρικές

αθροιστικές συναρτήσεις κατανοµής αυτών. ΄Οταν n και m είναι τέτοια,

ώστε m, n → ∞,
m
n → q, µε q σταθερό ϑετικό αριθµό, τότε, υπό τη

µηδενική υπόθεση H0 : FX(x) = GY (x), ∀x ∈ R, ισχύει ότι :

P

(√
mn

m+ n
Dn,m ⩽ d

)
≈ 1− 2

∞∑
j=1

e−2j2d2 .
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΄Ασκηση 1

΄Εστω δύο ανεξάρτητα τυχαία δείγµατα

x = (0.83, 3.57, 3.46, 2.05, 3.89, 2.54, 2.29, 1.15, 0.68, 0.84)

και
y = (1.16, 1.45, 0.61, 2.67, 2.32, 2.84, 2.61, 1.59, 3.86, 3.12)

Να ελεγχθεί σε επίπεδο σηµαντικότητας α = 5% η υπόθεση ισότητας των
κατανοµών.
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Εµπειρικές συναρτήσεις κατανοµής και στατιστική
συνάρτηση Kolmogorov-Smirnov
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Εµπειρικές συναρτήσεις κατανοµής και στατιστική
συνάρτηση Kolmogorov-Smirnov
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Εµπειρικές συναρτήσεις κατανοµής και στατιστική
συνάρτηση Kolmogorov-Smirnov
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Αναλυτικά: Dn,m = 0.3

i zi F̂n(zi) Ĝm(zi) |F̂n(zi) − Ĝm(zi)|

1 0.61 0.00 0.10 0.10
2 0.68 0.10 0.10 0.00
3 0.83 0.20 0.10 0.10
4 0.84 0.30 0.10 0.20
5 1.15 0.40 0.10 0.30

6 1.16 0.40 0.20 0.20
7 1.45 0.40 0.30 0.10
8 1.59 0.40 0.40 0.00
9 2.05 0.50 0.40 0.10

10 2.29 0.60 0.40 0.20
11 2.32 0.60 0.50 0.10
12 2.54 0.70 0.50 0.20
13 2.61 0.70 0.60 0.10
14 2.67 0.70 0.70 0.00
15 2.84 0.70 0.80 0.10
16 3.12 0.70 0.90 0.20
17 3.46 0.80 0.90 0.10
18 3.57 0.90 0.90 0.00
19 3.86 0.90 1.00 0.10
20 3.89 1.00 1.00 0.00
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Με χρήση R

ks.test(x,y)

Exact two-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: x and y
D = 0.3, p-value = 0.7869
alternative hypothesis: two-sided

∆εν απορρίπτουµε την υπόθεση ισότητας των κατανοµών.
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Με χρήση R

ks.test(x,y)

Exact two-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: x and y
D = 0.3, p-value = 0.7869
alternative hypothesis: two-sided

∆εν απορρίπτουµε την υπόθεση ισότητας των κατανοµών.
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΄Ασκηση 2

΄Εστω δύο ανεξάρτητα τυχαία δείγµατα

x = (0.83, 3.57, 3.46, 2.05, 3.89, 2.54, 2.29, 1.15, 0.68, 0.84, 1.16, 1.45)

και
y = (1.88, 0.65, 0.34, 0.59, 2.36, 0.64, 0.29, 0.57)

Να ελεγχθεί σε επίπεδο σηµαντικότητας α = 5% η υπόθεση ισότητας των
κατανοµών.
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Εµπειρικές συναρτήσεις κατανοµής και στατιστική
συνάρτηση Kolmogorov-Smirnov
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Εµπειρικές συναρτήσεις κατανοµής και στατιστική
συνάρτηση Kolmogorov-Smirnov
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Εµπειρικές συναρτήσεις κατανοµής και στατιστική
συνάρτηση Kolmogorov-Smirnov
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Αναλυτικά: Dn,m = 0.75

i zi F̂n(zi) Ĝm(zi) |F̂n(zi) − Ĝm(zi)|

1 0.29 0.00 0.12 0.12
2 0.34 0.00 0.25 0.25
3 0.57 0.00 0.38 0.38
4 0.59 0.00 0.50 0.50
5 0.64 0.00 0.62 0.62
6 0.65 0.00 0.75 0.75

7 0.68 0.08 0.75 0.67
8 0.83 0.17 0.75 0.58
9 0.84 0.25 0.75 0.50

10 1.15 0.33 0.75 0.42
11 1.16 0.42 0.75 0.33
12 1.45 0.50 0.75 0.25
13 1.88 0.50 0.88 0.38
14 2.05 0.58 0.88 0.29
15 2.29 0.67 0.88 0.21
16 2.36 0.67 1.00 0.33
17 2.54 0.75 1.00 0.25
18 3.46 0.83 1.00 0.17
19 3.57 0.92 1.00 0.08
20 3.89 1.00 1.00 0.00
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Με χρήση R

ks.test(x,y)

Exact two-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: x and y
D = 0.75, p-value = 0.004763
alternative hypothesis: two-sided

Απορρίπτουµε την υπόθεση ισότητας των κατανοµών.
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Με χρήση R

ks.test(x,y)

Exact two-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: x and y
D = 0.75, p-value = 0.004763
alternative hypothesis: two-sided

Απορρίπτουµε την υπόθεση ισότητας των κατανοµών.
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Bootstrap version

Πώς ϑα µπορούσαµε να απαντήσουµε το παραπάνω µέ χρήση
bootstrap;
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΄Ασκηση 1: Bootstrap δείγµατα (υπό την H0)
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Bootstrap στα δεδοµένα της ΄Ασκησης 1
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Εκτιµηθέν p-value = 0.7012
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΄Ασκηση 2: Bootstrap δείγµατα (υπό την H0)
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Bootstrap στα δεδοµένα της ΄Ασκησης 2

Histogram of ks_values

ks_values

F
re

qu
en

cy

0.2 0.4 0.6 0.8

0
50

0
10

00
15

00
20

00
25

00

Εκτιµηθέν p-value = 0.0037
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