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΄Ασκηση 1 (bootstrap στο γραµµικό µοντέλο). Τα δεδοµένα του Πίνακα 1 περιέχουν n = 14
µετρήσεις του ποσοστού επιβίωσης αρουραίων (surv) αφού εκτέθηκαν σε διάφορα επίπεδα
ϱαδιενέργειας (dose).

1. Υπολογίστε τις εκτιµήσεις ελαχίστων τετραγώνων για τις παραµέτρους του απλού
γραµµικού µοντέλου

log(surv) = β0 + β1 × dose

και εξετάστε αν ισχύει η υπόθεση κανονικότητας των σφαλµάτων.

2. Προσοµοιώστε B = 10000 bootstrap τιµές των (β̂0, β̂1) και κατασκευάστε το διά-
γραµµα διασποράς και τα ιστογράµµατα των προσοµοιωµένων τιµών.

3. Να κατασκευαστούν 95% bootstrap διαστηµατα εµπιστοσύνης (κανονικά, ϐασικά και
ποσοστιαιών σηµείων) για το β1.

4. Απαντήστε στα 2 προηγούµενα ερωτήµατα κάνοντας χρήση του πακέτου boot.

5. Σε επίπεδο σηµαντικότητας α = 5% η πιθανότητα επιβίωσης εξαρτάται από την δόση ;

dose surv

1 117.5 44.000
2 117.5 55.000
3 235.0 16.000
4 235.0 13.000
5 470.0 4.000
6 470.0 1.960
7 470.0 6.120
8 705.0 0.500
9 705.0 0.320

10 940.0 0.110
11 940.0 0.015
12 940.0 0.019
13 1410.0 0.700
14 1410.0 0.006

Πίνακας 1: ∆εδοµένα από: Efron, B. (1988). Computer-intensive methods in statistical
regression. SIAM Review, 30, 421-449. ∆ιατίθενται στο boot (πακέτο της R).

΄Ασκηση 2 (bootstrap για έλεγχο µέσου). ΄Εστω

x = (−0.89,−0.47, 0.05, 0.155, 0.279, 0.775, 1.0016, 1.23, 1.89, 1.96)

τυχαίο δείγµα 10 τιµών. Εκτιµήστε το p-value του ελέγχου υπόθεσης

H0 : µ = 1 έναντι H1 : µ ̸= 1

χρησιµοποιώντας bootstrap, όπου µ η µέση τιµή του πληθυσµού.
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΄Ασκηση 3 (bootstrap classification tree). Θεωρήστε τα δεδοµένα ιταλικών κρασιών που
είναι διαθέσιµα στο πακέτο pgmm:

library(’pgmm’)
data(wine)
# this is just to get rid of weird characters in column names
cNames <- colnames(wine)
nCols <- length(cNames)
cNames <- gsub(’-’,’.’, cNames)
cNames <- gsub(’ ’,’.’, cNames)
cNames <- gsub(’/’,’.’, cNames)
cNames <- gsub("ˆ([0-9])", "X\\1", cNames)
colnames(wine) <- cNames

Οι n = 178 παρατηρήσεις αποτελούνται από p = 27 µετρήσεις µεταβλητών που σχετίζο-
νται µε τη συγκέντρωση διάφορων συστατικών του εκάστοτε κρασιού. Επί πλέον, υπάρχει
και άλλη µία µεταβλητή (Type ∈ {1, 2, 3}) που δίνει την κατάταξη κάθε κρασιού σε µία
από τρεις διαφορετικές ποικιλίες :

‘1’ Barolo

‘2’ Grignolino

‘3’ Barbera.

Κατόπιν ϑεωρήστε ότι το παραπάνω σύνολο δεδοµένων χωρίζεται σε δύο τµήµατα train data
(διάστασης 120× 28) και test data (διάστασης 58× 27) ως εξής :

set.seed(1)
n <- dim(wine)[1]
ind <- sample(n, 120, replace = FALSE)
train_data <- wine[ind,]
train_data$Type <- as.factor(train_data$Type)
test_data <- wine[-ind,-1]
test_labels <- wine[-ind,1]

Το Ϲητούµενο είναι να κατασκευάσουµε έναν κανόνα ταξινόµησης µε ϐάση τα παρα-
τηρήθεντα δεδοµένα στο train dataset, µε απώτερο σκοπό την πρόβλεψη της ποικιλίας
κρασιού στο test dataset. Για τον σκοπό αυτό (α) ϑα εκτιµήσουµε ένα classification tree1

και (ϐ) ϑα εφαρµόσουµε bootstrap για να προσαρµόσουµε πολλά classification trees. Σε
κάθε περίπτωση, ϑα αξιολογούµε την ακρίβεια πρόβλεψης µε ϐάση την πραγµατική ταξι-
νόµηση του test dataset, πληροφορία η οποία δίνεται στο διάνυσµα test_labels που
ορίστηκε παραπάνω2.

1Τα δέντρα ταξινόµησης είναι µη παραµετρικοί classifiers, αλλά παρουσιάζουν ορισµένα µειονεκτήµατα.
Συχνά έχουν τάση για υπερπροσαρµογή (overfitting) και µπορεί να είναι ασταθή, καθώς µικρές αλλαγές
στα δεδοµένα µπορούν να οδηγήσουν σε διαφορετική δοµή δέντρου. Αυτό σηµαίνει ότι οι προκύπτουσες
προβλέψεις σε νέα δεδοµένα έχουν αρκετά µεγάλη διακύµανση.

2παρατηρήστε ότι αυτή η πληροφορία δεν χρησιµοποιείται από τη µέθοδο.
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1. Προσαρµόστε ένα δέντρο ταξινόµησης και κατόπιν εκτιµήστε την ακρίβεια πρόβλεψης
µε ϐάση τις εξής εντολές

library(tree)
# fit tree to training dataset (Type is response variable)
fit1 <- tree(as.factor(Type)˜., data = train_data)
# predict type of wine for the test_data
tr <- predict(fit1, newdata = test_data, type = ’class’)
# tabulate with the true classification
table(test_labels, tr)
# prediction accuracy
paste0(
round(
100*sum(diag(table(test_labels, tr)))/dim(test_data)[1],
2), ’%’)

2. Κατόπιν, να επαναλάβετε την παραπάνω διαδικασία κάνοντας bootstrap B = 1000
δέντρων. Σε κάθε bootstrap δέντρο ταξινόµησης να εκτιµήσετε την προβλεψη στο
test_dataset και κατόπιν να αναφέρετε την τελική πρόβλεψη που προκύπτει
ως η πιο πιθανή κατάταξη από τα B δέντρα3. Τι παρατηρείτε ;

3Η παραπάνω διαδικασία είναι γνωστή µε τον όρο bootstrap aggregating (bagging) (δες L. Breiman (1996):
Bagging Predictors. Machine Learning) και είναι ένα ϐασικό δοµικό συστατικό αυτού που είναι γνωστό ως
random forest (δες L. Breiman (2001): Random Forests. Machine Learning).
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