
Μη παραµετρική συµπερασµατολογία µε µεθόδους
επαναδειγµατοληψίας : το jackknife

Μη Παραµετρική Στατιστική

Παναγιώτης Παπασταµούλης
Αναπληρωτής Καθηγητής
Τµήµα Στατιστικής ΟΠΑ

papastamoulis@aueb.gr

2026

Π. Παπασταµούλης Μη Παραµετρική Στατιστική 2026 1 / 27



Μέθοδοι επαναδειγµατοληψίας

Το jackknife (Quenouille 1949, Tukey 1958) και το bootstrap
(Efron, 1979) είναι µη παραµετρικές µέθοδοι για

▶ εκτίµηση τυπικών σφαλµάτων συναρτησιακών
▶ υπολογισµό διαστηµάτων εµπιστοσύνης συναρτησιακών

Υπολογιστικά, το jackknife είναι λιγότερο απαιτητικό, αλλά το
bootstrap έχει περισσότερα πλεονεκτήµατα, πχ:

▶ εκτίµηση της δειγµατικής κατανοµής εκτιµητών συναρτησιακών
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Το Jackknife
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Το Jackknife

Η µέθοδος Jackknife προσφέρει
Εκτιµητές µε µικρότερη µεροληψία σε απόλυτη τιµή
Εύκολο υπολογισµό του τυπικού σφάλµατος του εκτιµητή

Συµβολισµοί-ορισµοί
΄Εστω Tn = T (X1, . . . , Xn) εκτιµητής µιας ποσότητας θ: Tn = θ̂n.
Η µεροληψία του εκτιµητή Tn ορίζεται ως

bias(Tn) = ETn − θ, θ ∈ Θ

Ορίζουµε ως

T (−i) = T (X1, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , Xn), i = 1, . . . , n

τον εκτιµητή που προκύπτει αν αφαιρέσουµε την i παρατήρηση στο
δείγµα µας.
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Το Jackknife

Η ϐασική ιδέα του Jackknife:
Αφαιρούµε παρατηρήσεις από το αρχικό δείγµα και εκτιµούµε ξανά
την παράµετρο που µας ενδιαφέρει.
Αυτό παρέχει πληροφορία για τη µεταβλητότητα του εκτιµητή.
Εποµένως αν αφαιρούµε κάθε ϕορά από µία παρατήρηση και
εξετάζοντας πόσο αλλάζουν οι τιµές του εκτιµητή παίρνουµε µια
εικόνα για τη διασπορά του εκτιµητή.
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Ορισµός (Εκτιµητής Jackknife)
Ο εκτιµητής Jackknife ορίζεται ως

Tjack := Tn − bjack (1)

όπου µε bjack ορίζουµε την jackknife εκτίµηση της µεροληψίας

bjack := (n− 1)
(
Tn − Tn

)
(2)

και

Tn =
1

n

n∑
i=1

T (−i). (3)

Εναλλακτικές εκφράσεις :
Tjack = nTn − (n− 1)Tn.

Tjack =
1

n

∑n
i=1 T̃i, όπου οι ψευδοτιµές T̃i ορίζονται ως

T̃i := nTn − (n− 1)T (−i), i = 1, . . . , n.
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Παράδειγµα 1
΄Εστω τυχαίο δείγµα: 4, 3, 7, 6, 5, 9 από πληθυσµό µε κατανοµή F .
Να υπολογιστούν οι εκτιµητές jackknife για τα συναρτησιακά
T1(F ) = µ και T2(F ) = σ2.
Ξέρουµε ότι οι εκτιµητές αντικατάστασης είναι µ̂ = T1(F̂n) = Xn

σ̂2 = T2(F̂n) =
1
n

∑n
i=1(Xi −Xn)

2, αντίστοιχα.
Προκύπτουν οι εκτιµήσεις µ̂ = 5.67 και σ̂2 = 3.89

Jackknife εκτίµηση των µ και σ2

Παρατηρήσεις Μέσος ∆ιασπορά

i xi T (−i) T̃i T (−i) T̃i

1 4.00 6.00 4.00 4.00 3.33
2 3.00 6.20 3.00 2.96 8.53
3 7.00 5.40 7.00 4.24 2.13
4 6.00 5.60 6.00 4.64 0.13
5 5.00 5.80 5.00 4.56 0.53
6 9.00 5.00 9.00 2.00 13.33
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Παράδειγµα 1
Για τη µέση τιµή

▶ Αρχικός εκτιµητής Tn = Xn = 5.67
▶ Εκτιµητής jackknife

Tjack =
1

n

n∑
i=1

T̃i = 5.67

▶ Παρατηρούµε ότι οι δύο εκτιµήσεις συµπίπτουν.
Για τη διασπορά

▶ Αρχικός εκτιµητής Tn = σ̂2 = 3.89
▶ Εκτιµητής jackknife

Tjack =
1

n

n∑
i=1

T̃i = 4.67

▶ Παρατηρούµε ότι οι δύο εκτιµήσεις διαφέρουν.
▶ Η δειγµατική διασπορά είναι S2

n = 1
n−1

∑n
i=1(Xi −Xn)

2 = 4.67
▶ ∆ηλαδή: η jackknife εκτίµηση αφαίρεσε τη µεροληψία του σ̂2 και

κατέληξε στον αµερόληπτο εκτιµητή S2
n.
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Εκτίµηση τυπικών σφαλµάτων

Αµερόληπτος εκτιµητής για τη διασπορά των ψευδοτιµών

s̃2n =
1

n− 1

n∑
i=1

T̃i −
1

n

n∑
j=1

T̃j

2

=
1

n− 1

n∑
i=1

(
T̃i − Tjack

)2
.

Η jackknife εκτίµηση της διασποράς του Tn είναι

vjack =
s̃2n
n

(4)

Κάτω από συνθήκες οµαλότητας στον T , µπορεί να δειχθεί ότι ο vjack
είναι συνεπής εκτιµητής της Var(Tn).
Η vjack δεν είναι συνεπής για µη «οµαλά» στατιστικά, όπως τα
δειγµατικά ποσοστιαία σηµεία Tn = F̃−1

n (p).
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Παράδειγµα: εκτίµηση τυπικού σφάλµατος δειγµατικού
µέσου

Γνωρίζουµε ότι Var(Xn) =
σ2

n

που εκτιµάται µε V̂ar(Xn) =
S2
n
n

Η εκτίµηση του τυπίκου σφάλµατος του δειγµατικού µέσου:

ŝe =

√
S2
n
n

Στο προηγούµενο παράδειγµα έχουµε ŝe =
√
0.78

Μέσω του jackknife εκτιµούµε τη διασπορά του δειγµατικού µέσου
από την εξίσωση (4).

▶ s̃2n = 1
n−1

∑n
i=1

(
T̃i − Tjack

)2
= 4.67

▶ ΄Αρα

vjack =
s̃2n
n

= 0.78

▶ οπότε ŝejack =
√
vjack =

√
0.78
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Μέση τιµή
Είδαµε στο παράδειγµα ότι η jackknife εκτίµηση για τη µέση τιµή
συµπίπτει µε τον δειγµατικό µέσο.
Συµβαίνει πάντα αυτό ;
Οι ψευδοτιµές είναι

T̃i = nTn − (n− 1)T (−i)

= n
1

n

n∑
i=1

Xi − (n− 1)
1

n− 1

n∑
j ̸=i

Xj

=

n∑
i=1

Xi −

 n∑
j=1

Xj −Xi


= Xi

Tjack = 1
n

∑n
i=1 T̃i =

1
n

∑n
i=1Xi = Xn

΄Αρα δεν υπάρχει λόγος να χρησιµοποιήσουµε jackknife για να
εκτιµήσουµε µία µέση τιµή.
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∆ιασπορά

Η jackknife εκτίµηση της διασποράς είναι

Tjack = S2
n =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −Xn)
2

που είναι αµερόληπτη.
Hint για την απόδειξη :

σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

(Xi −Xn)
2

=
1

n2

(n− 1)

n∑
i=1

X2
i −

n∑
i=1

∑
j ̸=i

XiXj


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Παράδειγµα

Προσοµοιώστε n = 30 παρατηρήσεις από την N
((

0
0

)
,

(
2 1
1 2

))
και υπολογίστε την jackknife εκτίµηση του συντελεστή συσχέτισης
καθώς και το τυπικό σφάλµα της εκτίµησης.
∆ες jackknife.R
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Πρόταση (Ιδιότητες εκτιµητή jackknife)
1 Αν Tn είναι αµερόληπτος, το ίδιο ισχύει και για τον Tjack:

ETn = θ, ∀θ ∈ Θ ⇒ ETjack = θ, ∀θ ∈ Θ.

2 ΄Εστω ότι η µεροληψία του Tn γράφεται ως

bias(Tn) =
α1(θ)

n
+

α2(θ)

n2
+ · · · (5)

όπου α1, α2, . . . συναρτήσεις που δεν εξαρτώνται από το n. Τότε
2.1 Η jackknife εκτίµηση της µεροληψίας εκτιµά την µεροληψία του Tn µε

ακρίβεια της τάξης 1/n2.
2.2 Η µεροληψία του Tjack είναι µικρότερης τάξης της µεροληψίας του Tn

κατά παράγοντα 1/n.
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Απόδειξη ιδιότητας 1

΄Εστω ότι ο Tn είναι αµερόληπτος : ETn = θ, ∀θ ∈ Θ.
Το ίδιο ϑα ισχύει και για τους T (−i), i = 1, . . . , n:

ET (−i) = θ, ∀θ ∈ Θ.

Συνεπώς

ETjack = E
{
nTn − (n− 1)Tn

}
= nETn − (n− 1)ETn

= nθ − (n− 1)θ

= θ, θ ∈ Θ.

∆είξαµε ότι και ο Tjack ϑα είναι αµερόληπτος.

Π. Παπασταµούλης Μη Παραµετρική Στατιστική 2026 15 / 27



Απόδειξη ιδιοτήτων 2
Από την (5) έχουµε

bias(Tn) =
α1(θ)

n
+

α2(θ)

n2
+O

(
1

n3

)
όπου O

(
1
n3

)
είναι µία ποσότητα η οποία είναι ⩽ M 1

n3 για κάποια
σταθερά M .
Η µεροληψία των T (−i) γράφεται ως

bias (T (−i)) =
α1(θ)

n− 1
+

α2(θ)

(n− 1)2
+O

(
1

n3

)
διότι O(1/(n− 1)3) = O(1/n3).
΄Αρα

bias
(
Tn

)
= bias

(
1

n

n∑
i=1

T (−i)

)
=

α1(θ)

n− 1
+

α2(θ)

(n− 1)2
+O

(
1

n3

)
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Απόδειξη ιδιοτήτων 2

Συνεπώς η µέση τιµή της jackknife εκτίµησης της µεροληψίας είναι

Ebjack = (n− 1)
{
ETn − ETn

}
= (n− 1)

{
(ETn − θ)− (ETn − θ)

}
= (n− 1)

{
bias(Tn)− bias(Tn)

}
= (n− 1)

{(
1

n− 1
− 1

n

)
α1(θ) +

(
1

(n− 1)2
− 1

n2

)
α2(θ) +O

(
1

n3

)}
=

α1(θ)

n
+

(2n− 1)α2(θ)

n2(n− 1)
+O

(
1

n2

)
=

α1(θ)

n
+O

(
1

n2

)
= bias(Tn) +O

(
1

n2

)

Π. Παπασταµούλης Μη Παραµετρική Στατιστική 2026 17 / 27



Απόδειξη ιδιοτήτων 2

΄Αρα το bjack εκτιµά την µεροληψία του Tn µε ακρίβεια της τάξης του
1/n2.
Παρόµοια µπορούµε να δείξουµε ότι

bias(Tjack) = − α2(θ)

n(n− 1)
+O

(
1

n2

)
= O

(
1

n2

)
που σηµαίνει ότι η µεροληψία του Tjack είναι µία τάξης µεγέθους
µικρότερη της µεροληψίας του αρχικού εκτιµητή Tn.
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Λέµε ότι ο Tn είναι τετραγωνική στατιστική συνάρτηση, αν µπορεί να
εκφραστεί ως :

Tn = E(Tn) +
1

n

n∑
i=1

α(n)(xi) +
1

n2

∑
1⩽i⩽j⩽n

β(n)(xi, xj), (6)

όπου α(n)(x) και β(n)(x, y) είναι συναρτήσεις των x και x, y, αντίστοιχα.

Πρόταση

Αν ο αρχικός εκτιµητής Tn είναι τετραγωνική στατιστική συνάρτηση της
µορφής (6), ο bjack, εκτιµά αµερόληπτα τη µεροληψία του Tn.
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Εκτίµηση ∆ιασποράς Jackknife

Ο Tukey (1958) , ϑεωρώντας ότι οι ψευδοτιµές είναι ανεξάρτητες και
ισόνοµες τυχαίες µεταβλητές, πρότεινε την εκτίµηση της διασποράς του
εκτιµητή jackknife:

vjack =
s̃2n
n

όπου

s̃2n =
1

n− 1

n∑
i=1

(
T̃i − Tjack

)2
.

Το vjack εκτιµά τόσο τη Var(Tn) όσο και τη Var(Tjack).
Εκτίµηση τυπικού σφάλµατος :

sejack =
√
vjack

Π. Παπασταµούλης Μη Παραµετρική Στατιστική 2026 20 / 27



Ιδιότητες της Εκτίµησης

Η εκτίµηση vjack είναι γενικά µεροληπτική.
Τείνει να υπερεκτιµά την πραγµατική διασπορά Var(Tn).
Παρόλα αυτά, σε ορισµένες περιπτώσεις είναι ασυµπτωτικά
συνεπής.
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Ασυµπτωτική Συνέπεια1

Θεώρηµα
΄Εστω ότι

E(X1) = µ, Var(X1) = σ2 < ∞

και Tn = g(X̄) όπου g είναι συνεχώς παραγωγίσιµη µε g′(µ) ̸= 0. Τότε

Tn − g(µ)

σn

d→ N (0, 1)

και

vjack
σ2
n

→σ.β. 1

όπου

σ2
n = n−1[g′(µ)]2σ2

1δες : Miller (1964). A trustworthy jackknife. The Annals of Statistics.
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Περιορισµοί της Μεθόδου

Το προηγούµενο ϑεώρηµα καλύπτει κυρίως στατιστικές συναρτήσεις της
µορφής:

Tn = g(X̄)

Παρόµοια αποτελέσµατα ισχύουν και για :

Tn = g(S2
n)

Ωστόσο, η µέθοδος δεν είναι συνεπής για µη οµαλά στατιστικά.
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Μη Συνέπεια για Ποσοστιαία Σηµεία

Θεώρηµα
Ο jackknife εκτιµητής της διασποράς για το p ποσοστιαίο σηµείο

T (F ) = F−1(p)

δεν είναι συνεπής.

δες Efron (1982). The jackknife, the bootstrap and other resampling
plans. SIAM review
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Παράδειγµα
Στόχος: Εκτίµηση του τυπικού σφάλµατος του δειγµατικού µέσου µε
jackknife.

s̃2n = 4.67

΄Αρα

vjack =
4.67

n
= 0.78

και

sejack =
√
0.78

Παρατήρηση
Για τον δειγµατικό µέσο γνωρίζουµε ότι Var(X̄) = σ2

n και

ŝe =

√
S2
n
n =

√
0.78.

΄Αρα το αποτέλεσµα συµπίπτει µε τη ϑεωρητική εκτίµηση.
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∆ιάστηµα Εµπιστοσύνης Jackknife

Ο Tukey (1958) πρότεινε το διάστηµα

Tjack ± tn−1;α/2 sejack

ως προσεγγιστικό 100(1− α)% διάστηµα εµπιστοσύνης.

Βασική ιδέα:
Οι ψευδοτιµές T̃i σε ορισµένες περιπτώσεις µπορεί να ϑεωρηθούν
i.i.d.
Τότε

√
n(Tjack − θ)

s̃n

ακολουθεί κατά προσέγγιση κατανοµή tn−1.
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Σύνδεση jackknife και συνάρτησης επιρροής

Μπορεί να δειχθεί ότι

IF (Xi) ≈ (n− 1)(Tn − T(−i))

Η συνάρτηση επιρροής: µετρά την επίδραση που έχει η
προσθήκη (µικρής) µάζας πιθανότητας στο Xi

Το jackknife: µετρά την πεπερασµένη επίδραση της αφαίρεσης
του Xi από το δείγµα.
Το jackknife είναι µια εµπειρική εκτίµηση της συνάρτησης επιρροής
κάθε µίας παρατήρησης
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