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Μέθοδοι επαναδειγµατοληψίας

Το jackknife (Quenouille 1949, Tukey 1958) και το bootstrap
(Efron, 1979) είναι µη παραµετρικές µέθοδοι για

▶ εκτίµηση τυπικών σφαλµάτων συναρτησιακών
▶ υπολογισµό διαστηµάτων εµπιστοσύνης συναρτησιακών

Υπολογιστικά, το jackknife είναι λιγότερο απαιτητικό, αλλά το
bootstrap έχει περισσότερα πλεονεκτήµατα, πχ:

▶ εκτίµηση της δειγµατικής κατανοµής εκτιµητών συναρτησιακών
▶ το bootstrap µπορεί να εφαρµοστεί σε περιπτώσεις που είναι γνωστό

ότι το jackknife αποτυγχάνει (πχ: εκτίµηση ποσοστιαίων σηµείων)
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group
heart attack

yes no

aspirin 104 10933
placebo 189 10845

group
stroke

yes no

aspirin 119 10918
placebo 98 10936

Μελέτη επίδρασης ασπιρίνης σε εµφραγµα µυοκαρδίου και
εγκεφαλικό
∆εδοµένα: υγιείς µεσήλικες άντρες
Controlled, randomized, double blind study
Μπορώ να πω ότι η ασπιρίνη έχει επίδραση (ϑετική - αρνητική);
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Το ένα µισό των συµµετεχόντων έλαβε ασπιρίνη και το άλλο µισό
έλαβε µια ουσία ελέγχου, ή εικονικό ϕάρµακο, χωρίς δραστικά
συστατικά.
Οι συµµετέχοντες κατανεµήθηκαν τυχαία στις οµάδες της ασπιρίνης
ή του εικονικού ϕαρµάκου.
Τόσο οι συµµετέχοντες όσο και οι επιβλέποντες ιατροί δεν γνώριζαν
τις αντιστοιχίσεις
Οι στατιστικοί διατηρούσαν έναν µυστικό κώδικα για το ποιος έλαβε
ποια ουσία.
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Σχέση λήψης ασπιρίνης – εµφράγµατος

group
heart attack

yes no

aspirin 104 10933
placebo 189 10845

θ: σχετικός κίνδυνος εµφράγµατος

Σηµειακή εκτίµηση του θ
θ̂ = 0.55

95% ασυµπτωτικό διάστηµα εµπιστοσύνης

0.44 < θ < 0.69
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Σχέση λήψης ασπιρίνης – εγκεφαλικού

group
stroke

yes no

aspirin 119 10918
placebo 98 10936

θ: σχετικός κίνδυνος εγκεφαλικού

Σηµειακή εκτίµηση του θ
θ̂ = 1.21

95% ασυµπτωτικό διάστηµα εµπιστοσύνης

0.93 < θ < 1.58
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Το Bootstrap

bootstrapping: the process of
completing a task without
external help.
E.g: pulling oneself out of a
swamp by the straps of the
boots.
Rudolf Erich Raspe (1785):
Baron Munchausen’s Narrative

of his Marvellous Travels and

Campaigns in Russia
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Πως λειτουργεί το bootstrap στο παράδειγµα µε το
εγκεφαλικό ;

∆ηµιουργούµε δύο «πληθυσµούς»
1 ο 1ος αποτελείται από 119 µονάδες και 10918 µηδενικά
2 ο 2ος αποτελείται από 98 µονάδες και 10936 µηδενικά

Λαµβάνουµε δείγµα µε επανάθεση µεγέθους 11037 = 119 + 10918
από τον 1ο πληθυσµό
Λαµβάνουµε δείγµα µε επανάθεση µεγέθους 11034 = 98 + 10936
από τον 2ο πληθυσµό
Κάθε ένα από αυτά καλείται δείγµα bootstrap

Από αυτά λαµβάνουµε την bootstrap επανάληψη του θ̂:

θ̂⋆ =
Ποσοστό µονάδων στο 1ο δείγµα bootstrap
Ποσοστό µονάδων στο 2ο δείγµα bootstrap

Επαναλαµβάνουµε για κάµποσες επαναλήψεις, π.χ. 1000 ϕορές.
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Πως λειτουργεί το bootstrap στο παράδειγµα µε το
εγκεφαλικό ;

Η παραπάνω διαδικασία µας παράγει 1000 bootstrap επαναλήψεις
θ⋆ του θ̂.
Αυτή η διαδικασία ϕυσικά γίνεται σε υπολογιστή.
Αυτές οι 1000 επαναλήψεις περιέχουν πληροφορία η οποία µπορεί
να χρησιµοποιηθεί για συµπερασµατολογία !
Για παράδειγµα, η τυπική απόκλιση σε µια 1000αδα επαναλήψεων
ήταν ίση µε 0.17.
Το 0.17 είναι µια εκτίµηση του τυπικού σφάλµατος του θ̂.
Αυτό ϕανερώνει ότι η παρατηρηθείσα τιµή θ̂ = 1.21 είναι (πολύ λίγο)
µεγαλύτερη από ένα τυπικό σφάλµα από την ουδέτερη τιµή θ = 1

΄Ενα προσεγγιστικό 95% διάστηµα εµπιστοσύνης προκύπτει από την
25η και 975η µεγαλύτερη τιµή των 1000 επαναλήψεων:

0.93 < θ < 1.59
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Αντίστοιχα αποτελέσµατα για το έµφραγµα

Η τυπική απόκλιση σε µια 1000αδα επαναλήψεων ήταν ίση µε 0.07.
Το 0.07 είναι µια εκτίµηση του τυπικού σφάλµατος του θ̂.
Αυτό ϕανερώνει ότι η η παρατηρηθείσα τιµή θ̂ = 0.55 είναι αρκετά
τυπικά σφάλµατα µακριά από την ουδέτερη τιµή θ = 1

΄Ενα προσεγγιστικό 95% διάστηµα εµπιστοσύνης προκύπτει από την
25η και 975η µεγαλύτερη τιµή των 1000 επαναλήψεων:

0.43 < θ < 0.70
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Η 1η σελίδα των New York Times (27/1/1987)
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Bootstrap

Bradley Efron: εισήγαγε την τεχνική Bootstrap το 1979

Το Bootstrap είναι µία από τις πρώτες υπολογιστικές µεθόδους της
Στατιστικής

Στην πράξη, απαιτείται προσοµοίωση αν και υπάρχουν παραδείγµατα όπου
κάτι τέτοιο δεν είναι απαραίτητο

Βασίζεται στην υπόθεση ότι το παρατηρηθέν δείγµα είναι αντιπροσωπευτικό
του πληθυσµού, ακριβέστερα: αρκεί η F̂n να είναι καλή εκτίµηση της F .

∆εν δουλεύει πάντα : το συναρτησιακό πρέπει να είναι «οµαλό»
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Bootstrap

Στατιστική συµπερασµατολογία : ϐασίζεται στην εκτίµηση κάποιας
ποσότητας της δειγµατικής κατανοµής κάποιου εκτιµητή
Παράδειγµα: το τυπικό σφάλµα είναι η τυπική απόκλιση της
δειγµατικής κατανοµής του εκτιµητή

▶ Πάρε πολλά δείγµατα από τον πληθυσµό

▶ Υπολόγισε την εκτίµηση που προκύπτει σε κάθε δείγµα
▶ Η κατανοµή που προκύπτει είναι η δειγµατική κατανοµή του εκτιµητή

Στην πράξη όµως έχουµε µόνο ένα δείγµα
Η ιδέα του bootstrap:

1 Πάρε πολλά δείγµατα από µία εκτίµηση του πληθυσµού

2 Υπολόγισε την εκτίµηση που προκύπτει σε κάθε δείγµα
3 Η κατανοµή που προκύπτει είναι η bootstrap κατανοµή του εκτιµητή

Το ϐήµα 1 τελικά ισοδυναµεί µε δειγµατοληψία µε επανάθεση από
το παρατηρηθέν δείγµα !
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1 Πάρε πολλά δείγµατα από µία εκτίµηση του πληθυσµού

2 Υπολόγισε την εκτίµηση που προκύπτει σε κάθε δείγµα
3 Η κατανοµή που προκύπτει είναι η bootstrap κατανοµή του εκτιµητή

Το ϐήµα 1 τελικά ισοδυναµεί µε δειγµατοληψία µε επανάθεση από
το παρατηρηθέν δείγµα !
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Monte Carlo εκτιµητής
΄Εστω ότι µελετούµε χαρακτηριστικό από κάποιον πληθυσµό µε
συνάρτηση κατανοµής F .
Ενδιαφέρει η εκτίµηση κάποιου συναρτησιακού T (F )

▶ Παράδειγµα: γραµµικό συναρτησιακό

T (F ) =

∫
α(x)dF (x)

Αν γνωρίζουµε την κατανοµή F τότε µπορούµε να προσοµοιώσουµε
ένα δείγµα (x⋆1, . . . , x

⋆
B) B τιµών από αυτήν και να υπολογίσουµε

τον Monte Carlo εκτιµητή

T̂B(F ) =
1

B

B∑
b=1

α(x⋆b)

Monte Carlo εκτίµηση της διασποράς του εκτιµητή

vmc =
1

B

B∑
i=1

(
α(x⋆b)− T̂B(F )

)2
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Bootstrap
Τι γίνεται όταν η συνάρτηση κατανοµής F είναι άγνωστη ;
΄Εστω ότι έχουµε παρατηρήσει ένα τυχαίο δείγµα (X1, . . . , Xn) από
την F .
Γνωρίζουµε ότι η εµπειρική συνάρτηση κατανοµής

F̂n(x) =
1

n

n∑
i=1

I{Xi ⩽ x}.

είναι ένας συνεπής εκτιµητής της F .
Ο plug-in εκτιµητής είναι

θ̂n := T (F̂n).

▶ Ποιά είναι η διασπορά του εκτιµητή ;
▶ Γενικότερα: Ποιά είναι η δειγµατική κατανοµή του εκτιµητή ;

Η ιδέα του Bootstrap
Μπορούµε να προσοµοιώσουµε από την F̂n για να εκτιµήσουµε τη

δειγµατική κατανοµή του plug-in εκτιµητή.
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Προσοµοίωση από την F̂n

Η F̂n είναι συνάρτηση κατανοµής διακριτής τυχαίας µεταβλητής
Το στήριγµα της είναι το σύνολο των n παρατηρηθέντων τιµών
x1, . . . , xn

Κάθε µία από αυτές τις τιµές έχει πιθανότητα
1

n

Προσοµοίωση από την F̂n ⇔ Τυχαία δειγµατοληψία µε επανάθεση
από το παρατηρηθέν δείγµα.
Για την εκτίµηση χαρακτηριστικών (τυπικό σφάλµα κλπ) του
εκτιµητή θ̂n := T (F̂n) αρκεί να λάβουµε δείγµατα (έστω B) µε
επανάθεση µεγέθους n.
Για κάθε ένα προσοµοιωµένο δείγµα υπολογίζουµε την τιµή του
εκτιµητή θ̂n.
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18.2 Introduction to Bootstrapping 18-13

FIGURE 18.5 (a)
(b)

(c)

The idea of the sampling distribution of the sample mean : take very many samples, collect the value of
from each, and look at the distribution of these values. The probability theory shortcut: if we know that the population

values follow a Normal distribution, theory tells us that the sampling distribution of is also Normal. The bootstrap idea:
when theory fails and we can afford only one sample, that sample stands in for the population and the distribution of in
many resamples stands in for the sampling distribution.

x
x

x
x

Παράδειγµα: θ̂n = Xn

(a) «Πραγµατικός» κόσµος : Αν
συγκεντρώναµε «πολλά» δείγµατα
µεγέθους n από τον πληθυσµό και
υπολογίζαµε για κάθε ένα την
εκτίµηση xn ϑα προέκυπτε η
δειγµατική κατανοµή του Xn

(b) Παραµετρικός κόσµος :

(X1, . . . , Xn)
iid∼ N (µ, σ

2
) ⇒

Xn ∼ N
(
µ,

σ2

n

)

(c) (Μη παραµετρικός) Bootstrap
κόσµος : Χρησιµοποιώ την
πληροφορία που υπάρχει στο δείγµα
ώστε να προσοµοιώσω πολλά δείγµατα
µεγέθους n από τον πληθυσµό µία
εκτίµηση του πληθυσµού και να
εκτιµήσω την δειγµατική κατανοµή
του στατιστικού από την bootstrap
κατανοµή.

Εικόνα από:
Hesterberg et al (2003). Bootstrap
methods and permutation tests.
Freeman and Company, New York.
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Γενικός αλγόριθµός Bootstrap
∆εδοµένα: (X1, . . . , Xn) τ.δ. από συνάρτηση κατανοµής F

Εκτιµητής : θ̂n = θ̂n(X1, . . . , Xn) συναρτησιακού θ = T (F )

Στόχος : δειγµατική κατανοµή του θ̂n.
1 Για b = 1, . . . , B

1.1 Κάνε δειγµατοληψία µε επανάθεση n τιµών από τα (x1, . . . , xn)

(x⋆
b,1, . . . , x

⋆
b,n)

(ισοδύναµει µε προσοµοίωση ένα δείγµατος µεγέθους n από την F̂n)
1.2 Υπολόγισε τον εκτιµητή για το συγκεκριµένο bootstrap δείγµα

θ⋆n,b := θ̂n(x
⋆
b,1, . . . , x

⋆
b,n)

2 Μέσω των {θ⋆n,b; b = 1, . . . , B} εκτιµάται η δειγµατική κατανοµή του
θ̂n = θ̂n(X1, . . . , Xn), η οποία µπορεί να χρησιµοποιηθεί για
περαιτέρω συµπερασµατολογία όπως:

▶ εκτίµηση τυπικού σφάλµατος του εκτιµητή
▶ κατασκευή διαστηµάτων εµπιστοσύνης
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Bootstrap εκτίµηση τυπικού σφάλµατος

΄Εστω

θ⋆n :=
1

B

B∑
b=1

θ⋆n,b. (1)

bootstrap εκτίµηση της διασποράς του εκτιµητή

vboot =
1

B

B∑
b=1

(
θ⋆n,b − θ⋆n

)2
. (2)

Η bootstrap εκτίµηση του τυπικού σφάλµατος του εκτιµητή είναι

seboot =
√
vboot. (3)
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Bootstrap εκτίµηση µεροληψίας

Μεροληψία του θ̂n
bias(θ̂n) = Eθ̂n − θ

Bootstrap εκτίµηση της µεροληψίας

b̂ias(θ̂n) = θ⋆n − θ̂n (4)

όπου θ⋆n ορίστηκε στην εξίσωση (1).
Προσοχή:

▶ το b̂ias(θ̂n) είναι εκτίµηση της µεροληψίας του εκτιµητή
▶ Μπορεί να είναι διαφορετικό από µηδέν ακόµα για αµερόληπτους

εκτιµητές
▶ Πάντα πρέπει να λαµβάνεται υπόψη και το τυπικό σφάλµα του

εκτιµητή.
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Bootstrap στον δειγµατικό µέσο
΄Εστω τυχαίο δείγµα n = 10 παρατηρήσεων

x = (12.8, 8.6, 5.8, 8.6, 12.8, 12.2, 14.5, 7.8, 6, 13.6)

τυπικό σφάλµα του Xn =
√
σ2/n

x̄ ≈ 10.27, (εκτιµηθέν1) τυπικό σφάλµα ŝ.e.(x̄) ≈ 1.03

Bootstrap δείγµατα
∆είγµα Μέσος

1 6 8.6 5.8 14.5 13.6 13.6 14.5 12.8 13.6 14.5 11.75

2 12.8 12.8 6 8.6 8.6 7.8 8.6 6 6 7.8 8.50
3 6 12.8 8.6 14.5 8.6 8.6 8.6 7.8 14.5 13.6 10.36
4 12.8 12.8 8.6 7.8 6 12.8 12.8 12.8 5.8 12.8 10.50
5 7.8 12.8 6 8.6 5.8 13.6 12.8 12.2 6 14.5 10.01
6 12.8 12.2 12.8 12.8 8.6 8.6 8.6 12.8 7.8 5.8 10.28
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
103 5.8 5.8 13.6 5.8 12.8 12.2 13.6 8.6 8.6 7.8 9.46

Εκτίµηση τυπικού σφάλµατος από τα Bootstrap δείγµατα:
1εδώ χρησιµοποιήθηκε ο S2

n = 1
n−1

∑n
i=1(Xi −Xn)

2 ως εκτιµητής του σ2
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Bootstrap στον δειγµατικό µέσο
΄Εστω τυχαίο δείγµα n = 10 παρατηρήσεων

x = (12.8, 8.6, 5.8, 8.6, 12.8, 12.2, 14.5, 7.8, 6, 13.6)

τυπικό σφάλµα του Xn =
√
σ2/n

x̄ ≈ 10.27, (εκτιµηθέν1) τυπικό σφάλµα ŝ.e.(x̄) ≈ 1.03

Bootstrap δείγµατα
∆είγµα Μέσος

1 6 8.6 5.8 14.5 13.6 13.6 14.5 12.8 13.6 14.5 11.75
2 12.8 12.8 6 8.6 8.6 7.8 8.6 6 6 7.8 8.50

3 6 12.8 8.6 14.5 8.6 8.6 8.6 7.8 14.5 13.6 10.36
4 12.8 12.8 8.6 7.8 6 12.8 12.8 12.8 5.8 12.8 10.50
5 7.8 12.8 6 8.6 5.8 13.6 12.8 12.2 6 14.5 10.01
6 12.8 12.2 12.8 12.8 8.6 8.6 8.6 12.8 7.8 5.8 10.28
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
103 5.8 5.8 13.6 5.8 12.8 12.2 13.6 8.6 8.6 7.8 9.46

Εκτίµηση τυπικού σφάλµατος από τα Bootstrap δείγµατα: 2.30
1εδώ χρησιµοποιήθηκε ο S2

n = 1
n−1

∑n
i=1(Xi −Xn)

2 ως εκτιµητής του σ2
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Bootstrap στον δειγµατικό µέσο
΄Εστω τυχαίο δείγµα n = 10 παρατηρήσεων

x = (12.8, 8.6, 5.8, 8.6, 12.8, 12.2, 14.5, 7.8, 6, 13.6)

τυπικό σφάλµα του Xn =
√
σ2/n

x̄ ≈ 10.27, (εκτιµηθέν1) τυπικό σφάλµα ŝ.e.(x̄) ≈ 1.03

Bootstrap δείγµατα
∆είγµα Μέσος

1 6 8.6 5.8 14.5 13.6 13.6 14.5 12.8 13.6 14.5 11.75
2 12.8 12.8 6 8.6 8.6 7.8 8.6 6 6 7.8 8.50
3 6 12.8 8.6 14.5 8.6 8.6 8.6 7.8 14.5 13.6 10.36

4 12.8 12.8 8.6 7.8 6 12.8 12.8 12.8 5.8 12.8 10.50
5 7.8 12.8 6 8.6 5.8 13.6 12.8 12.2 6 14.5 10.01
6 12.8 12.2 12.8 12.8 8.6 8.6 8.6 12.8 7.8 5.8 10.28
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
103 5.8 5.8 13.6 5.8 12.8 12.2 13.6 8.6 8.6 7.8 9.46

Εκτίµηση τυπικού σφάλµατος από τα Bootstrap δείγµατα: 1.63
1εδώ χρησιµοποιήθηκε ο S2

n = 1
n−1

∑n
i=1(Xi −Xn)

2 ως εκτιµητής του σ2
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Bootstrap στον δειγµατικό µέσο
΄Εστω τυχαίο δείγµα n = 10 παρατηρήσεων

x = (12.8, 8.6, 5.8, 8.6, 12.8, 12.2, 14.5, 7.8, 6, 13.6)

τυπικό σφάλµα του Xn =
√
σ2/n

x̄ ≈ 10.27, (εκτιµηθέν1) τυπικό σφάλµα ŝ.e.(x̄) ≈ 1.03

Bootstrap δείγµατα
∆είγµα Μέσος

1 6 8.6 5.8 14.5 13.6 13.6 14.5 12.8 13.6 14.5 11.75
2 12.8 12.8 6 8.6 8.6 7.8 8.6 6 6 7.8 8.50
3 6 12.8 8.6 14.5 8.6 8.6 8.6 7.8 14.5 13.6 10.36
4 12.8 12.8 8.6 7.8 6 12.8 12.8 12.8 5.8 12.8 10.50

5 7.8 12.8 6 8.6 5.8 13.6 12.8 12.2 6 14.5 10.01
6 12.8 12.2 12.8 12.8 8.6 8.6 8.6 12.8 7.8 5.8 10.28
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
103 5.8 5.8 13.6 5.8 12.8 12.2 13.6 8.6 8.6 7.8 9.46

Εκτίµηση τυπικού σφάλµατος από τα Bootstrap δείγµατα: 1.34
1εδώ χρησιµοποιήθηκε ο S2

n = 1
n−1

∑n
i=1(Xi −Xn)

2 ως εκτιµητής του σ2
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Bootstrap στον δειγµατικό µέσο
΄Εστω τυχαίο δείγµα n = 10 παρατηρήσεων

x = (12.8, 8.6, 5.8, 8.6, 12.8, 12.2, 14.5, 7.8, 6, 13.6)

τυπικό σφάλµα του Xn =
√
σ2/n

x̄ ≈ 10.27, (εκτιµηθέν1) τυπικό σφάλµα ŝ.e.(x̄) ≈ 1.03

Bootstrap δείγµατα
∆είγµα Μέσος

1 6 8.6 5.8 14.5 13.6 13.6 14.5 12.8 13.6 14.5 11.75
2 12.8 12.8 6 8.6 8.6 7.8 8.6 6 6 7.8 8.50
3 6 12.8 8.6 14.5 8.6 8.6 8.6 7.8 14.5 13.6 10.36
4 12.8 12.8 8.6 7.8 6 12.8 12.8 12.8 5.8 12.8 10.50
5 7.8 12.8 6 8.6 5.8 13.6 12.8 12.2 6 14.5 10.01

6 12.8 12.2 12.8 12.8 8.6 8.6 8.6 12.8 7.8 5.8 10.28
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
103 5.8 5.8 13.6 5.8 12.8 12.2 13.6 8.6 8.6 7.8 9.46

Εκτίµηση τυπικού σφάλµατος από τα Bootstrap δείγµατα: 1.17
1εδώ χρησιµοποιήθηκε ο S2

n = 1
n−1

∑n
i=1(Xi −Xn)

2 ως εκτιµητής του σ2
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Bootstrap στον δειγµατικό µέσο
΄Εστω τυχαίο δείγµα n = 10 παρατηρήσεων

x = (12.8, 8.6, 5.8, 8.6, 12.8, 12.2, 14.5, 7.8, 6, 13.6)

τυπικό σφάλµα του Xn =
√
σ2/n

x̄ ≈ 10.27, (εκτιµηθέν1) τυπικό σφάλµα ŝ.e.(x̄) ≈ 1.03

Bootstrap δείγµατα
∆είγµα Μέσος

1 6 8.6 5.8 14.5 13.6 13.6 14.5 12.8 13.6 14.5 11.75
2 12.8 12.8 6 8.6 8.6 7.8 8.6 6 6 7.8 8.50
3 6 12.8 8.6 14.5 8.6 8.6 8.6 7.8 14.5 13.6 10.36
4 12.8 12.8 8.6 7.8 6 12.8 12.8 12.8 5.8 12.8 10.50
5 7.8 12.8 6 8.6 5.8 13.6 12.8 12.2 6 14.5 10.01
6 12.8 12.2 12.8 12.8 8.6 8.6 8.6 12.8 7.8 5.8 10.28

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
103 5.8 5.8 13.6 5.8 12.8 12.2 13.6 8.6 8.6 7.8 9.46

Εκτίµηση τυπικού σφάλµατος από τα Bootstrap δείγµατα: 1.04
1εδώ χρησιµοποιήθηκε ο S2

n = 1
n−1

∑n
i=1(Xi −Xn)

2 ως εκτιµητής του σ2
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Bootstrap στον δειγµατικό µέσο
΄Εστω τυχαίο δείγµα n = 10 παρατηρήσεων

x = (12.8, 8.6, 5.8, 8.6, 12.8, 12.2, 14.5, 7.8, 6, 13.6)

τυπικό σφάλµα του Xn =
√
σ2/n

x̄ ≈ 10.27, (εκτιµηθέν1) τυπικό σφάλµα ŝ.e.(x̄) ≈ 1.03

Bootstrap δείγµατα
∆είγµα Μέσος

1 6 8.6 5.8 14.5 13.6 13.6 14.5 12.8 13.6 14.5 11.75
2 12.8 12.8 6 8.6 8.6 7.8 8.6 6 6 7.8 8.50
3 6 12.8 8.6 14.5 8.6 8.6 8.6 7.8 14.5 13.6 10.36
4 12.8 12.8 8.6 7.8 6 12.8 12.8 12.8 5.8 12.8 10.50
5 7.8 12.8 6 8.6 5.8 13.6 12.8 12.2 6 14.5 10.01
6 12.8 12.2 12.8 12.8 8.6 8.6 8.6 12.8 7.8 5.8 10.28
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

103 5.8 5.8 13.6 5.8 12.8 12.2 13.6 8.6 8.6 7.8 9.46

Εκτίµηση τυπικού σφάλµατος από τα Bootstrap δείγµατα: 1.04
1εδώ χρησιµοποιήθηκε ο S2

n = 1
n−1

∑n
i=1(Xi −Xn)

2 ως εκτιµητής του σ2
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Bootstrap στον δειγµατικό µέσο
΄Εστω τυχαίο δείγµα n = 10 παρατηρήσεων

x = (12.8, 8.6, 5.8, 8.6, 12.8, 12.2, 14.5, 7.8, 6, 13.6)

τυπικό σφάλµα του Xn =
√
σ2/n

x̄ ≈ 10.27, (εκτιµηθέν1) τυπικό σφάλµα ŝ.e.(x̄) ≈ 1.03

Bootstrap δείγµατα
∆είγµα Μέσος

1 6 8.6 5.8 14.5 13.6 13.6 14.5 12.8 13.6 14.5 11.75
2 12.8 12.8 6 8.6 8.6 7.8 8.6 6 6 7.8 8.50
3 6 12.8 8.6 14.5 8.6 8.6 8.6 7.8 14.5 13.6 10.36
4 12.8 12.8 8.6 7.8 6 12.8 12.8 12.8 5.8 12.8 10.50
5 7.8 12.8 6 8.6 5.8 13.6 12.8 12.2 6 14.5 10.01
6 12.8 12.2 12.8 12.8 8.6 8.6 8.6 12.8 7.8 5.8 10.28
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
103 5.8 5.8 13.6 5.8 12.8 12.2 13.6 8.6 8.6 7.8 9.46

Εκτίµηση τυπικού σφάλµατος από τα Bootstrap δείγµατα: 0.98
1εδώ χρησιµοποιήθηκε ο S2

n = 1
n−1

∑n
i=1(Xi −Xn)

2 ως εκτιµητής του σ2
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Παιχνίδι

΄Εστω το προηγούµενο τύχαιο δείγµα 10 παρατηρήσεων

x = (12.8, 8.6, 5.8, 8.6, 12.8, 12.2, 14.5, 7.8, 6, 13.6)

Ανοίξτε την R
Προσοµοιώστε B = 1000 bootstrap δείγµατα για να εκτιµήσετε την
δειγµατική κατανοµή του δειγµατικού µέσου θ̂n = Xn και µε ϐάση
αυτό

▶ Εκτιµήστε το τυπικό σφάλµα του θ̂n
▶ Εκτιµήστε την µεροληψία του θ̂n
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Παράδειγµα 2: Bootstrap στην κανονική κατανοµή

΄Εστω τυχαίο δείγµα n = 20 τιµών από N (µ, σ2)
19.15 19.43 18.20 21.41 24.18 23.27 18.92 18.79 19.59 19.38 21.91 19.22
19.71 19.26 21.22 16.67 17.56 22.55 20.47 21.87

Θα χρησιµοποιήσουµε bootstrap για να εκτιµήσουµε (µη
παραµετρικά) τις δειγµατικές κατανοµές των

Xn =
1

n

n∑
i=1

Xi

και

σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

(
Xi −Xn

)2
και ϑα συγκρίνουµε µε τις κατανοµές που προκύπτουν κάνοντας
χρήση γνωστών παραµετρικών αποτελεσµάτων.
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Παράδειγµα 2: Bootstrap στην κανονική κατανοµή

bootstrap for the sample mean

Xn

D
en

si
ty

18.5 19.0 19.5 20.0 20.5 21.0 21.5

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

bootstrap for the variance estimator

σ̂
2

D
en

si
ty

0 2 4 6

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

Ιστογράµµατα: B = 10000 bootstrap δείγµατα

Συναρτήσεις πυκνότητας των δειγµατικών κατανοµών23

Xn ∼ N
(
µ,

σ2

n

)
, σ̂2 ∼ G

(
n− 1

2
,

n

2σ2

)
2Υπενθύµιση:

∑
i(Xi−Xn)2

σ2 ∼ X 2
n−1 ≡ G((n− 1)/2, 1/2) (shape - rate)

3Αντικαθιστώ τα µ και σ2 µε τις εκτιµήσεις xn και σ̂2
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Παράδειγµα 2: Bootstrap στην κανονική κατανοµή
Εκτιµήσεις τυπικών σφαλµάτων και µεροληψίας

Xn σ̂2

ŝ.e. b̂ias ŝ.e. b̂ias

jackknife 0.432 0 1.053 −0.1866
bootstrap 0.419 −0.0040 0.955 −0.1874
αναλυτικά 0.432 0 1.150 −0.1866

bootstrap δείγµατα µεγέθους B = 10000

Οι αναλυτικές εκφράσεις για τα τυπικά σφάλµατα είναι

s.e.(Xn) =

√
σ2

n
⇒ ŝ.e.(Xn) =

√
S2
n

n

s.e.(σ̂2) =

√
2(n− 1)

n2
σ4 ⇒ ŝ.e.(σ̂2) =

√
2(n− 1)

n2
S4
n

bias(σ̂2) = Eσ̂2 − σ2 = (n−1
n − 1)σ2 = − 1

nσ
2 ⇒ b̂ias(σ̂2) = − 1

nS
2
n
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Bootstrap ∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης
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Bootstrap ∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης
΄Εστω ότι ο θ̂n (πχ θ̂n = T (F̂n)) εκτιµά κάποια µονοδιάστατη
ποσότητα θ
cα: (κάτω) α-ποσοστιαίο σηµείο της κατανοµής (έστω H ) της θ̂n − θ ,
α ∈ (0, 1)

P
(
θ̂n − θ ⩽ cα/2

)
=

α

2
= P

(
θ̂n − θ ⩾ c1−α/2

)
θ̂n − θ ⩽ cα/2 ⇔ θ ⩾ θ̂n − cα/2

θ̂n − θ ⩾ c1−α/2 ⇔ θ ⩽ θ̂n − c1−α/2

Το τυχαίο διάστηµα[
θ̂n − c1−α/2, θ̂n − cα/2

]
=

[
θ̂n −H−1(1− α/2), θ̂n −H−1(α/2)

]
(5)

είναι ένα 100(1− α)% ∆ιάστηµα Εµπιστοσύνης για το θ
Αυτή η (ιδανική) περιγραφή του προβλήµατος είναι σπανίως
εφαρµόσιµη διότι η κατανοµή του θ̂n − θ είναι άγνωστη
΄Ολες οι µέθοδοι που ϑα περιγράψουµε έχουν σκοπό να
προσεγγίσουν τα ποσοστηµόρια της κατανοµής του θ̂n − θ.
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Bootstrap ∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

1 Κανονικά
2 Βασικά (Basic/Pivotal)
3 Ποσοστιαίων σηµείων (Percentile)
4 Studentized
5 adjusted percentile (Bias corrected)

Π. Παπασταµούλης Μη Παραµετρική Στατιστική 2026 29 / 68



Κανονικά Bootstrap ∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης (Ι)

Υποθέτουµε ότι η κατανοµή του θ̂n − θ προσεγγίζεται από µία
κανονική κατανοµή N (0, v2)

Αν η διασπορά ήταν γνωστή, τα άκρα του ∆.Ε. ϑα ήταν[
θ̂n − zα/2v, θ̂n + zα/2v

]
όπου zα/2 το άνω-α/2 ποσοστιαίο σηµείο της N (0, 1)

Στην πράξη η v είναι άγνωστη
Εκτιµάται από την Bootstrap εκτίµηση του τυπικού σφάλµατος (3).
Οπότε το [

θ̂n − zα/2seboot, θ̂n + zα/2seboot

]
είναι ένα 100(1− α)% Bootstrap ∆ιάστηµα Εµπιστοσύνης για το θ
ϐασισµένο στην Κανονική προσέγγιση.
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Κανονικά Bootstrap ∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης (ΙΙ)
Το προηγούµενο όµως δεν λαµβάνει υπόψη την µεροληψία του θ̂n
Υποθέτουµε ότι η κατανοµή του θ̂n − θ προσεγγίζεται από µία
κανονική κατανοµή N (β, v2)

β: µεροληψία του θ̂n
Αν η µεροληψία και η διασπορά ήταν γνωστές, τα άκρα του ∆.Ε. ϑα
ήταν [

θ̂n − β − zα/2v, θ̂n − β + zα/2v
]

Η µεροληψία είναι επίσης άγνωστη (όπως και η διασπορά)
Χρησιµοποιούµε την εξίσωση (4) για να την εκτιµήσουµε µέσω
bootstrap

bias(θ̂n) = θ⋆n − θ̂n

Οπότε το [
2θ̂n − θ⋆n − zα/2seboot, 2θ̂n − θ⋆n + zα/2seboot

]
(6)

είναι ένα 100(1− α)% Bootstrap ∆ιάστηµα Εµπιστοσύνης για το θ
ϐασισµένο στην Κανονική προσέγγιση, µε διόρθωση µεροληψίας.
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Βασικά Bootstrap ∆Ε (Ι)
Ενδιαφέρει η συµπερασµατολογία για την συνάρτηση κατανοµής του

θ̂n − θ

Χρησιµοποιούµε τις προσοµοιωµένες τιµές

{θ⋆n,b − θ̂n; b = 1, . . . , B}

για να προσεγγίσουµε την κατανοµή του θ̂n − θ.
΄Εστω η πιθανότητα

H(u) = P(θ̂n − θ ⩽ u)

Εκτίµηση

Ĥn(u) =
#{θ⋆n,b − θ̂n ⩽ u}

B
=

1

B

B∑
b=1

I{θ⋆n,b − θ̂n ⩽ u}

Χρησιµοποιούµε την εµπειρική συνάρτηση κατανοµής Ĥn(u) για να
εκτιµήσουµε την πραγµατική H(u).
Π. Παπασταµούλης Μη Παραµετρική Στατιστική 2026 32 / 68



Βασικά Bootstrap ∆Ε (ΙΙ)
΄Εστω cα = H−1(α) το κάτω α-ποσοστιαίο σηµείο της H

Χρησιµοποιούµε τον εκτιµητή αντικατάστασης

ĉα = Ĥ−1
n (α) = inf{u : Ĥn(u) ⩾ α}

Οπότε αρκεί να ϐρω το bootstrap α-ποσοστιαίο σηµείο των
προσοµοιωµένων τιµών

{θ⋆n,b − θ̂n; b = 1, . . . , B}.

το οποίο είναι ίσο µε

ĉα = θ⋆[n,jα] − θ̂n (7)

όπου jα ∈ {1, 2, . . . , B} :
jα − 1

B
< α ⩽

jα
B

= ⌊Bα+ 0.5⌋ (8)

και µε θ⋆[n,1] ⩽ θ⋆[n,2] ⩽ . . . ⩽ θ⋆[n,B] συµβολίζουµε το διατεταγµένο
bootstrap δείγµα.
Πχ στην R: quantile({θ⋆n,b − θ̂n; b = 1, . . . , B}, type = 1).
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Βασικά Bootstrap ∆Ε (ΙΙΙ)

Συνεπώς το 100(1− α)% ϐασικό Bootstrap ∆Ε είναι[
θ̂n − Ĥ−1

B (1− α/2), θ̂n − Ĥ−1
B (α/2)

]
(9)

Αντιπαραθέστε την παραπάνω έκφραση µε την (5)
Αντικαθιστώντας τις (7) και (8) στην (9) προκύπτει ότι µία ισοδύναµη
έκφραση για το 100(1− α)% ϐασικό Bootstrap διάστηµα
εµπιστοσύνης είναι[

2θ̂n − θ⋆[n,⌊B(1−α/2)+0.5⌋], 2θ̂n − θ⋆[n,⌊Bα/2+0.5⌋]

]
, (10)

όπου
▶ θ⋆[n,1] ⩽ θ⋆[n,2] ⩽ . . . ⩽ θ⋆[n,B] το διατεταγµένο bootstrap δείγµα.
▶ ⌊y⌋ το ακέραιο µέρος του y.
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Bootstrap ∆Ε ποσοστιαίων σηµείων
΄Εστω G η συνάρτηση κατανοµής των θ⋆n

Η οποία εκτιµάται από την εµπειρική bootstrap κατανοµή Ĝ⋆
n

Το 100(1− α)% Bootstrap ∆Ε ποσοστιαίων σηµείων (Bootstrap
percentile CI) ορίζεται ως[
Ĝ⋆−1

n (α/2), Ĝ⋆−1
n (1− α/2)

]
=

[
θ⋆[n,⌊Bα/2+0.5⌋], θ

⋆
[n,⌊B(1−α/2)+0.5⌋]

]
(11)

Παρατηρήσεις
▶ Η παραπάνω διαδικασία είναι η πιο άµεση από όλες : αρκεί να

υπολογίσουµε τα κατάλληλα ποσοστιαία σηµεία του Bootstrap
δείγµατος.

▶ Στην πραγµατικότητα, η µεθοδολογία αυτή στηρίζεται στην υπόθεση
ότι υπάρχει ένας µετασχηµατισµός m τέτοιος ώστε

m(θ̂n) ∼ N
(
m(θ), c2

)
▶ Η γνώση του µετασχηµατισµού αυτού δεν παίζει ϱόλο !
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Βελτιωµένες µέθοδοι κατασκευής Bootstrap ∆Ε
Studentized bootstrap ∆Ε

▶ Βελτιώνουν τα κανονικά bootstrap ∆Ε
▶ Είναι της µορφής

[θ̂n + ζα/2seboot, θ̂n + ζ1−α/2seboot]

▶ µε ζα συµβολίζουµε το κάτω α-ποσοστιαίο σηµείο της κατανοµής των

θ⋆n,b − θ̂n

se(θ⋆n,b)
.

▶ Πλεονέκτηµα: πιο ακριβής µεθοδολογία
▶ Μειονέκτηµα: χρειάζεται εκτίµηση του se(θ⋆n,b)

⋆ Jackknife
⋆ Bootstrap

για κάθε bootstrap επανάληψη b = 1, . . . , B.
adjusted percentile (Bias Corrected – BCα)

▶ Βελτιώνουν τα Bootstrap ∆Ε ποσοστιαίων σηµείων
▶ λαµβάνοντας υπόψη διορθώσεις µεροληψίας και ασυµµετρίας
▶ ∆ες Davison, A.C. and Hinkley, D.V. (1997), ενότητα 5.3.2
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Παράδειγµα 2: Παράµετροι κανονικής κατανοµής
Προσοµοιωµένο τυχαίο δείγµα n = 20 παρατηρήσεων από N (µ = 20, σ2 = 4)

95% (ατοµικά) διαστήµατα εµπιστοσύνης

µlow µup σ2
low σ2

up

exact 19.23 21.04 2.16 7.96
jackknife (normal) 19.29 20.99 1.67 5.80
bootstrap (normal) 19.33 20.96 1.87 5.59
bootstrap (basic) 19.30 20.94 1.76 5.45
bootstrap (percentile) 19.34 20.97 1.64 5.33
bootstrap (studentized) 19.08 21.03 -0.48 5.02
bootstrap (BCα) 19.38 21.02 2.10 6.24

B = 104 bootstrap επαναλήψεις

Τα studentized bootstrap διαστήµατα υπολογίστηκαν µε διπλό bootstrap 50
επαναλήψεων (για κάθε bootstrap επαναλήψη).

Υπενθύµιση: 100(1− α)% ακριβή διαστήµατα εµπιστοσύνης ίσων ουρών
▶ Μέση τιµή:

[
Xn − tn−1;α/2Sn/

√
n,Xn + tn−1;α/2Sn/

√
n
]

▶ ∆ιασπορά:

[
(n− 1)S2

n

X 2
n−1;α/2

,
(n− 1)S2

n

X 2
n−1;1−α/2

]
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Πιθανότητα κάλυψης: µελέτη Monte Carlo

Προσοµοιώνω (X1, . . . , Xn) από N (µ, σ2)

Υπολογίζω τα προηγούµενα διαστήµατα εµπιστοσύνης µε συντελεστή
εµπιστοσύνης 95%

Εξετάζω αν οι πραγµατικές τιµές των παραµέτρων µ και σ2 ανήκουν
ή όχι εντός του εκάστοτε ∆Ε
Επαναλαµβάνω τη διαδικασία αυτή πολλές ϕορές (M ) ώστε να λάβω
την Monte Carlo εκτίµηση των αριστερών και δεξιών πιθανοτήτων
αστοχίας :

P̂(θlow > θ) =
αριθµός ϕορών που θlow > θ

M

P̂(θup < θ) =
αριθµός ϕορών που θup < θ

M

Φυσικά, για τα ακριβή 95% ∆Ε εµπιστοσύνης ίσων ουρών
γνωρίζουµε ότι P(θlow > θ) = P(θup < θ) = 0.025.
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Πιθανότητα κάλυψης: µελέτη Monte Carlo

Αριστερή και δεξιά πιθανότητα αστοχίας για θ = µ

n = 50 n = 100 n = 200

µlow µup µlow µup µlow µup

exact 0.026 0.025 0.026 0.026 0.026 0.024
jackknife 0.032 0.029 0.027 0.028 0.027 0.025
bootstrap normal 0.032 0.030 0.028 0.028 0.028 0.025
bootstrap basic 0.032 0.030 0.029 0.028 0.028 0.025
bootstrap percentile 0.033 0.030 0.028 0.028 0.028 0.025
bootstrap BCa 0.033 0.030 0.028 0.028 0.028 0.024
bootstrap studentized 0.025 0.022 0.023 0.023 0.024 0.022
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Πιθανότητα κάλυψης: µελέτη Monte Carlo

Αριστερή και δεξιά πιθανότητα αστοχίας για θ = σ2

n = 50 n = 100 n = 200

σ2
low σ2

up σ2
low σ2

up σ2
low σ2

up

exact 0.023 0.025 0.022 0.026 0.025 0.023
jackknife 0.009 0.078 0.008 0.057 0.014 0.044
bootstrap normal 0.011 0.085 0.009 0.061 0.015 0.046
bootstrap basic 0.008 0.098 0.007 0.070 0.012 0.054
bootstrap percentile 0.007 0.095 0.007 0.064 0.014 0.048
bootstrap BCa 0.026 0.048 0.024 0.038 0.026 0.026
bootstrap studentized 0.000 0.127 0.001 0.092 0.003 0.069
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boot R package

Περιέχει συναρτήσεις για παραµετρικό και µη παραµετρικό
Bootstrap

▶ boot()

Υπολογισµός Bootstrap διαστηµάτων εµπιστοσύνης
▶ boot.ci()

Angelo Canty and Brian Ripley (2019). boot: Bootstrap R (S-Plus)
Functions. R package version 1.3-24.
https://CRAN.R-project.org/package=boot

Στα εργαστηριακά µαθήµατα ϑα το χρησιµοποιούµε για να
συγκρίνουµε τα αποτελέσµατά µας
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Παράδειγµα 3: Bootstrap στην παλινδροµηση

Yi = α+ βxi + ei, i = 1, . . . , n

όπου ei τυχαίο δείγµα από κάποια κατανοµή (όχι απαραίτητα κανονική).
∆ύο προσεγγίσεις

1 ∆ειγµατοληψία µε επανάθεση από τα Ϲεύγη
(x1, Y1), (x2, Y2), . . . , (xn, Yn)

⋆ Στη συνέχεια υπολογίζουµε τις εκτιµήσεις που µας ενδιαφέρουν (πχ
τους εκτιµητές ελαχιστών τετραγώνων) για κάθε bootstrap δείγµα.

2 ∆ειγµατοληψία µε επανάθεση στα (εκτιµηθέντα) κατάλοιπα
εi = Yi − α̂− β̂xi, i = 1, . . . , n, όπου α̂ και β̂ είναι οι εκτιµητές
ελαχιστών τετραγώνων.

⋆ Τα bootstrap δείγµατα υπολογίζονται ως

Y ⋆
i = α̂+ β̂xi + ε⋆i

όπου ε⋆i δείγµατα bootstrap από τα εi, i = 1, . . . , n
⋆ Στη συνέχεια υπολογίζουµε τις ποσότητες που µας ενδιαφέρουν για

κάθε bootstrap δείγµα

Στην πράξη και οι δύο µέθοδοι δίνουν παρόµοια αποτελέσµατα
Η 2η µέθοδος είναι ϑεωρητικά πιο σωστή (γιατί ;)
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Παράδειγµα 3: Bootstrap στην παλινδροµηση
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Παράδειγµα 3: Bootstrap στην παλινδροµηση
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Παράδειγµα 3: Bootstrap στην παλινδροµηση
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Παράδειγµα 3: Bootstrap στην παλινδροµηση
Bootstrap εκτίµηση της από κοινού κατανοµής των εκτιµητών ελαχίστων
τετραγώνων

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

● ●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

● ●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●
●

1 2 3 4 5 6

−
0.

01
0

−
0.

00
6

−
0.

00
2

α̂

β̂

Π. Παπασταµούλης Μη Παραµετρική Στατιστική 2026 44 / 68



Παράδειγµα 3: Bootstrap στην παλινδροµηση

Εκτιµηθείσα κατανοµή του β̂

Histogram of t

t*
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Bootstrap έλεγχοι υποθέσεων
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Bootstrap έλεγχοι υποθέσεων

΄Εστω ότι ϑέλουµε να ελέγξουµε µία υπόθεση της µορφής

H0 : θ = θ0 έναντι της H1 : θ ̸= θ0

΄Εστω ότι έχουµε στη διάθεση µας µία ελεγχοσυνάρτηση
Tn = T (X1, . . . , Xn)

Η κατανοµή του πληθυσµού είναι άγνωστη
Η κατανοµή της Tn υπό την ισχύ της µηδενικής υπόθεσης είναι
επίσης άγνωστη
Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε Bootstrap για να εκτιµήσουµε το
p-value του ελέγχου.
Εναλλακτικά, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε και bootstrap
διαστήµατα εµπιστοσύνης.
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Εκτίµηση p-value µέσω bootstrap
Το p-value του ελέγχου

p− value = P (Tn ⩾ t|H0)

όπου t η παρατηρηθείσα τιµή της T .
΄Εστω ότι µπορούµε να προσοµοιώσουµε δείγµα από την F̂n υπό την
ισχύ της H0

(x̃⋆b,1, x̃
⋆
b,2, . . . , x̃

⋆
b,n)

(για b = 1, . . . , B)
Κατόπιν υπολογίζουµε την Tn για κάθε b = 1, . . . , B:

T ⋆
n,b := Tn(x̃

⋆
b,1, x̃

⋆
b,2, . . . , x̃

⋆
b,n)

Bootstrap εκτίµηση του p-value

p− valueboot =
1

B

B∑
b=1

I{T ⋆
n,b ⩾ t}
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Παράδειγµα 1

΄Εστω οι 10 παρατηρήσεις
−0.89,−0.47, 0.05, 0.155, 0.279, 0.775, 1.0016, 1.23, 1.89, 1.96

Να ελεγχθεί η υπόθεση ότι ο µέσος του πληθυσµού είναι 1 έναντι της
εναλλακτικής ότι διαφέρει.
H0 : µ = 1 έναντι της H1 : µ ̸= 1

Μία λογική ελεγχοσυνάρτηση είναι η T = |X − 1|
«Μεγάλες» τιµές της T : απόρριψη της H0

Η H0 υποθέτει µέση τιµή 1
Η παρατηρηθείσα τιµή του δειγµατικού µέσου ειναι x = 0.598

Αν πάρουµε bootstrap δείγµατα από την F̂n δεν προσοµοιώνουµε
από την H0
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Παράδειγµα 1: µετασχηµατισµός

Λύση: Μετασχηµατίζουµε τα δεδοµένα ώστε να ικανοποιείται η
υπόθεση ότι η µέση τιµή είναι 1

▶ Σε κάθε παρατήρηση προσθέτουµε 0.402:

X̃i = Xi + 0.402

▶ Η εµπειρική συνάρτηση κατανοµής των X̃i µπορεί να χρησιµοποιηθεί
για προσοµοίωση υπό την H0

▶ Ενώ διορθώνουµε τη µέση τιµή, άλλα χαρακτηριστικά όπως η
διασπορά, ασυµµετρία παραµένουν ίδια.
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Παράδειγµα 1: bootstrap
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Ιστόγραµµα B = 1000 bootstrap τιµών της Tn =
∣∣∣X̃n − 1

∣∣∣
Ιδιαίτερα ασύµµετρη κατανοµή
Κόκκινη γραµµή: παρατηρηθείσα τιµή της Tn: t = 0.402

Bootstrap εκτίµηση του p-value

p− valueboot =
1

B

B∑
b=1

I{T ⋆
n,b ⩾ t} = 0.15

∆εν απορρίπτουµε την H0 στα συνήθη επίπεδα σηµαντικότητας
Π. Παπασταµούλης Μη Παραµετρική Στατιστική 2026 51 / 68



Παράδειγµα 2: σύγκριση µέσων τιµών 2 ανεξάρτητων
πληθυσµών

΄Εστω X = (X1, . . . , Xn) τυχαίο δείγµα από κατανοµή µε µέση τιµή
µ1

΄Εστω Y = (Y1, . . . , Ym) τυχαίο δείγµα από κατανοµή µε µέση τιµή
µ2

Xi, Yj είναι ανεξάρτητα για κάθε i, j

Ενδιαφέρει ο έλεγχος της

H0 : µ1 = µ2 έναντι της H1 : µ1 > µ2

Η H0 υπαγορεύει ισότητα µέσων άλλα όχι πχ ισότητα διασπορών
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Παράδειγµα 2: ελεγχοσυνάρτηση

Μία στατιστική συνάρτηση που είναι κατάλληλη για τον παραπάνω
έλεγχο είναι η Welch t-statistic

T (X,Y ) =
Xn − Y m√

S2
1
n +

S2
2

m

(12)

Xn = 1
n

∑n
i=1Xi

Y m = 1
m

∑m
i=1 Yi

S2
1 = 1

n−1

∑n
i=1(Xi −Xn)

2

S2
2 = 1

m−1

∑m
i=1(Yi − Y m)2

Υπενθύµιση: Αν τα δείγµατα είναι κανονικά (και ανεξάρτητα) η
κατανοµή της T (X,Y ) υπό την H0 προσεγγίζεται από µία
κατανοµή t.
Μέσω bootstrap δεν χρειάζεται να υποθέσουµε κανονικότητα.
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Παράδειγµα 2: µετασχηµατισµός

Για να εφαρµόσουµε bootstrap πρέπει να µετασχηµατίσουµε τα
δεδοµένα έτσι ώστε να ικανοποιείται η H0 (ίδια µέση τιµή)
΄Εστω

X̃i = Xi −Xn + Z, i = 1, . . . , n

Ỹj = Yj − Y M + Z, j = 1, . . . ,m

όπου Z =
1

n+m

 n∑
i=1

Xi +

m∑
j=1

Yj


Προφανώς:

EX̃i = EỸj =
n

n+m
µ1 +

m

n+m
µ2

για κάθε i = 1, . . . , n και j = 1, . . . ,m
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Παράδειγµα 2: αλγόριθµος bootstrap
(1) Θέσε x̃i = xi − xn + z και ỹj = yj − ym + z για i = 1, . . . , n,

j = 1, . . . ,m

(2) Για b = 1, . . . , B
(2.1) Πάρε δείγµα

x̃⋆
b = (x̃⋆

b,1, . . . , x̃
⋆
b,n)

µε επανάθεση από τα (x̃1, . . . , x̃n)
(2.2) Πάρε δείγµα

ỹ⋆
b = (ỹ⋆b,1, . . . , ỹ

⋆
b,m)

µε επανάθεση από τα (ỹ1, . . . , ỹm)
(2.3) Υπολόγισε την τιµή της ελεγχοσυνάρτησης Welch (12)

T ⋆
n,b := T (x̃⋆

b , ỹ
⋆
b)

(3) Υπολόγισε την bootstrap εκτίµηση του p-value

p− valueboot =
1

B

B∑
b=1

I{T ⋆
n,b ⩾ t}
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Παράδειγµα 2: Εφαρµογή

16 ποντίκια συµµετείχαν σε ένα πείραµα όπου σε 7 από αυτά
δόθηκε ένα καινούργιο ϕάρµακο και στα υπόλοιπα δόθηκε ένα ήδη
υπάρχον ϕάρµακο.
Μελέτη επιβίωσης σε µέρες :

Φάρµακο Μέρες επιβίωσης

Νέο 94, 197, 16, 38, 99, 141, 23
Παλιό 52, 104, 146, 10, 51, 30, 40, 27, 46

Μεγαλώνει το νέο ϕάρµακο την επιβίωση ;
H0 : µ1 = µ2 έναντι της H1 : µ1 > µ2

n = 7 και m = 9

xn = 86.86, ym = 56.22

S2
1 = 4457.81, S2

2 = 1804.194

T (x,y) = 1.058
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Παράδειγµα 2: bootstrap
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Ιστόγραµµα B = 10000 bootstrap τιµών της Tn =
X̃n − Ỹ m√

S̃2
1
n +

S̃2
2

m

Κόκκινη γραµµή: παρατηρηθείσα τιµή της Tn: t = 1.058

Μέθοδος bootstrap t-test Mann-Whitney

p-value 0.146 0.158 0.340

∆εν απορρίπτουµε την H0 στα συνήθη επίπεδα σηµαντικότητας
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Pivotal ελεγχοσυναρτήσεις

Η επιλογή της ελεγχοσυνάρτησης για τη διεξαγωγή ενός bootstrap
ελέγχου παίζει ϱόλο
Ιδανικά, ϑα πρέπει η κατανοµή της ελεγχοσυνάρτησης (που µας
είναι άγνωστη) να µην εξαρτάται από άγνωστες παραµέτρους
Γενικά, µέσω bootstrap δεν είναι εύκολο να εξακριβώσουµε αν η
ελεγχοσυνάρτηση που χρησιµοποιούµε έχει τη συγκεκριµένη
ιδιότητα
Μία ελεγχοσυνάρτηση που έχει την ιδιότητα ότι η κατανοµή της (υπό
την H0) δεν εξαρτάται από άγνωστες παραµέτρους ονοµάζεται
ποσότητα οδηγός (Pivotal)

Παράδειγµα: έλεγχος για τη µέση τιµή πληθυσµού H0 : µ = µ0

▶ Υπό την H0, η ασυµπτωτική κατανοµή του T1 = Xn − µ0 είναι η
N (0, σ2/n)

▶ Αντίθετα η ασυµπτωτική κατανοµή της T2 =
√
nXn−µ0

Sn
είναι η N (0, 1)

▶ Η T2 είναι pivotal ελεγχοσυνάρτηση, σε αντίθεση µε την T1.
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Pivotal ελεγχοσυναρτήσεις

Η επιλογή της ελεγχοσυνάρτησης για τη διεξαγωγή ενός bootstrap
ελέγχου παίζει ϱόλο
Ιδανικά, ϑα πρέπει η κατανοµή της ελεγχοσυνάρτησης (που µας
είναι άγνωστη) να µην εξαρτάται από άγνωστες παραµέτρους
Γενικά, µέσω bootstrap δεν είναι εύκολο να εξακριβώσουµε αν η
ελεγχοσυνάρτηση που χρησιµοποιούµε έχει τη συγκεκριµένη
ιδιότητα
Μία ελεγχοσυνάρτηση που έχει την ιδιότητα ότι η κατανοµή της (υπό
την H0) δεν εξαρτάται από άγνωστες παραµέτρους ονοµάζεται
ποσότητα οδηγός (Pivotal)
Παράδειγµα: έλεγχος για τη µέση τιµή πληθυσµού H0 : µ = µ0

▶ Υπό την H0, η ασυµπτωτική κατανοµή του T1 = Xn − µ0 είναι η
N (0, σ2/n)

▶ Αντίθετα η ασυµπτωτική κατανοµή της T2 =
√
nXn−µ0

Sn
είναι η N (0, 1)

▶ Η T2 είναι pivotal ελεγχοσυνάρτηση, σε αντίθεση µε την T1.
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Bootstrap και αλγόριθµοι µηχανικής µάθησης

Το bootstrap είναι ϐασική τεχνική ensemble learning
Βελτιώνει την απόδοση:

▶ Classification trees (bagging, random forest)
▶ Neural networks (ensembles)

Κύριο όφελος :
▶ Μείωση διακύµανσης
▶ Βελτίωση σφάλµατος πρόβλεψης
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Ταξινόµηση

Σε ένα πρόβληµα ταξινόµησης έχουµε δεδοµένα από γνωστούς
υποπληθυσµούς και ϑέλουµε να δηµιουργήσουµε έναν κανόνα ώστε
να µπορούµε να ταξινοµούµε νέες παρατηρήσεις
Πρόκειται για πρόβληµα επιβλεπόµενης µάθησης
Υπάρχουν διάφορες προσεγγίσεις, ενδεικτικά: γραµµική ή µη
γραµµική διακριτική ανάλυση, λογιστική και πολυωνυµική
παλινδρόµηση, naive Bayes, µηχανές διανυσµάτων υποστήριξης,
µέθοδοι k-πλησιέστερων γειτόνων (k-nn), δέντρα αποφάσεων, για να
αναφέρουµε µερικές.
Η επιλογή των µεταβλητών που ϑα χρησιµοποιηθούν στην
ταξινόµηση µπορεί να έχει τεράστιο αντίκτυπο. Η χρήση πολλών
µεταβλητών µπορεί να καταστρέψει την απόδοση της ταξινόµησης
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Ταξινόµηση

Υποθέτουµε ότι ο πληθυσµός αποτελείται από K υποπληθυσµούς (ή
κλάσεις).
∆ιαθέσιµο (επισηµασµένο) σύνολο δεδοµένων: σύνολο εκπαίδευσης
που περιέχει παρατηρήσεις των οποίων η κατηγορία είναι γνωστή.
Η ταξινόµηση είναι το πρόβληµα του να αποφασίσουµε σε ποια από
ένα σύνολο κατηγοριών (ή υποπληθυσµών) ανήκει µια νέα
παρατήρηση, δεδοµένου ότι υπάρχει ένα σύνολο εκπαίδευσης µε
σωστά ταξινοµηµένες παρατηρήσεις.
Στις περισσότερες εφαρµογές παρατηρούµε δεδοµένα για πολλές
συµµεταβλητές και χρησιµοποιούµε αυτή την πληροφορία για την
ταξινόµηση.
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Παράδειγµα: wine dataset
Πρόβληµα ταξινόµησης µε K = 3 πληθυσµούς (ποικιλίες κρασιού)
p = 27 µεταβλητές

> pairs(wines[,-1], col = wines$Type)
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Πρόβληµα πρόβλεψης

Training dataset µεγέθους n = 120 παρατηρήσεων (και p = 27)
Μέγεθος ανά οµάδα
> table(train_data$Type)

1 2 3
37 47 36

Test dataset µεγέθους n = 58 παρατηρήσεων (και p = 27)
Μέγεθος ανά οµάδα
> table(test_labels)
test_labels
1 2 3

22 24 12
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Απλό δέντρο ταξινόµησης

# tree
library(tree)
fit1 <- tree(as.factor(Type)~., data = train_data)
tr <- predict(fit1, newdata = test_data,
type = ’class’)

table(test_labels, tr)
tr

test_labels 1 2 3
1 22 0 0
2 4 13 7
3 1 1 10

Ακρίβεια πρόβλεψης: 77.59%
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Color.Intensity >= 3.5

Flavanoids >= 1.6

Proline >= 670

2
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Bootstrap classification trees

table(test_labels, boot_pred)
boot_pred

test_labels 1 2 3
1 22 0 0
2 2 21 1
3 0 0 12

[1] "94.83%"

Ακρίβεια πρόβλεψης: 94.83%
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Πότε το bootstrap αποτυγχάνει

Μικρά σύνολα δεδοµένων (η F̂n δεν είναι καλή προσέγγιση της F )
Προβλήµατα µεγάλων διαστάσεων: καθώς η διάσταση των
µεταβλητών αυξάνεται, η F̂n δεν αποτελεί καλή προσέγγιση της F
για πεπερασµένο n.
΄Απειρες ϱοπές (π.χ: κατανοµή t1)
Εξαρτηµένες παρατηρήσεις (π.χ: χρονολογικές σειρές, χωρικά
προβλήµατα)
Εκτίµηση ακραίων τιµών (π.χ: εκτίµηση του 99.99% ποσοστιαίου
σηµείου, ή το maxXi).
Πιο γενικά, σε όλες τις περιπτώσεις που το συναρτησιακό δεν είναι
«οµαλό». Υπάρχει πληθώρα ϑεωρητικών αποτελεσµάτων που
συνδέουν τη συµπεριφορά του bootstrap µε το πόσο οµαλό
ϑεωρείται ένα συναρτησιακό (π.χ: Hadamard derivative)
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