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Περιεχόµενα: Εκτίµηση αθροιστικής συνάρτησης
κατανοµής και συναρτησιακών

1 Εκτίµηση αθροιστικής συνάρτησης κατανοµής
Εµπειρική συνάρτηση κατανοµής
Ζώνη εµπιστοσύνης DKW
Σηµειακά διαστήµατα εµπιστοσύνης για την F (x)

2 ΄Ελεγχος καλής προσαρµογής Kolmogorov-Smirnov

3 Εκτίµηση συναρτησιακών της συνάρτησης κατανοµής
Στατιστικά συναρτησιακά και εκτιµητές αντικατάστασης
Συνάρτηση επιρροής και µη παραµετρική µέθοδος ∆έλτα
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Nerve data

Cox and Lewis (1966)
n = 799 χρόνοι αναµονής µεταξύ διαδοχικών συσπάσεων νευρικής
ίνας
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empirical cumulative distribution function
95% confidence band

Ιστόγραµµα δεδοµένων Εµπειρική συνάρτηση κατανοµής
+ 95% Ϲώνη εµπιστοσύνης
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Εκτίµηση αθροιστικής συνάρτησης κατανοµής

΄Εστω X1, . . . , Xn τυχαίο δείγµα από κάποια (άγνωστη) συνάρτηση
κατανοµής F (διακριτή ή συνεχής).

Ορισµός (Εµπειρική συνάρτηση κατανοµής)
Η εµπειρική συνάρτηση κατανοµής ορίζεται ως

F̂n(x) =
1

n

n∑
i=1

I{Xi ⩽ x}. (1)

Στον παραπάνω ορισµό:

I{Xi ⩽ x} =

{
1, αν Xi ⩽ x

0, διαφορετικά.
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Παράδειγµα (n = 10)
∆εδοµένα:

(−0.90, 0.18, 1.59,−1.13,−0.08, 0.13, 0.71,−0.24, 1.98,−0.14)

∆ιατεταγµένο δείγµα

(−1.13,−0.90,−0.24,−0.14,−0.08, 0.13, 0.18, 0.71, 1.59, 1.98)

Υπολογισµός F̂n(x)

x F̂n(x)

(−∞,−1.13) 0
[−1.13,−0.90) 1/10
[−0.90,−0.24) 2/10
[−0.24,−0.14) 3/10
[−0.14,−0.08) 4/10
[−0.08, 0.13) 5/10
[0.13, 0.18) 6/10
[0.18, 0.71) 7/10
[0.71, 1.59) 8/10
[1.59, 1.98) 9/10
[1.98,∞) 1

Παράδειγµα: F̂n(1.64) = 0.9 (πραγµατική τιµή: F (1.64) ≈ 0.95)
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Παράδειγµα (n = 10)
∆εδοµένα: (−0.90, 0.18, 1.59,−1.13,−0.08, 0.13, 0.71,−0.24, 1.98,−0.14)
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Παράδειγµα (n = 100)
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Παράδειγµα: F̂n(1.64) = 0.97 (πραγµατική τιµή: F (1.64) ≈ 0.95)
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Παράδειγµα (n = 100)
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Παράδειγµα: F̂n(1.64) = 0.97 (πραγµατική τιµή: F (1.64) ≈ 0.95)
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Παράδειγµα (n = 1000)
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Παράδειγµα: F̂n(1.64) = 0.95 (πραγµατική τιµή: F (1.64) ≈ 0.95)
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Ιδιότητες Εµπειρικής Συνάρτησης Κατανοµής
1 Μέση τιµή και διασπορά

EF̂n(x) = F (x) και VarF̂n(x) =
F (x)(1− F (x))

n

για κάθε x ∈ R.
2 Θεµελιώδες ϑεώρηµα Glivenko-Cantelli. Για κάθε συνάρτηση

κατανοµής F ισχύει ότι :

sup
x∈R

∣∣∣F̂n(x)− F (x)
∣∣∣ a.s.→ 0

3 Ανισότητα DKW (Dvoretzky-Kiefer-Wolfowitz). Για κάθε ε > 0:

P

(
sup
x∈R

∣∣∣F̂n(x)− F (x)
∣∣∣ > ε

)
⩽ 2e−2nε2

(για όλα τα n).
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Απόδειξη για το (1)
Για δοθέν x ∈ R, έστω η τυχαία µεταβλητή

Y = nF̂n(x) =

n∑
i=1

I{Xi ⩽ x} = «πόσα X από τα n είναι ⩽ x».

Ξεκάθαρα: Y ∼ B(n, F (x)).
Συνεπώς για τη µέση τιµή

E(Y ) = nF (x), ∀x ∈ R ⇔

E(nF̂n(x)) = nF (x), ∀x ∈ R ⇔

E(F̂n(x)) = F (x), ∀x ∈ R

∆ιασπορά

Var(Y ) = nF (x)(1− F (x)), ∀x ∈ R ⇔

n2Var(F̂n(x)) = nF (x)(1− F (x)), ∀x ∈ R ⇔

Var(F̂n(x)) =
F (x)(1− F (x))

n
, ∀x ∈ R.
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Συνέπεια του (3): Μία Ϲώνη εµπιστοσύνης για την F

Μέσω της ανισότητας DKW µπορούµε να κατασκευάσουµε µία Ϲώνη
εµπιστοσύνης για τη συνάρτηση κατανοµής (F ).

΄Εστω α ∈ (0, 1).
Ορίζουµε

Ln(x) = max

{
F̂n(x)−

√
1

2n
log

2

α
, 0

}

Un(x) = min

{
F̂n(x) +

√
1

2n
log

2

α
, 1

}

Λήµµα (100(1− α)% DKW Ϲώνη εµπιστοσύνης για την F )
Γιά κάθε F και για κάθε n

P(Ln(x) ⩽ F (x) ⩽ Un(x) για κάθε x) ⩾ 1− α.
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Απόδειξη
Από την ανισότητα DKW για ε2n = 1

2n log 2
α προκύπτει ότι

P

(
sup
x∈R

∣∣∣F̂n(x)− F (x)
∣∣∣ > εn

)
⩽ 2e−2nε2n ⇔

P
(∣∣∣F̂n(x)− F (x)

∣∣∣ > εn

)
⩽ 2e−2n 1

2n
log 2

α , ∀x ∈ R ⇔

P
(∣∣∣F̂n(x)− F (x)

∣∣∣ > εn

)
⩽ α, ∀x ∈ R ⇔

P
(∣∣∣F̂n(x)− F (x)

∣∣∣ ⩽ εn

)
⩾ 1− α, ∀x ∈ R ⇔

P
(
−εn ⩽ F̂n(x)− F (x) ⩽ εn

)
⩾ 1− α, ∀x ∈ R ⇔

P
(
−F̂n(x)− εn ⩽ −F (x) ⩽ −F̂n(x) + εn

)
⩾ 1− α, ∀x ∈ R ⇔

P
(
F̂n(x)− εn ⩽ F (x) ⩽ F̂n(x) + εn

)
⩾ 1− α, ∀x ∈ R

η απόδειξη ολοκληρώνεται ϑέτοντας L(x) = max{F̂n(x)− εn, 0} και
U(x) = min{F̂n(x) + εn, 1}.
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Παράδειγµα: 90% Ϲώνη εµπιστοσύνης (n = 10)

n = 10

α = 0.1

εn =
√

1
2n log 2

α ≈ 0.387

Ln(x) =
max{F̂n(x)− 0.387, 0}
Un(x) =
min{F̂n(x) + 0.387, 1}

x F̂n(x) Ln(x) Un(x)

(−∞,−1.13) 0 0 0.387
[−1.13,−0.90) 0.1 0 0.487
[−0.90,−0.24) 0.2 0 0.587
[−0.24,−0.14) 0.3 0 0.687
[−0.14,−0.08) 0.4 0.013 0.787
[−0.08, 0.13) 0.5 0.113 0.887
[0.13, 0.18) 0.6 0.213 0.987
[0.18, 0.71) 0.7 0.313 1
[0.71, 1.59) 0.8 0.413 1
[1.59, 1.98) 0.9 0.513 1
[1.98,∞) 1 0.613 1
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Παράδειγµα: 90% Ϲώνη εµπιστοσύνης (n = 10)
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Παράδειγµα: 90% Ϲώνη εµπιστοσύνης (n = 100)
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∆ιαστήµατα εµπιστοσύνης για την F (x) σε δοθέν x

Θέλουµε να καθορίσουµε ℓn, un τέτοια ώστε

P(ℓn ⩽ F (x) ⩽ un) ⩾ 1− α

΄Οµως
Y = nF̂n(x) ∼ B(n, F (x))

Οπότε το πρόβληµα µπορεί να αναδιατυπωθεί ως εξής :
▶ Παρατηρούµε Y ∼ B(n, p)
▶ p = F (x) ∈ [0, 1] (άγνωστη παράµετρος)
▶ και ϑέλουµε να ϐρούµε διάστηµα εµπιστοσύνης για το p.

Μερικές τεχνικές
1 Clopper-Pearson: Ακριβές ∆.Ε. µέσω της διωνυµικής κατανοµής
2 Wald: ασυµπτωτικό ∆.Ε
3 Wilson: ασυµπτωτικό ∆.Ε.
4 µετασχηµατισµός arcsin: ασυµπτωτικό ∆.Ε. µε σταθεροποιήση

(ασυµπτωτικής) διασποράς
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Ασυµπτωτικό ∆Ε (Wald)
΄Εστω p̂n = Y/n. Από Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα

√
n

p̂n − p√
p(1− p)

d→ N (0, 1)

(Ασθενής) Νόµος Μεγάλων Αριθµών

pn
P→ p

Από όπου προκύπτει (γιατί ;)

√
n

p̂n − p√
p̂n(1− p̂n)

d→ N (0, 1)

Λύνοντας ως προς p προκύπτει ότι το τυχαίο διάστηµα[
p̂n − zα/2

√
p̂n(1− p̂n)

n
, p̂n + zα/2

√
p̂n(1− p̂n)

n

]
είναι το 100(1− α)% Α.∆.Ε ίσων ουρών για το p = F (x).
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΄Εστω p̂n = Y/n. Από Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα

√
n

p̂n − p√
p(1− p)

d→ N (0, 1)

(Ασθενής) Νόµος Μεγάλων Αριθµών

pn
P→ p

Από όπου προκύπτει (γιατί ;)

√
n

p̂n − p√
p̂n(1− p̂n)

d→ N (0, 1)

Λύνοντας ως προς p προκύπτει ότι το τυχαίο διάστηµα[
p̂n − zα/2

√
p̂n(1− p̂n)

n
, p̂n + zα/2

√
p̂n(1− p̂n)

n

]
είναι το 100(1− α)% Α.∆.Ε ίσων ουρών για το p = F (x).
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Παράδειγµα (n = 10)
∆εδοµένα:

(−0.90, 0.18, 1.59,−1.13,−0.08, 0.13, 0.71,−0.24, 1.98,−0.14)

Να υπολογιστεί το 90% Α∆Ε ίσων ουρών του Wald για την F (1.64).

Υπολογισµός F̂n(x)

x F̂n(x)

(−∞,−1.13) 0
[−1.13,−0.90) 1/10
[−0.90,−0.24) 2/10
[−0.24,−0.14) 3/10
[−0.14,−0.08) 4/10
[−0.08, 0.13) 5/10
[0.13, 0.18) 6/10
[0.18, 0.71) 7/10
[0.71, 1.59) 8/10
[1.59, 1.98) 9/10
[1.98,∞) 1

Είναι p̂n = F̂n(1.64) = 0.9, α = 0.1, z0.05 ≈ 1.64 και n = 10

90% Α∆Ε για F (1.64): [0.744, 1.056]
Παρατηρήστε ότι τα άκρα του Α∆Ε µπορεί να υπερβαίνουν τα όρια
του παραµετρικού χώρου.
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Παράδειγµα (n = 10)
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Παράδειγµα (n = 100): [0.942, 0.998]
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΄Ελεγχος καλής προσαρµογής Kolmogorov-Smirnov
Ενδιαφέρει ο έλεγχος της

H0 : F (x) = F0(x), ∀x ∈ R, VS H1 : ∃x : F (x) ̸= F0(x).

Ορίζουµε ως στατιστική συνάρτηση Kolmogorov-Smirnov την

Dn = sup
x∈R

∣∣∣F̂n(x)− F (x)
∣∣∣ .

«Μεγάλες» τιµές της Dn ⇒ απόρριψη H0

Ασυµπτωτικά,

P(
√
nDn > k)

H0→ 2

∞∑
j=1

(−1)j+1e−2j2k2

(Ασυµπτωτικό) p-value:

2

∞∑
j=1

(−1)j+1e−2j2k2 ,

όπου k η πραγµατοποίηση της
√
nDn στο δείγµα.
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Η ϐασική ιδέα για την απόδειξη

Λήµµα

Η κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής supx∈R

∣∣∣F̂n(x)− F (x)
∣∣∣ δεν εξαρτάται

από την F (αν F συνεχής).

Αν Xi ∼ F , τότε Ui := F (Xi) ∼ U(0, 1)
Πράγµατι, για 0 ⩽ t ⩽ 1:

FU (t) := P(Ui ⩽ t)

= P(F (Xi) ⩽ t)

= P(Xi ⩽ F−1(t)

= F
(
F−1(t)

)
= t.
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Η ϐασική ιδέα για την απόδειξη
Συνεπώς

sup
x∈R

∣∣∣F̂n(x)− F (x)
∣∣∣ = sup

t∈[0,1]

∣∣∣F̂n(F
−1(t))− F (F−1(t))

∣∣∣
= sup

t∈[0,1]

∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

I{Xi ⩽ F−1(t)} − t)

∣∣∣∣∣
= sup

t∈[0,1]

∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

I{F (Xi) ⩽ t} − t)

∣∣∣∣∣
= sup

t∈[0,1]

∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

I{Ui ⩽ t} − t)

∣∣∣∣∣
= sup

t∈[0,1]

∣∣∣Ĝn(t)− t)
∣∣∣ ,

όπου Ĝn(·) η εµπειρική συνάρτηση κατανοµής των Ui = F (Xi),
i = 1, . . . , n.
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Τι σηµαίνει αυτό για το τεστ

Επειδή η κατανοµή του Dn δεν εξαρτάται από το F :
Οι κρίσιµες τιµές είναι καθολικές.
Μπορούν να υπολογιστούν και να πινακοποιηθούν µία ϕορά για
πάντα.
Το τεστ ισχύει για κάθε συνεχή κατανοµή.

Αυτό είναι το ϐασικό χαρακτηριστικό που καθιστά το τεστ
Kolmogorov–Smirnov απαλλαγµένο από παραµέτρους (ελεύθερο
κατανοµής).
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Σύνδεση µε το Οριακό Αποτέλεσµα

Καθώς n → ∞,

√
nDn → sup

0≤u≤1
|B(u)|,

όπου B(u) είναι µια «γέφυρα Brown» (Brownian bridge)1.
Αυτό οδηγεί στην κατανοµή Kolmogorov, η οποία παρέχει τις
ασυµπτωτικές κρίσιµες τιµές του τεστ.

1ειδική περίπτωση Gaussian process
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Παράδειγµα (n = 10)
(−0.90, 0.18, 1.59,−1.13,−0.08, 0.13, 0.71,−0.24, 1.98,−0.14)

Να ελεγχθεί η υπόθεση (α = 5%)

H0 : F (x) = F0(x), ∀x ∈ R, VS H1 : ∃x : F (x) ̸= F0(x),

όπου F0(x) η συνάρτηση κατανοµής της N (0, 1).

Υπολογισµός F̂n(x)

x F̂n(x)

(−∞,−1.13) 0
[−1.13,−0.90) 1/10
[−0.90,−0.24) 2/10
[−0.24,−0.14) 3/10
[−0.14,−0.08) 4/10
[−0.08, 0.13) 5/10
[0.13, 0.18) 6/10
[0.18, 0.71) 7/10
[0.71, 1.59) 8/10
[1.59, 1.98) 9/10
[1.98,∞) 1

Συνάρτηση κατανοµής της N (0, 1): F0(x) =

x∫
−∞

1√
2π

exp
{
− t2

2

}
dt.
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Παράδειγµα (συνέχεια)

Αρκεί το στατιστικό να υπολο-
γιστεί ως max επί των x = Xi

και των x = Xi − ε για µικρό
ε.
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Παράδειγµα (συνέχεια)
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Παράδειγµα (συνέχεια)

΄Εστω
▶ F̂n(x

−
0 ) = limx→x−

0
F̂n(x)

▶ D−(x) = |F̂n(x
−)− F0(x)|

▶ D+(x) = |F̂n(x)− F0(x)|
Για κάθε x στο παρατηρηθέν δείγµα υπολογίζουµε D−(x) και D+(x)

Η στατιστική συνάρτηση Kolmogorov-Smirnov ισούται µε

Dn = max
x

{D−(x), D+(x)}.
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Παράδειγµα (συνέχεια)

x F̂n(x
−) F̂n(x) F0(x) D+ D−

1 -1.130 0.000 0.100 0.129 0.029 0.129
2 -0.900 0.100 0.200 0.184 0.016 0.084
3 -0.240 0.200 0.300 0.405 0.105 0.205
4 -0.140 0.300 0.400 0.444 0.044 0.144
5 -0.080 0.400 0.500 0.468 0.032 0.068
6 0.130 0.500 0.600 0.552 0.048 0.052
7 0.180 0.600 0.700 0.571 0.129 0.029
8 0.710 0.700 0.800 0.761 0.039 0.061
9 1.590 0.800 0.900 0.944 0.044 0.144

10 1.980 0.900 1.000 0.976 0.024 0.076

Συνεπώς Dn = 0.205.
Η στήλη F0(x) υπολογίστηκε µέσω της pnorm() στην R.
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Παράδειγµα (συνέχεια)
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Είναι k =
√
nDn =

√
10× 0.205 ≈ 0.648

(Ασυµπτωτικό) p-value: 2
∑∞

j=1(−1)j+1e−2j2k2 ≈ 0.794 > 0.05

Αποτυγχάνουµε να απορρίψουµε την H0 σε επίπεδο σηµαντικότητας
5%.
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Ορισµός
΄Εστω X µια τυχαία µεταβλητή από έναν πληθυσµό µε αθροιστική
συνάρτηση κατανοµής F (·). Ονοµάζεται στατιστικό συναρτησιακό µια
απεικόνιση T , η οποία απεικονίζει την αθροιστική συνάρτηση F σε έναν
πραγµατικό αριθµό ή διάνυσµα.
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Εκτίµηση συναρτησιακών της συνάρτησης κατανοµής

Ενδιαφερόµαστε για την εκτίµηση παραµέτρων που γράφονται ως
συναρτήσεις της συνάρτησης κατανοµής F , δηλαδή: T (F ) όπου T
συνάρτηση της F .

▶ Μέσος : µ = E(X1) γράφεται ως

µ =

∫
xdF =

{∫
xf(x)dx, αν X1 συνεχής∑
xf(x), αν X1 διακριτή

όπου στην συνεχή περίπτωση: f(x) = dF (x)
dx ενώ στην διακριτή

περίπτωση f(x) = P(X1 = x) = F (x)− F (x−).
▶ (κάτω) α-ποσοστιαίο σηµείο: qα = F−1(α) = inf{x : F (x) ⩾ α}.

Εκτός από τη σηµειακή εκτίµηση παραµέτρων, ενδιαφέρει και η
συµπερασµατολογία

▶ Εκτίµηση διασποράς/τυπικών σφαλµατών του εκτιµητή
▶ Κατασκευή διαστηµάτων εµπιστοσύνης για την παράµετρο.
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Εκτιµητής αντικατάστασης (plug-in estimator)

Ορισµός (plug-in estimator)

Ο εκτιµητής αντικατάστασης (plug-in estimator) θ̂n της θ = T (F ) ορίζεται
ως

θ̂n := T (F̂n).

Ο εκτιµητής αντικατάστασης προκύπτει απλά αντικαθιστώντας την F
µε την F̂n στη συνάρτηση T .
Σε πολλές περιπτώσεις παίρνουµε ως εκτιµητή το δειγµατικό
«εµπειρικό» ανάλογο της ποσότητας που µας ενδιαφέρει.
Προσοχή:

▶ Η πραγµατική (F ) είναι συνάρτηση κατανοµής η οποία, γενικά,
µπορεί να είναι συνεχής/διακριτή.

▶ Η εµπειρική (F̂n) είναι διακριτή : ϑέτει µάζα 1/n σε κάθε µία από τις
n τιµές του δείγµατος.
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Γραµµικά συναρτησιακά

Ορισµός (Γραµµικά συναρτησιακά)
΄Ενα συναρτησιακό της µορφής T (F ) =

∫
α(x)dF (x) καλείται γραµµικό

συναρτησιακό.

Υπενθύµιση:∫
α(x)dF (x) =

{∫
α(x)f(x)dx, (συνεχής περίπτωση)∑
j xjf(xj), (διακριτή περίπτωση)

Επειδή F̂n διακριτή, ο εκτιµητής αντικατάστασης για ένα
γραµµικό συναρτησιακό T (F ) =

∫
α(x)dF (x) είναι

T (F̂n) =

∫
α(x)dF̂n(x) =

1

n

n∑
i=1

α(Xi).
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συναρτησιακό.

Υπενθύµιση:∫
α(x)dF (x) =

{∫
α(x)f(x)dx, (συνεχής περίπτωση)∑
j xjf(xj), (διακριτή περίπτωση)

Επειδή F̂n διακριτή, ο εκτιµητής αντικατάστασης για ένα
γραµµικό συναρτησιακό T (F ) =

∫
α(x)dF (x) είναι

T (F̂n) =

∫
α(x)dF̂n(x) =

1

n

n∑
i=1

α(Xi).
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Παράδειγµα I: µέση τιµή
΄Εστω µ = T (F ) =

∫
xdF .

Είναι γραµµικό συναρτησιακό της F µε α(x) = x.
Εκτιµητής αντικατάστασης :

µ̂ =

∫
xdF̂n(x) =

1

n

n∑
i=1

α(Xi) =
1

n

n∑
i=1

Xi = Xn.

Είναι Var(µ̂) =
σ2

n

Τυπικό σφάλµα: se =
√
Var(µ̂) =

σ√
n
.

΄Εστω σ̂ εκτιµητής του σ.

Plug-in εκτιµητής του τυπικού σφάλµατος : ŝe =
σ̂√
n
.

100(1−α)% διάστηµα εµπιστοσύνης (ασυµπτωτικό) για το µ = T (F )[
Xn − zα/2

σ̂√
n
,Xn + zα/2

σ̂√
n

]
.
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σ̂√
n
.

100(1−α)% διάστηµα εµπιστοσύνης (ασυµπτωτικό) για το µ = T (F )[
Xn − zα/2

σ̂√
n
,Xn + zα/2

σ̂√
n

]
.

Π. Παπασταµούλης Μη Παραµετρική Στατιστική 2026 35 / 60



Παράδειγµα I: µέση τιµή
΄Εστω µ = T (F ) =

∫
xdF .

Είναι γραµµικό συναρτησιακό της F µε α(x) = x.
Εκτιµητής αντικατάστασης :

µ̂ =

∫
xdF̂n(x) =

1

n

n∑
i=1

α(Xi) =
1

n

n∑
i=1

Xi = Xn.

Είναι Var(µ̂) =
σ2

n

Τυπικό σφάλµα: se =
√
Var(µ̂) =

σ√
n
.

΄Εστω σ̂ εκτιµητής του σ.

Plug-in εκτιµητής του τυπικού σφάλµατος : ŝe =
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Παράδειγµα II: διασπορά
΄Εστω σ2 = T (F ) =

∫
(x− µ)2dF .

Επειδή µ =
∫
xdF (x), ισχύει ότι σ2 =

∫
x2dF (x)−

(∫
xdF (x)

)2.
Εκτιµητής αντικατάστασης :

σ̂2 =

∫
x2dF̂n(x)−

(∫
xdF̂n(x)

)2

=
1

n

n∑
i=1

X2
i −

(
1

n

n∑
i=1

Xi

)2

=
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)2

=
1

n

n∑
i=1

(Xi − µ̂)2.

Παρατηρήστε ότι σ̂2 ̸= S2
n = 1

n−1

∑n
i=1(Xi −X)2.
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Παράδειγµα III: λοξότητα

΄Εστω µ και σ2 η µέση τιµή και διασπορά της τυχαίας µεταβλητής X.

Η λοξότητα ορίζεται ως

κ =
E(X − µ)3

σ3
=

∫
(x− µ)3dF (x){∫

(x− µ)2dF (x)
}3/2

και µετράει την ασυµµετρία της κατανοµής της X.
΄Εχουµε ότι µ̂ = Xn και σ̂2 = 1

n

∑n
i=1(Xi − µ̂)2.

Εκτιµητής αντικατάστασης του κ

κ̂ =

∫
(x− µ)3dF̂n(x){∫

(x− µ)2dF̂n(x)
}3/2

=
1
n

∑n
i=1(Xi − µ̂)3

σ̂3
.
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Εφαρµογή
΄Εστω τυχαίο δείγµα µεγέθους n = 10:

(−0.90, 0.18, 1.59,−1.13,−0.08, 0.13, 0.71,−0.24, 1.98,−0.14).

Να υπολογιστούν οι εκτιµητές αντικατάστασης για τη µέση τιµή,
διασπορά και λοξότητα της κατανοµής των δεδοµένων και ένα 95% Α.∆.Ε
για τη µέση τιµή.

µ̂ = 0.21
σ̂2 ≈ 0.87 (παρατηρήστε ότι αυτό είναι διαφορετικό του S2

n)
κ̂ ≈ 0.54
Παρατήρηση: η παραπάνω εκτίµηση της λοξότητας υπολογίζεται
στην R µέσω της εντολής skewness(x, type = 1) του πακέτου
’e1071’.
95% Α.∆.Ε για το µ: [−0.37, 0.79]
Παρατήρηση: η εκτίµηση του τυπικού σφάλµατος του δειγµατικού
µέσου υπολογίστηκε ως :

ŝe =
σ̂√
n
≈

√
0.87√
10

≈ 0.31.
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Εφαρµογή
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Παράδειγµα IV: συντελεστής συσχέτισης
΄Εστω Z = (X,Y ) διδιάστατη τυχαία µετάβλητη µε συνάρτηση
κατανοµής F (x, y).

Συντελεστής συσχέτισης ρ = T (F ) = E(X−µX)(Y−µY )
σXσY

= E(XY )−µXµY

σXσY

Προφανώς T (F ) = g(T1(F ), T2(F ), T3(F ), T4(F ), T5(F )), όπου
T1(F ) =

∫
xdF (z) T2(F ) =

∫
ydF (z) T3(F ) =

∫
xydF (z)

T4(F ) =
∫
x2dF (z) T5(F ) =

∫
y2dF (z)

και
g(t1, t2, t3, t4, t5) =

t3 − t1t2√(
t4 − t21

) (
t5 − t22

) .
Αντικαθιστώντας την F µε F̂n στις T1(F ), T2(F ), T3(F ), T4(F ), T5(F )
προκύπτει ότι ο εκτιµητής αντικατάστασης είναι

ρ̂ = g(T1(F̂n), T2(F̂n), T3(F̂n), T4(F̂n), T5(F̂n))

=

∑n
i=1(Xi −Xn)(Yi − Y n)√∑n

i=1

(
Xi −Xn

)2√∑n
i=1

(
Yi − Y n

)2
δηλαδή ο δειγµατικός συντελεστής συσχέτισης.
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Παράδειγµα V: ποσοστιαία σηµεία

Υπενθύµιση ορισµού: (κάτω) p-ποσοστιαίο σηµείο
▶ Για F γνησίως αύξουσα qp = F−1(p)
▶ δηλαδή το qp είναι το µοναδικό µέλος του συνόλου {x : F (x) = p}
▶ Γενικός ορισµός µέσω γενικευµένης αντίστροφης συνάρτησης :

qp = F−1(p) = inf{x : F (x) ⩾ p}, p ∈ (0, 1).

Εκτιµητής αντικατάστασης

q̂p = F̂−1
n (p)

= inf{x : F̂n(x) ⩾ p}
= X[j]

όπου
▶ (X[1], . . . , X[n]) είναι το διατεταγµένο δείγµα

▶ j ο δείκτης για τον οποίον
j − 1

n
< p ⩽

j

n
Το q̂p είναι το δειγµατικό (κάτω) p-ποσοστιαίο σηµείο.
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Παράδειγµα V: ποσοστιαία σηµεία
Παράδειγµα: ο εκτιµητής του q0.5 (διάµεσος)

q̂0.5 = F̂−1
n (0.5)

= inf{x : F̂n(x) ⩾ 0.5}

=

{
X[n/2], αν n άρτιος
X[(n+1)/2], αν n περιττός

Παράδειγµα: εκτιµητής του q0.9

q̂0.9 = F̂−1
n (0.9)

= inf{x : F̂n(x) ⩾ 0.9}
= X[j]

όπου j ο δείκτης για τον οποίον : j−1
n < 0.9 ⩽ j

n . Πχ:
▶ Αν n = 10: q̂0.9 = X[9] διότι : 9−1

10 = 0.8 < 0.9 ⩽ 9
10 = 0.9.

▶ Αν n = 11: q̂0.9 = X[10] διότι : 10−1
11 ≈ 0.82 < 0.9 ⩽ 10

11 ≈ 0.91.
Παρατήρηση: στην R quantile(..., type = 1).
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Παράδειγµα V: ποσοστιαία σηµεία
∆εδοµένα: (−0.90, 0.18, 1.59,−1.13,−0.08, 0.13, 0.71,−0.24, 1.98,−0.14)

x F̂n(x)

(−∞,−1.13) 0
[−1.13,−0.90) 1/10
[−0.90,−0.24) 2/10
[−0.24,−0.14) 3/10
[−0.14,−0.08) 4/10
[−0.08, 0.13) 5/10
[0.13, 0.18) 6/10
[0.18, 0.71) 7/10
[0.71, 1.59) 8/10
[1.59, 1.98) 9/10
[1.98,∞) 1 −3 −2 −1 0 1 2 3

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

ecdf(x)

x

F
n(

x)

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

q̂0.5 = −0.08

q̂0.9 = 1.59

q̂0.86 = 1.59
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Εφαρµογή: ∆ιαστήµατα εµπιστοσύνης για ποσοστιαία
σηµεία

Ακριβή: µέσω της διωνυµικής κατανοµής
Ασυµπτωτικά: µέθοδος ∆έλτα
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∆ιωνυµικά ∆ιαστήµατα εµπιστοσύνης για ποσοστιαία
σηµεία

Σκοπός : κατασκευή 100(1− α)% ∆.Ε για το qp

Αρκεί να επιλέξουµε r < s τέτοια ώστε :

P
(
X[r] < qp ⩽ X[s]

)
⩾ 1− α

Παρατηρούµε ότι

P
(
X[r] < qp ⩽ X[s]

)
= 1−

{
P
(
X[r] ⩾ qp

)
+ P

(
X[s] < qp

)}
Αρκεί το άθροισµα στις αγκύλες να είναι ⩽ α:

P
(
X[r] ⩾ qp

)
⩽

α

2

P
(
X[s] < qp

)
⩽

α

2
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X[s] < qp

)
⩽

α

2

Π. Παπασταµούλης Μη Παραµετρική Στατιστική 2026 44 / 60



∆ιωνυµικά ∆ιαστήµατα εµπιστοσύνης για ποσοστιαία
σηµεία
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∆ιωνυµικά ∆ιαστήµατα εµπιστοσύνης για ποσοστιαία
σηµεία{

X[s] < qp
}

: τουλάχιστον s παρατηρήσεις είναι µικρότερες του qp{
X[r] ⩾ qp

}
: το πολύ r − 1 παρατηρήσεις είναι µικρότερες του qp

Ορίζω Y =
∑n

i=1 I{Xi < qp}
Για συνεχή F : P(X1 < qp) = P(X1 ⩽ qp) = p

Επειδή Xi ανεξάρτητες και ισόνοµες : Y ∼ B(n, p)
Οπότε

P
(
X[s] ⩽ qp

)
= P(Y ⩾ s) =

n∑
i=s

(
n

i

)
pi(1− p)n−i

Οµοίως :

P
(
X[r] ⩾ qp

)
= 1− P

(
X[r] < qp

)
= 1− P(Y ⩾ r) =

r−1∑
i=0

(
n

i

)
pi(1− p)n−i
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∆ιωνυµικά ∆ιαστήµατα εµπιστοσύνης για ποσοστιαία
σηµεία
Συνοψίζοντας, δείξαµε την

Πρόταση
Το τυχαίο διάστηµα (

X[r], X[s]

]
όπου

r = max{k = 0, 1, . . . , n : Fn,p(k − 1) ⩽ α/2}
s = min{k = 1, . . . , n+ 1 : Fn,p(k − 1) ⩾ 1− α/2}
Fn,p(·) είναι η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής της B(n, p)

είναι ένα 100(1− α)% διάστηµα εµπιστοσύνης για το qp, p ∈ (0, 1).

Σχόλια

Στην πρόταση πρέπει να ορίσουµε X[0] = −∞ και X[n+1] = ∞.
Το προηγούµενο ∆.Ε είναι συντηρητικό.
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Εφαρµογή
΄Εστω (−0.90, 0.18, 1.59,−1.13,−0.08, 0.13, 0.71,−0.24, 1.98,−0.14). Να
υπολογιστεί το 95% ∆ιωνυµικό διάστηµα εµπιστοσύνης για τη διάµεσο.

∆ιάµεσος : q0.5 (και σηµειακά: q̂0.5 = −0.08)
Fn,p = F10,0.5: συνάρτηση κατανοµής της B(10, 0.5)
Υπολογισµός r και s

k F10,0.5(k − 1) x[k]

0 0.000 −∞
1 0.001 -1.13
2 0.011 -0.90
3 0.055 -0.24
4 0.172 -0.14
5 0.377 -0.08
6 0.623 0.13
7 0.828 0.18
8 0.945 0.71
9 0.989 1.59

10 0.999 1.98
11 1.000 ∞

α = 0.05

r = max{k = 0, 1, . . . , 10 : F10,0.5(k − 1) ⩽ 0.025}
= 2 ⇒
x[r] = x[2] = −0.90

s = min{k = 1, . . . , 11 : F10,0.5(k − 1) ⩾ 0.975}
= 9 ⇒
x[s] = x[9] = 1.59

95% ∆.Ε για τη διάµεσο:
(
x[2], x[9]

]
= (−0.90, 1.59]
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Εφαρµογή (εντολές R)

> x <- c(-0.90, 0.18, 1.59, -1.13, -0.08, 0.13, 0.71,
+ -0.24, 1.98, -0.14)
> n <- length(x)
> p <- 0.5
> cbind(0:(n+1), pbinom(q=(-1):n, size = n, prob = p)

+ c(-Inf, sort(x), Inf))
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Κάποιοι προβληµατισµοί

Γνωρίζουµε ότι F̂n είναι «κοντά» στην F (για κάθε F ).

Είναι αυτό επαρκές για να έχουµε T (F̂n) κοντά στην T (F );
΄Οχι απαραίτητα
Αντιπαράδειγµα:

▶ έστω F παραγωγίσιµη µε συνάρτηση πυκνότητας f(x).
▶ έστω T (F ) = F ′(x)|x=x0

= f(x0)
▶ Η F̂n δεν είναι παραγωγίσιµη στα x0 = x1, . . . , xn, ενώ για

x0 ̸= x1, . . . , xn έχουµε F̂ ′
n(x0) = 0.

Η συνέπεια και η ασυµπτωτική κανονικότητα εκτιµητών
συναρτησιακών της F απαιτούν επί πλέον ιδιότητες για την T (F )
όπως η συνέχεια και η διαφορισιµότητα συναρτησιακών.
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Ορισµός
΄Εστω T ένα συναρτησιακό, F είναι συνάρτηση κατανοµής στο R και δx
είναι η εκφυλισµένη κατανοµή στο x. Τότε η συνάρτηση επιρροής
(Influence Function) ορίζεται ως,

IFF (x) = lim
ε→0

T ((1− ε)F + εδx)− T (F )

ε
,

αν το όριο υπάρχει για κάθε x ∈ R.

Αν αλλοιώσω ελαφρώς τα δεδοµένα σε ένα µόνο σηµείο,
πόσο αλλάζει ο εκτιµητής µου ;
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Υπενθυµίζεται ότι δx(y) είναι ένα σηµείο µάζας στο x ∈ R, αν

δx(y) =

{
1 , y ⩾ x,
0 , y < x.

Ουσιαστικά, η συνάρτηση επιρροής είναι η παράγωγος του
συναρτησιακού T (F ) στην κατεύθυνση του δx. ∆ηλαδή, αν ϑεωρήσουµε
Fε = (1− ε)F + εδx, τότε

IFF (x) =
d

dε
T (Fε)

∣∣∣∣
ε=0

, (2)

υπό την προϋπόθεση ότι υπάρχει η παράγωγος.

Π. Παπασταµούλης Μη Παραµετρική Στατιστική 2026 51 / 60



Influence Function: Μέσος vs ∆ιάµεσος
Μέσος
Για T (F ) = E[X],

IF(x)F = x− E[X]

Μη ϕραγµένο influence function
΄Ενα outlier µπορεί να επηρεάσει αυθαίρετα τον εκτιµητή

∆ιάµεσος
Για διάµεσο m,

IF(x)F =
1

2f(m)
sign(x−m)

Φραγµένο influence function
Ανθεκτική σε ακραίες τιµές
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Ορισµός

΄Εστω X1, X2, . . . , Xn, είναι ένα τυχαίο δείγµα από έναν πληθυσµό µε
α.σ.κ. F (·). Η εµπειρική συνάρτηση επιρροής συµβολίζεται µε ÎF(x)

και ορίζεται ως εξής : ÎF(x) = IFFn(x), δηλαδή,

ÎF(x) = lim
ε→0

T ((1− ε)Fn + εδx)− T (Fn)

ε
.
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Παράδειγµα

Μέσος
Για T (F ) = E[X],

ÎF(x) = x− x̄.

Μη ϕραγµένη ως συνάρτηση του x

∆ιάµεσος

΄Εστω m̂ η εµπειρική διάµεσος και f̂(m̂) εκτίµηση της πυκνότητας στο m̂.

ÎF(x) =
1

2 f̂(m̂)
sign(x− m̂).

Φραγµένη ως συνάρτηση του x
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Αξιολόγηση της Empirical IF στις Παρατηρήσεις
Η εµπειρική συνάρτηση επιρροής είναι συνάρτηση του x.

Στην πράξη µας ενδιαφέρει η επίδραση κάθε παρατήρησης :

ÎF(x1), ÎF(x2), . . . , ÎF(xn)

Μέσος

ÎF(xi) = xi − x̄, i = 1, . . . , n

∆ιάµεσος

ÎF(xi) =
1

2 f̂(m̂)
sign(xi − m̂), i = 1, . . . , n

Σηµείωση: Αυτά τα ÎF(xi) χρησιµοποιούνται για τον υπολογισµό της
ασυµπτωτικής διασποράς (µεταξύ άλλων).
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Θεώρηµα
΄Εστω T (F ) =

∫
a(x)dF (x) είναι ένα γραµµικό συναρτησιακό, τότε

1 IFF (x) = a(x)− T (F ) και ÎF(x) = a(x)− T (Fn).

2 Για οποιαδήποτε συνάρτηση κατανοµής G,

T (G) = T (F ) +

∫
IFF (x)dG(x). (3)

3
∫
IFF (x)dF (x) = 0.

4 ΄Εστω τ2 =
∫
IF2

F (x)dF (x). Τότε, τ2 =
∫
(a(x)− T (F ))2dF (x) και, αν

τ2 < ∞, √
n(T (F )− T (Fn)) → N (0, τ2). (4)

5 ΄Εστω τ̂2 =
1

n

n∑
i=1

ÎF
2
(Xi) =

1

n

n∑
i=1

(a(Xi)− T (Fn))
2. Τότε, τ̂2

P→ τ2 και

ŝe/se
P→ 1, όπου ŝe = τ̂ /

√
n και se =

√
Var(T (Fn)).

6 √
n(T (F )− T (Fn))

τ̂
→ N (0, 1). (5)
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Παρατηρήσεις

Η συνάρτηση επιρροής συµπεριφέρεται όπως η συνάρτηση σκορ
στην παραµετρική στατιστική συµπερασµατολογία :∫

IFF (x)dF (x) = 0 και Var(T (Fn)) =

∫
IF2

F (x)dF (x)/n.

Από τη σχέση (5) του Θεωρήµατος προκύπτει ότι η στατιστική

συνάρτηση
T (F )− T (Fn)

ŝe
ακολουθεί (προσεγγιστικά) την κατανοµή

N (0, 1). Το αποτέλεσµα αυτό είναι γνωστό στη ϐιβλιογραφία ως µη
παραµετρική µέθοδος ∆έλτα.
Από την κανονική προσέγγιση προκύπτει το ασυµπτωτικό διάστηµα
εµπιστοσύνης για το γραµµικό συναρτησιακό T (F ).
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∆ιάστηµα Εµπιστοσύνης µε τη Μη Παραµετρική Μέθοδο
∆έλτα
Θεώρηµα
΄Εστω X1, X2, . . . , Xn είναι ένα τυχαίο δείγµα από έναν πληθυσµό µε αθροιστική
συνάρτηση κατανοµής F (·) και T (F ) ένα γραµµικό συναρτησιακό. Υποθέτουµε
ότι :

τ2 =

∫
(a(x)− T (F ))2dF (x) < ∞.

Τότε ένα 100(1− a)% ασυµπτωτικό διάστηµα εµπιστοσύνης για το γραµµικό
συναρτησιακό T (F ) είναι το :(

T (Fn)− za/2
τ̂√
n
, T (Fn) + za/2

τ̂√
n

)
(6)

ή ισοδύναµα το (
T (Fn)− za/2ŝe, T (Fn) + za/2ŝe

)
όπου ŝe =

τ̂√
n

, µε τ̂2 =
1

n

n∑
i=1

(a(Xi)− T (Fn))
2.
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Ασυµπτωτικό ∆Ε για τη Μέση Τιµή µε τη Μη
Παραµετρική Μέθοδο ∆έλτα

Παράδειγµα

΄Εστω X1, X2, . . . , Xn είναι ένα τυχαίο δείγµα από έναν πληθυσµό µε
αθροιστική συνάρτηση κατανοµής F (·). ΄Εστω ότι

τ2 =

∫
(a(x)− T (F ))2dF (x) =

∫
(x− θ)2dF (x) < ∞.

Να δείξετε ότι το τυχαίο διάστηµα

(X̄ − za/2ŝe, X̄ + za/2ŝe),

όπου ŝe =
τ̂√
n

είναι ένα 100(1− a)%, κατά σηµείο, ασυµπτωτικό

διάστηµα εµπιστοσύνης για την πληθυσµιακή µέση τιµή θ.
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Ασυµπτωτικό ∆Ε για την F (β) µε τη Μη Παραµετρική
Μέθοδο ∆έλτα
Παράδειγµα
΄Εστω X1, X2, . . . , Xn είναι ένα τυχαίο δείγµα από έναν πληθυσµό µε
αθροιστική συνάρτηση κατανοµής F (·). ΄Εστω ότι

τ̂2 =
1

n

n∑
i=1

{δXi(β)− F̂n(β)}2

όπου F̂n(·) η εµπειρική συνάρτηση κατανοµής. Να δείξετε ότι το τυχαίο
διάστηµα

(F̂n(β)− za/2ŝe, F̂n(β) + za/2ŝe),

όπου ŝe = τ̂ /
√
n είναι ένα 100(1− a)% ασυµπτωτικό διάστηµα

εµπιστοσύνης για την F (β).

Να δείξετε ότι το παραπάνω συµπίπτει µε το Ασυµπτωτικό ∆Ε Wald
(σελίδα 17)
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