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΄Ασκηση 1. ΄Εστω X1, . . . , Xn τυχαίο δείγµα από κατανοµή µε διασπορά σ2 και ϑεωρήστε
τον εκτιµητή αντικατάστασης της διασποράς Tn := σ̂2 = 1

n

∑n
i=1(Xi − X̄)2. Να δείξετε ότι

Tjack = S2

όπου Tjack είναι ο jackknife εκτιµητής της διασποράς και S2 = 1
n−1

∑n
i=1(Xi − X̄)2.

Hint για την απόδειξη: στη διάλεξη δείξαµε τη σχέση

nσ̂2 =
1

n

(n− 1)

n∑
i=1

X2
i −

n∑
i=1

∑
j ̸=i

XiXj

 .

΄Ασκηση 2. Θεωρήστε το αρχείο δεδοµένων income.txt που είναι διαθέσιµο στο e-class
(κατηγορία ΄Εγγραφα/Υλικό Παπασταµούλη/datasets), το οποίο καταγράφει τα εισοδήµα-
τα για τυχαίο δείγµα 25 ατόµων από τρία διαφορετικά χωριά A, B και C. Ο συντελεστής
Gini χρησιµοποιείται από τους οικονοµολόγους για µέτρηση της ανισοκατανοµής του ει-
σοδήµατος σε έναν πληθυσµό και δίνεται από τον τύπο

G =

∑n
i=1

∑n
j=1 |xi − xj |
2n2x̄

.

Τιµές κοντά στο 0 εκφράζουν ισοκατανοµή του εισοδήµατος, ενώ τιµές κοντά στο 1 εκ-
ϕράζουν ανισοκατανοµή του εισοδήµατος. Για κάθε χωριό χρησιµοποιήστε jackknife για
να

1. εκτιµήσετε την µεροληψία του δειγµατικού συντελεστή Gini

2. εκτιµήσετε το τυπικό σφάλµα του δειγµατικού συντελεστή Gini

3. υπολογίσετε 95% ασυµπτωτικό διάστηµα εµπιστοσύνης ίσων ουρών για τον πληθυ-
σµιακό συντελεστή Gini.

Να συγκεντρώσετε τα αποτελέσµατά σας σε εναν 3× 5 πίνακα όπου οι στήλες αντιστοιχούν
σε : σηµειακή εκτίµηση, εκτίµηση µεροληψίας, εκτίµηση τυπικού σφάλµατος, άνω και
κάτω όριο του ∆Ε, για κάθε ένα από τα τρία χωριά A, B και C.
Χρησιµοποιήστε δικές σας εντολές και να συγκρίνετε την απαντησή σας και µε το πακέτο
boot.

΄Ασκηση 3. ΄Εστω X (Y , αντίστοιχα) η τυχαία µεταβλητή που παριστάνει τον πληθυσµό σε
χιλιάδες µιας πόλης των Ηνωµένων Πολιτειών Αµερικής το έτος 1920 (1930, αντίστοιχα).
΄Εστω (Xi, Yi), i = 1, . . . , n, τυχαίο δείγµα n το πλήθος πόλεων των Ηνωµένων Πολιτειών
Αµερικής τα έτη 1920 και 1930, αντίστοιχα. Ενδιαφέρει η εκτίµηση του συνολικού πλη-
ϑυσµού, έστω d, των ΗΠΑ το 1930, µε ϐάση το συγκεκριµένο δείγµα και γνωρίζοντας ότι
το 1920 ο πληθυσµός των ΗΠΑ ήταν ίσος µε a. Αν οι ΗΠΑ έχουν συνολικά k το πλήθος
πόλεις, τότε

E(X) = a/k, E(Y ) = d/k

και, εποµένως, ο συνολικός πληθυσµός d το 1930 ϑα είναι

d = aθ,
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https://eclass.aueb.gr/modules/document/file.php/STAT215/%CE%A5%CE%BB%CE%B9%CE%BA%CF%8C%20%CE%A0%CE%B1%CF%80%CE%B1%CF%83%CF%84%CE%B1%CE%BC%CE%BF%CF%8D%CE%BB%CE%B7/datasets/income.txt
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όπου θ = E(Y )
E(X) . Να ϑεωρήσετε τα δεδοµένα του Πίνακα 1 και τον εκτιµητή αντικατάστασης

του λόγου µέσων τιµών θ, δηλαδή

Tn =
Ȳn
X̄n

όπου X̄n και Ȳn οι δειγµατικοί µέσοι κατά το 1920 και 1930, αντίστοιχα. Να εκτιµήσετε
τη µεροληψία και το τυπικό σφάλµα του Tn µέσω jackknife. Να υπολογίσετε και ένα 95%
προσεγγιστικό διάστηµα εµπιστοσύνης για το d το 1930.

Πίνακας 1: Μέγεθος (σε χιλιάδες κατοίκους) 49 πόλεων των ΗΠΑ το 1920 (xi) και το 1930
(yi).

xi yi xi yi xi yi

138 143 76 80 67 67
93 104 381 464 120 115
61 69 387 459 172 183

179 260 78 106 66 86
48 75 60 57 46 65
37 63 507 634 121 113
29 50 50 64 44 58
23 48 77 89 64 63
30 111 64 77 56 142
2 50 40 60 40 64

38 52 136 139 116 130
46 53 243 291 87 105
71 79 256 288 43 61
25 57 94 85 43 50

298 317 36 46 161 232
74 93 45 53 36 54
50 58
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