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[bookmark: _Toc515533618] Μη παραμετρική παλινδρόμηση Ι: τοπική εξομάλυνση (local smoothing)
[bookmark: _Toc515533622]Επιλογή της h με Cross-validation
[image: ]




Ως συνάρτηση απώλειας, αντί να ολοκληρώνουμε ως προς , παίρνουμε το μέσο πάνω στα  που έχουμε.
Μέσο τετραγωνικό σφάλμα εκτίμησης 
(Average Expected Loss) 


Αυτό σχετίζεται με το μέσο τετραγωνικό σφάλμα πρόγνωσης:
(Average Εxpected Prediction error)

,





όπου  και νέα ανεξάρτητα  από το ίδιο μοντέλο όπως τα αρχικά . Επίσης, θέτοντας :

 
Στόχος: να επιλέξουμε h που ελαχιστοποιεί την AEPE (και την AEL). 


Επιλέγουμε h με Cross-validation: Έστω

,


όπου  η εκτιμήτρια στον υπολογισμό της οποίας αγνοήθηκε η :


  , 

Τότε:					   


Δηλαδή: η είναι μια αμερόληπτη εκτιμήτρια του 

Παράδειγμα. From Patrick Breheny’s course at the university of Kentucky
[image: ]

[image: ]
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Προβλήματα του Nadaraya-Watson και η «τοπική παλινδρόμηση» (lo(w)ess)





Ο NW έχει προβλήματα μεροληψίας στα άκρα (boundaries) των , δηλαδή κοντά στο  και το , αλλά γενικότερα σε σημεία για τα οποία η κατανομή των  δεν είναι συμμετρική ( προσεγγιστικά ) γύρω από το 
Εικόνα από σελίδα 11 του Breheny
[image: ]

Ιδέα (lo(w)ess): 
· 
αντί να προσαρμόσουμε μια σταθερά στην περιοχή του  
· 

( = μέσος όρος των για τα οποία ), 
· 
προσαρμόζουμε μια γραμμική παλινδρόμηση στη περιοχή του ,
· 

(=ελάχιστα τετράγωνα στα  για τα οποία ) 
· 

και παίρνουμε ως  την τιμή της προσαρμοσμένης παλινδρόμησης στο 


Για κάθε  ξεχωριστά βρες  που ελαχιστοποιούν την:



Ακολούθως θέτουμε 
Έτσι: 
[image: ]


Σημείωση1: αυτό ισοδυναμεί με το να τρέξουμε τις παλινδρομήσεις στα κεντραρισμένα στο : 


Έστω  που ελαχιστοποιούν την . Θέτουμε

,

Η εκτιμήτρια  ισούται με τη σταθερά (intercept) της παλινδρόμησης.  

Σημείωση 2: ο NW δίνεται κατά παρόμοιο τρόπο ως ελάχιστο μιας «παλινδρόμησης» πάνω στη σταθερά μόνο:



, όπου  ελαχιστοποιεί την 



Next page:

From: William R. Schucany (2004), Kernel Smoothers: An Overview of Curve Estimators for the First Graduate Course in Nonparametric Statistics, Statistical Science, Vol. 19, No. 4, 663–675


[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
Η ιδέα του loess, μπορεί να επεκταθεί και σε παλινδρομήσεις πάνω σε πολυώνυμα μεγαλύτερου βαθμού, π.χ. τετραγωνικά (ή και περισσότερο )


, όπου  ελαχιστοποιούν την

.
Στη πράξη: 
· 
(γραμμικό) καλύτερο στα όρια (boundaries)
· 
 (τετραγωνικό) καλύτερο στις κορυφές και τα μέγιστα 
· 
 σπάνια χρησιμοποιείται στη πράξη. 

Figure Breheny, p.25
[bookmark: _Toc515533623]
[image: ]
Οι NW και loess ως «γραμμικοί εξομαλυντές» (linear smoothers)
Όλες οι παραπάνω εκτιμήτριες γράφονται στη μορφή







για κατάλληλα σταθμά  που εξαρτώνται από τα  και τα , δηλαδή η εκτιμήτρια μας είναι για κάθε  γραμμικός συνδυασμός των  με κατάλληλους συντελεστές.
Για τον NW αυτό είναι προφανές:




 , άρα 
Για τον loess , θέτουμε 



 και  


Τότε , όπου  και 

.

και άρα .


Αναμενόμενη τιμή και διακύμανση γραμμικού εξομαλυντή
Για ένα γραμμικό εξομαλυντή έχουμε :
· 

· 

Γραφή γραμμικής εξομάλυνσης με πίνακες 
Επίσης έχουμε


 όπου 



Ο L λέγεται πίνακας εξομάλυνσης (smoothing matrix) ή και “hat matrix”. (Hat matrix λέγεται και ο πίνακας προβολής  σε μια γραμμική παλινδρόμηση, καθώς έχουμε , παρομοίως εδώ .




Η i-οστή γραμμή του L είναι η  και αποτελούν τον ισοδύναμο (equivalent ή effective) πυρήνα στον υπολογισμό του . 

Αυτός ο πυρήνας είναι σταθερός (ανεξάρτητος του ) για τον NW, όχι όμως για τον loess. 
Βλέπε p.16 απο Brehemy
Effective kernels

[image: ]



Τα  για NW και loess έχουν τις ιδιότητες ότι:
· 

· 



Τα  για loess μόνον έχουν επιπλέον την ιδιότητα ότι
· 


Η τελευταία ιδιότητα έχει ως συνέπεια να μηδενίζεται μια συνιστώσα της μεροληψίας  για τον loess (αλλα όχι για τον NW ). Ένας πρώτος υπολογισμός δείχνει:









Ειδικότερα αποδεικνύεται ότι:


Πρόταση. Υποθέτοντας ότι τα  iid από πυκνότητα , και επιπλέον πως 

α)  υπάρχει και είναι Lipschitz-συνεχής, 

β)  και 


γ)υπάρχει και είναι φραγμένη, τότε για για  με 


δ) , και ε)  
έχουμε για τους NW και τον loess (γραμμικό):






· 


Ο όρος  του  μηδενίζεται για τον loess, και αφορά τη μεροληψία που ορίζεται στην κατανομή των  : boundary bias και design bias
· 


Πάντως το bias παραμένει  για κατάλληλο  για NW και Loess (με διαφορετικές σταθερές  για το καθένα.


Ενδεικτκή απόδειξη: η   για τον NW, δηλ με 




Με «» να συμβολίζει τη διακύμανση που προέρχεται από τα , και  να συμβολίζει αμαμενόμενη τιμή πάνω στα , έχουμε:













Άρα (αν οι var αριθμητή & παρανομαστή  ) παίρνουμε









Τέλος, με «» να συμβολίζει αναμενόμενη τιμή πάνω στα  ΚΑΙ στα , έχουμε την ακόλουθη πρόταση, με:

 


Πρόταση. Υπό τις προυποθέσεις και υποθέτοντας πως bias  και πως var  παίρνουμε:








Το  που ελαχιστοποιεί την  δίνεται από 


 και 


Παρατήρηση: η τάξη  του AEL είναι χειρότερη απ’ ότι σε παραμετρικά προβλήματα στα οποία είναι . 






Αν πάρουμε τοπική πολυωνυμική παλινδρόμηση με πολ/μα βαθμού  η τάξη του Bias γίνεται . Τότε  και που για μεγάλο  πλησιάζει το  (παραμετρική AEL)
[bookmark: _Toc515533624]Επιλογή της h με Cross-validation (ξανά)



Αποδεικνύεται ότι για γραμμικούς εξομαλυντές με πίνακα εξομάλυνσης  για τον υπολογισμό της  δεν χρειάζεται να υπολογιστούν οι ! Ισχύει η ισότητα:




 , όπου  το οστό στοιχείο της διαγωνίου του .


Συμβουλή: πάντα να εξετάζεται ένα διάγραμμα  έναντι !






Προσεγγιστικά: στην  μπορεί κανείς να υπολογίσει την Generalized Cross-validation , όπου τα  έχουν αντικατασταθεί από τον μέσο όρο τους: , όπου  (στη γραμμική παλινδρόμηση )

.
· 


Σημειώστε ότι η ελαχιστοποίηση του , ισοδυναμεί με ελαχιστοποίηση του , όπου 
· 



Εδώ , άρα η ελαχιστοποίηση του , ισοδυναμεί με το γνωστό , όπου  παίζει το ρόλο του «ισοδύναμου αριθμού των παραμέτρων»






Αποδεικνύεται ότι αν  ελαχιστοποιεί την  και  ελαχιστοποιεί την  (ή AΙC…), τότε:


 και συνεπώς ,
 μια πολύ αργή ταχύτητα σύγκλισης.
Παρ’ όλα αυτά η επιλογή της κατ’ αυτόν τον τρόπο είναι αποτελεσματική: Iσχύει 


 και   και άρα






Με αυτή την έννοια η επιλογή της  με  (ή AΙC…) είναι ασυμπτωτικά αποδοτική: κάνω στο όριο το ίδιο σφάλμα που θα έκανα αν ήξερα το (βέλτιστο)  που ελαχιστοποιεί το σφάλμα (την ).


Example: Figure 5.3 Wassermann
[bookmark: _Toc515533625][image: ]
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