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Πολλαπλό υπόδειγμα με 2 ανεξάρτητες μεταβλητές
• Έστω ένα υπόδειγμα με 2 ανεξάρτητες μεταβλητές

𝑌! = 𝛽"𝑋"! + 𝛽#𝑋#! + 𝛽$𝑋$! + 𝑢! , 𝑖 = 1,… , 𝑛
ή

𝑌! = 𝛽" + 𝛽#𝑋#! + 𝛽$𝑋$! + 𝑢!
όπου 

𝑌! είναι η εξαρτημένη μεταβλητή,
𝑋"! = 1  (αντιπροσωπεύει τη μεταβλητή του σταθερού όρου, σταθερή 
ερμηνευτική μεταβλητή),

𝑋#! , 𝑋$! οι ανεξάρτητες μεταβλητές, 
𝛽" ο σταθερός όρος και 𝛽#, 𝛽$ οι συντελεστές της γραμμικής παλινδρόμησης
𝑢! ο διαταρακτικός όρος



Πολλαπλό υπόδειγμα με 2 ανεξάρτητες μεταβλητές

𝑌! = 𝛽" + 𝛽#𝑋#! + 𝛽$𝑋$! + 𝑢!

• Οι 𝛽#, 𝛽$  λέγονται συντελεστές μερικής παλινδρόμησης (partial
regression coefficients) ή συντελεστές μερικής κλίσης (partial slope
coefficients) επειδή μετρούν μερικές μεταβολές του 𝐸 𝑌!

𝐸 𝑌! = 𝛽" + 𝛽#𝑋#! + 𝛽$𝑋$!
π.χ. 𝛽#  μετράει τη μεταβολή στην μέση τιμή της 𝑌! , 𝐸(𝑌!) , όταν 
μεταβάλλεται η 𝑋#! κατά μία μονάδα, κρατώντας σταθερή την τιμή της 𝑋$! 
(ceteris paribus)

𝛽# = /%&((!)
%*"! *#! +,-. /0123413

= 5&((!)
5*"!



Πολλαπλό υπόδειγμα με 𝑘 ανεξάρτητες μεταβλητές
• Η εξαρτημένη μεταβλητή 𝑌! επηρεάζεται από ένα σύνολο ερμηνευτικών

(ανεξάρτητων) μεταβλητών 𝑋"! , 𝑋#! , … , 𝑋$!

𝑌! = 𝛽%𝑋%! + 𝛽"𝑋"! + 𝛽#𝑋#! +⋯+ 𝛽$𝑋$! + 𝑢!, 𝑖 = 1,… , 𝑛
ή

𝑌! = 𝛽% + 𝛽"𝑋"! + 𝛽#𝑋#! +⋯+ 𝛽$𝑋$! + 𝑢!

όπου 𝑋%! = 1  (αντιπροσωπεύει τη μεταβλητή του σταθερού όρου, σταθερή 
ερμηνευτική μεταβλητή), 𝑋"! , 𝑋#! , … , 𝑋$!  οι ανεξάρτητες μεταβλητές του 
υποδείγματος και 𝛽% ο σταθερός όρος και 𝛽", 𝛽#, … , 𝛽$ οι 𝑘-συντελεστές που 
αντιστοιχούν στις ανεξάρτητες μεταβλητές → 𝑘 + 1
• Η μέθοδος εκτίμησης, ΕΤ του πολλαπλού γραμμικού υποδείγματος είναι μια 

γενίκευση της απλής περίπτωσης για 𝑘 = 1



Υποθέσεις πολλαπλού υποδείγματος
1. Το υπόδειγμα είναι γραμμικό ως προς τις παραμέτρους 

𝑌! = 𝛽" + 𝛽#𝑋#! + 𝛽$𝑋$! +⋯+ 𝛽6𝑋6! + 𝑢! , 𝑖 = 1,… , 𝑛
2. 𝛦(𝑢!) = 0, ∀𝑖
3. 𝑣𝑎𝑟(𝑢!) = 𝐸(𝑢!$) = 𝜎$, ∀𝑖
4. 𝑐𝑜𝑣(𝑢! , 𝑢7) = 0, ∀𝑖 ≠ 𝑗 (απουσία αυτοσυσχέτισης/ανεξαρτησία)

5. Απουσία πολυσυγγραμμικότητας μεταξύ των ερμηνευτικών μεταβλητών 
Δεν υπάρχουν «τέλειες» γραμμικές σχέσεις μεταξύ των ερμηνευτικών 
μεταβλητών (no perfect collinearity)

6. Ο διαταρακτικός όρος ακολουθεί την κανονική κατανομή 
𝑢!~𝑁 0, 𝜎$ , ∀𝑖
Σημείωση: 𝑋#! , 𝑋$! , … , 𝑋6! είναι σταθερές σε επαναλαμβανόμενα δείγματα

Ι/ΙΙ



Υποθέσεις πολλαπλού υποδείγματος
1. Το υπόδειγμα είναι γραμμικό ως προς τις παραμέτρους 

𝑌! = 𝛽" + 𝛽#𝑋#! + 𝛽$𝑋$! +⋯+ 𝛽6𝑋6! + 𝑢! , 𝑖 = 1,… , 𝑛
2. 𝛦 𝑢! 𝑋#! , 𝑋$! , … , 𝑋6! = 0, ∀𝑖

3. 𝑣𝑎𝑟 𝑢! 𝑋#! , 𝑋$! , … , 𝑋6! = 𝐸 𝑢!$ 𝑋#! , 𝑋$! , … , 𝑋6! = 𝜎$, ∀𝑖

4. 𝑐𝑜𝑣 𝑢! , 𝑢7 𝑋#! , 𝑋$! , … , 𝑋6! = 0, ∀𝑖 ≠ 𝑗
5. Απουσία «τέλειας» πολυσυγγραμμικότητας μεταξύ των ερμηνευτικών 
μεταβλητών Δεν υπάρχουν «τέλειες» γραμμικές σχέσεις μεταξύ των
ερμηνευτικών μεταβλητών (no perfect multicollinearity)
6. Ο διαταρακτικός όρος ακολουθεί την κανονική κατανομή 
𝑢!|𝑋#! , 𝑋$! , … , 𝑋6!~𝑁 0, 𝜎$ , ∀𝑖
Σημείωση: αν οι 𝑋#! , 𝑋$! , … , 𝑋6! στοχαστικές (τυχαίες μεταβλητές)

ΙΙ/ΙΙ



Εξωγένεια
𝛦(𝑢!) = 0, ∀𝑖 ή 𝛦 𝑢! 𝑋#! , 𝑋$! , … , 𝑋6! = 0, ∀𝑖

• Η υπόθεση του μηδενικού δεσμευμένου μέσου συνεπάγεται 
𝑐𝑜𝑣 𝑋6! , 𝑢! = 𝐸 𝑋6!𝑢! = 0, 𝑘 = 1,… , 𝑘
• Αν η υπόθεση ικανοποιείται τότε έχουμε εξωγενείς ερμηνευτικές 

μεταβλητές
• Αν δεν ικανοποιείται έχουμε ενδογενείς ερμηνευτικές μεταβλητές → η 

μέθοδος ΕΤ δεν είναι κατάλληλη

• Παράλειψη μιας «σημαντικής» μεταβλητής η οποία σχετίζεται με κάποια 
από τις 𝑋#! , 𝑋$! , … , 𝑋6! → παραβίαση της υπόθεσης
• 𝑐𝑜𝑛𝑠 = 𝛽" + 𝛽#𝑖𝑛𝑐 + 𝑢 vs. 𝑐𝑜𝑛𝑠 = 𝛽" + 𝛽#𝑖𝑛𝑐 + 𝛽$𝑖𝑛𝑐$ + 𝑢

• Λάθος εξειδίκευση του υποδείγματος

Υποθέσεις πολλαπλού υποδείγματος



Πολυσυγγραμμικότητα

ØΤέλεια ή πλήρης πολυσυγγραμικότητα: αν μια ανεξάρτητη μεταβλητή είναι 
«τέλειος» γραμμικός συνδυασμός με μια άλλη ανεξάρτητη μεταβλητή 
• Σε αυτή την περίπτωση το υπόδειγμα δεν μπορεί να εκτιμηθεί με τη 

μέθοδο ΕΤ
• π.χ. 𝑣𝑜𝑡𝑒𝐴 = 𝛽" + 𝛽#𝑒𝑥𝑝𝑒𝑛𝑑𝐴 + 𝛽$𝑒𝑥𝑝𝑒𝑛𝑑𝐵 + 𝛽8𝑡𝑜𝑡𝑒𝑥𝑝𝑒𝑛𝑑 + 𝑢
• 𝑣𝑜𝑡𝑒𝐴: ποσοστό ψήφων για τον υποψήφιο A, 𝑒𝑥𝑝𝑒𝑛𝑑𝐴 και 𝑒𝑥𝑝𝑒𝑛𝑑𝐵: 

δαπάνες για την προεκλογική εκστρατεία του υποψηφίου A και B και 
𝑡𝑜𝑡𝑒𝑥𝑝𝑒𝑛𝑑: συνολικές δαπάνες
• 𝑡𝑜𝑡𝑒𝑥𝑝𝑒𝑛𝑑 = 𝑒𝑥𝑝𝑒𝑛𝑑𝐴 + 𝑒𝑥𝑝𝑒𝑛𝑑𝐵

Υποθέσεις πολλαπλού υποδείγματος Ι/ΙΙ



Πολυσυγγραμμικότητα

(συνέχεια)
ØΟι ανεξάρτητες μεταβλητές μπορούν να συσχετίζονται, αλλά όχι τέλεια
• π.χ. 𝑎𝑣𝑔𝑠𝑐𝑜𝑟𝑒 = 𝛽" + 𝛽#𝑒𝑥𝑝𝑒𝑛𝑑 + 𝛽$𝑎𝑣𝑔𝑖𝑛𝑐 + 𝑢
• 𝑎𝑣𝑔𝑠𝑐𝑜𝑟𝑒: μέσο test score, 𝑒𝑥𝑝𝑒𝑛𝑑: δαπάνες για εκπαίδευση και 
𝑎𝑣𝑔𝑖𝑛𝑐: μέσο οικογενειακό εισόδημα
• 𝑒𝑥𝑝𝑒𝑛𝑑 και 𝑎𝑣𝑔𝑖𝑛𝑐 έχουν κάποια συσχέτιση αλλά ότι τέλεια
• Οι οικογένειες με υψηλότερο μέσο εισόδημα θα ξοδεύουν περισσότερα 

χρήματα στην εκπαίδευση

Υποθέσεις πολλαπλού υποδείγματος ΙI/ΙΙ



Η Μέθοδος Ελαχίστων Τετραγώνων

üΈστω το υπόδειγμα
𝑌! = 𝛽" + 𝛽#𝑋#! + 𝛽$𝑋$! + 𝑢!

üΜέθοδος ελαχίστων τετραγώνων (ΕΤ, ordinary least squares, OLS ή LS): 
εκτιμητές (εκτιμήσεις) για τους συντελεστές 𝛽" , 𝛽#  και 𝛽$  που 
ελαχιστοποιούν την συνάρτηση του αθροίσματος των τετραγώνων των 
καταλοίπων (residual sum of squares, RSS):

 RSS J𝛽", J𝛽#, J𝛽$ ≡ ∑!9#: M𝑢!$

I/V



Η Μέθοδος Ελαχίστων Τετραγώνων

üΤο πρόβλημα της μεθόδου ΕΤ λύνεται ως εξής:

 ελαχ
;<$,;<",;<#

 RSS J𝛽", J𝛽#, J𝛽$ ≡ ελαχ
;<$,;<",;<#

∑!9#: M𝑢!$ = ελαχ
;<$,;<"

∑!9#: 𝑌! − O𝑌!
$

= ελαχ
;<$,;<",;<#

∑!9#: 𝑌! − J𝛽" + J𝛽#𝑋#! + J𝛽$𝑋$!
$

       = ελαχ
;<$,;<",;<#

∑!9#: 𝑌! − J𝛽" − J𝛽#𝑋#! − J𝛽$𝑋$!
$
 (1)

• Οι λύσεις που προκύπτουν από το πρόβλημα (1) είναι οι εκτιμητές 
ελαχίστων τετραγώνων

IΙ/V



Η Μέθοδος Ελαχίστων Τετραγώνων
Για τη λύση της (1) απαιτείται ικανοποίηση των συνθηκών πρώτης και 
δεύτερης τάξης:

Συνθήκες πρώτης τάξης (first order conditions - FOC):
5
5;<$

∑!9#: M𝑢!$ = 0, 5
5;<"

∑!9#: M𝑢!$ = 0 και 5
5;<#

∑!9#: M𝑢!$ = 0	 (2α)

   
Συνθήκες δεύτερης τάξης (second order conditions-SOC):

5#

5;<$#
∑!9#: M𝑢!$ > 0, 5

#

5;<"#
∑!9#: M𝑢!$ > 0 και 5#

5;<##
∑!9#: M𝑢!$ > 0 (2β)

 
• από τις συνθήκες πρώτης τάξης προκύπτουν οι εκτιμητές ΕΤ
• οι συνθήκες δεύτερης τάξης είναι οι ικανές συνθήκες για την επίτευξη του 

ελάχιστου στην συνάρτηση (1)

IIΙ/V



Η Μέθοδος Ελαχίστων Τετραγώνων

Από τις συνθήκες πρώτης τάξης προκύπτουν οι εκτιμητές ελαχίστων 
τετραγώνων J𝛽", J𝛽# και J𝛽$ ως 

5
5;<$

∑!9#: M𝑢!$ 	= ⋯ = −2∑!9#: 𝑌! − J𝛽" − J𝛽#𝑋#! − J𝛽$𝑋$! = 0

⇒ ∑!9#: 𝑌! = 𝑛 J𝛽" + J𝛽# ∑!9#: 𝑋#! + J𝛽# ∑!9#: 𝑋$!
5
5;<"

∑!9#: M𝑢!$ 	= 	… = −2∑!9#: 𝑌! − J𝛽" − J𝛽#𝑋#! − J𝛽$𝑋$! 𝑋#! = 0 

⇒ ∑!9#: 𝑌!𝑋#! = J𝛽" ∑!9#: 𝑋#! + J𝛽# ∑!9#: 𝑋#!$ + J𝛽$ ∑!9#: 𝑋#!𝑋$! 
5
5;<#

∑!9#: M𝑢!$ 	= 	… = −2∑!9#: 𝑌! − J𝛽" − J𝛽#𝑋#! − J𝛽$𝑋$! 𝑋$! = 0 

⇒ ∑!9#: 𝑌!𝑋$! = J𝛽" ∑!9#: 𝑋$! + J𝛽# ∑!9#: 𝑋#!𝑋$! + J𝛽$ ∑!9#: 𝑋$!$  

IV/V



Η Μέθοδος Ελαχίστων Τετραγώνων
• Λύνοντάς το σύστημα εξισώσεων προκύπτουν οι εκτιμητές των συντελεστών της 

γραμμής παλινδρόμησης του δείγματος 

!𝛽! =
∑!"#
$ #!$#! ∑!"#

$ $%!
% % ∑!"#

$ #!$%! ∑!"#
$ $#!$%!

∑!"#
$ $#!

% ∑!"#
$ $%!

% % ∑!"#
$ $#!$%!

%

= &'( #!,$#! (*+ $%! %&'( #!,$%! &'( $#!,$%!
(*+ $#! (*+ $%! %&'( $#!,$%! %

!𝛽, =
∑!"#
$ #!$%! ∑!"#

$ $#!
% % ∑!"#

$ #!$#! ∑!"#
$ $#!$%!

∑!"#
$ $#!

% ∑!"#
$ $%!

% % ∑!"#
$ $#!$%!

%

= &'( #!,$%! (*+ $#! %&'( #!,$#! &'( $#!,$%!
(*+ $#! (*+ $%! %&'( $#!,$%! %

!𝛽- = $Y − !𝛽! '𝑋! − !𝛽, '𝑋,
όπου 𝑦. = Y. − $Y , 𝑥!. = 𝑋!. − '𝑋! , 𝑥,. = 𝑋,. − '𝑋, και 𝑣𝑎𝑟 𝑥!. 𝑣𝑎𝑟 𝑥,. ≠
𝑐𝑜𝑣 𝑥!., 𝑥,. ,

V/V



Μέθοδος ΕΤ για 𝑘 ανεξάρτητες μεταβλητές

• Από τη λύση των εξισώσεων προέκυψαν οι εκτιμητές ΕΤ για το πολλαπλό 
υπόδειγμα με 2 ερμηνευτικές μεταβλητές, που αποτελούν γενίκευση των 
εκτιμητών ΕΤ του απλού υποδείγματος

• Αντίστοιχα μπορούμε να υπολογίσουμε τους εκτιμητές ΕΤ για το 
πολλαπλό υπόδειγμα με 𝑘 ερμηνευτικές μεταβλητές
• Αρκετά περίπλοκες συναρτήσεις
• Μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε κάποιο software για τον υπολογισμό 

των εκτιμητών
• Άλγεβρα μητρών (Οικονομετρία Ι)



Στατιστικές ιδιότητες εκτιμητή ΕΤ
𝑌. = 𝛽- + 𝛽!𝑋!. + 𝛽,𝑋,. +⋯+ 𝛽/𝑋/. + 𝑢., 𝑖 = 1,… , 𝑛

• Ο εκτιμητής ΕΤ /𝛽&, 𝑗 = 0,… , 𝑘 αποτελεί γραμμική συνάρτηση των τιμών της 
εξαρτημένης μεταβλητής του υποδείγματος 𝑌!
• Ο εκτιμητής ΕΤ /𝛽&, 𝑗 = 0,… , 𝑘 είναι αμερόληπτος, δηλ. η μέση τιμή του 

εκτιμητή /𝛽& ισούται με την αληθινή (θεωρητική) τιμή αυτού στον πληθυσμό 𝛽&, 
𝐸 /𝛽& = 𝛽&, 𝑗 = 0,… , 𝑘 

• Ο εκτιμητής ΕΤ /𝛽&, 𝑗 = 0,… , 𝑘 είναι αποτελεσματικός, δηλ. έχει μικρότερη 
διακύμανση από κάποιον άλλον εκτιμητή έστω /𝛽&∗, 𝑣𝑎𝑟 /𝛽& <𝑣𝑎𝑟 /𝛽&∗

üΘεώρημα Gauss-Markov: Εφόσον ισχύουν οι υποθέσεις του πολλαπλού 
γραμμικού υποδείγματος της παλινδρόμησης, οι εκτιμητές ΕΤ /𝛽%, /𝛽", … , /𝛽$ 
αποτελούν τους καλύτερους γραμμικούς αμερόληπτους εκτιμητές και 
αναφέρονται ως BLUE (best linear unbiased estimator)

I/III



Στατιστικές ιδιότητες εκτιμητή ΕΤ
Όταν 𝑢!~𝑁(0,σ$), ∀𝑖,  η κατανομή του εκτιμητή ΕΤ J𝛽7  είναι κανονική και 
δίδεται ως εξής 

J𝛽7~𝛮 𝐸 J𝛽7 ,  𝑣𝑎𝑟 J𝛽7 ~𝛮 𝛽7 , 𝑣𝑎𝑟 J𝛽7 , 𝑗 = 0,… , 𝑘
Η διακύμανση του εκτιμητή ΕΤ J𝛽7

𝑣𝑎𝑟 J𝛽7 = >#

∑!%"
& *'!@ A*'

#
#

#@B'
# , 𝑗 = 1,… , 𝑘 

όπου 𝑅7$ είναι το 𝑅$ από την παλινδρόμηση της 𝑋7!  με τις υπόλοιπες 
ερμηνευτικές μεταβλητές και την σταθερά
• 𝑅7$ το ποσοστό της μεταβλητότητας της 𝑋7! που μπορεί να εξηγηθεί από 

τις υπόλοιπες ερμηνευτικές μεταβλητές

• Τυπικό σφάλμα του εκτιμητή ΕΤ J𝛽7 : 𝑠𝑒 J𝛽7 = 𝑣𝑎𝑟 J𝛽7  

II/III



Στατιστικές ιδιότητες εκτιμητή ΕΤ

𝑣𝑎𝑟 J𝛽7 = >#

∑!%"
& *!'@ A*'

#
#

#@B'
#  

Η 𝑣𝑎𝑟 J𝛽7  :
• μειώνεται όταν μειώνεται 𝜎$

• μειώνεται όταν αυξάνεται η συνολική μεταβλητότητά του 𝑋!7 , ∑!9#: V
W

𝑋!7 −
X𝑋7

$

• μειώνεται όταν μειώνεται 𝑅7$

• 𝑣𝑎𝑟 J𝛽7 μικρότερη δυνατή τιμή όταν 𝑅7$ = 0
• 𝑣𝑎𝑟 J𝛽7 → ∞ όταν 𝑅7$ = 1
• Πιθανή πολυσυγραμμικότητα (θα το εξετάσουμε αργότερα)

III/III



Εκτίμηση της διακύμανσης του διαταρακτικού όρου 
σ2

Ένας αμερόληπτος εκτιμητής της διακύμανσης του διαταρακτικού όρου   
είναι ο

M𝜎$ =
∑!9#: M𝑢!$

𝑛 − 𝑘 − 1

• M𝑢! = 𝑌! − J𝛽" −𝛽# 𝑋#! − 𝛽$𝑋$! +⋯− 𝛽6𝑋6!
• 𝑛 είναι ο αριθμός των παρατηρήσεων του δείγματος και 
• 𝑘  είναι ο αριθμός των συντελεστών του υποδείγματος που εκτιμώνται (δεν 

συμπεριλαμβάνεται ο σταθερός όρος)
• 𝑛 − 𝑘 − 1 βαθμοί ελευθερίας που διαθέτουμε στην εκτίμηση της 𝜎$

• M𝜎 = M𝜎$ τυπικό σφάλμα της παλινδρόμησης



Στατιστική επαγωγή στο πολλαπλό υπόδειγμα

• Διάστημα εμπιστοσύνης

• Στο πολλαπλό υπόδειγμα μπορούμε να κατασκευάσουμε διαστήματα 
εμπιστοσύνης για τους συντελεστές (παραμέτρους) του πληθυσμού με βάση 
τις ιδιότητες των εκτιμητών ΕΤ (όπως και στο απλό γραμμικό υπόδειγμα)

Pr J𝛽7 − 𝑡C Z 𝑠𝑒 J𝛽7 ≤ 𝛽7 ≤ J𝛽7 + 𝑡C Z 𝑠𝑒 J𝛽7 = 1 − 𝛼

όπου −𝑡C (ή −𝑡 ⁄E $,:@6@#) και 𝑡C (ή 𝑡 ⁄E $,:@6@#) οι κριτικές τιμές της t-
student με 𝑛 − 𝑘 − 1 βαθμούς ελευθερίας



Στατιστική επαγωγή στο πολλαπλό υπόδειγμα
• Ατομικοί έλεγχοι στατιστικών υποθέσεων – κριτήριο t

• 𝐻%: 𝛽& = 𝛽&% vs. 𝐻": 𝛽& ≠ 𝛽&% ή 𝐻": 𝛽& > 𝛽&% ή 𝐻": 𝛽& < 𝛽&% 

• Έλεγχος σημαντικότητας, 𝛽&% = 0 ή οποιαδήποτε άλλη τιμή

𝑡 =
()!*)!

"

+, ()!
=

()!*)!
"

-./ 01&
~𝑡(1*$*") 

• Απόρριψη 𝐻%
• Δίπλευρος 	𝑡 > 𝑡3 (𝑡3 = 𝑡./#,1*$*")

Μονόπλευρος προς τα δεξιά t> 𝑡3 (𝑡3 = 𝑡.,1*$*")
• Μονόπλευρος προς τα αριστερά t < −𝑡3 (𝑡3 = 𝑡.,1*$*")
• p − value < 𝛼



Ψευδομεταβλητές 





Περίληψη

ØΠολλαπλό υπόδειγμα παλινδρόμησης
ØΥποθέσεις πολλαπλού υποδείγματος

ØΕκτίμηση πολλαπλού υποδείγματος
ØΜέθοδος ΕΤ

ØΣτατιστικές ιδιότητες εκτιμητή ΕΤ
ØΕκτίμηση της διακύμανσης του διαταρακτικού όρου
ØΣτατιστική επαγωγή

ØΈλεγχοι ατομικών υποθέσεων
ØΔιαστήματα εμπιστοσύνης







Βιβλιογραφία

ü Stock & Watson, κεφ. 6

ü Gujarati & Porter, κεφ. 7



Ευχαριστώ!

Ερωτήσεις?


