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Περιεχόμενα

Πολυδιάστατη κανονική κατανομή

∆ιμεταβλητή κανονική κατανομή
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Ορισμός:

´Εστω ένα τυχαίο διάνυσμα (στήλης) X = (X1,X2, . . . ,Xn)′

με ανεξάρτητες και ισόνομες τυχαίες μεταβλητές όπου η
κάθε μια ακολουθεί την κανονική κατανομή. Τότε θα
λέμε ότι οι τυχαίες μεταβλητές X1,X2, . . . ,Xn ακολου-
θούν την πολυμεταβλητή κανονική κατανομή (ή αλλιώς
ότι κατανέμονται από κοινού κανονικά) με από κοινού
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας

f(x; x) = 1

(2π)n/2|Σ|1/2
exp

[
−1
2
(x− μμμ)′ ·Σ−1(x− μμμ)

]
, x ∈ Rn
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όπου μμμ = [μ1, μ2, ..., μn]′ είναι ένα (n×1) διάνυσμα στήλης
του οποίου τα στοιχεία είναι πραγματικοί αριθμοί. Ε-
πίσης Σ = [σĳ], i, j = 1,2, ..., n είναι ένας (n × n) θετικά ο-
ρισμένος και συμμετρικός πίνακας (δηλαδή Σ = Σ

′
), όπου

σĳ πραγματικοί αριθμοί.

Θα συμβολίζουμε ότι το τυχαίο διάνυσμα X ακολουθεί
την πολυμεταβλητή κατανομή με μέση τιμή μμμ και δια-
κύμανση Σ, ως

X ∼ N(μμμ,Σ).
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Ροπογεννήτρια συνάρτηση:

MX(t) = M(t) = E
[
et

′ ·X
]
= exp

(
t′ · μμμ+ 1

2
t′ ·Σ · t

)
, t ∈ Rn

Χαρακτηριστική συνάρτηση:

φX(t) = E
[
eit

′ ·X
]
= exp

(
i t′ · μμμ+ 1

2
t′ ·Σ · t

)
, t ∈ Rn
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Πρόταση:

Αν οι τυχαίες μεταβλητές X1,X2, ...,Xn κατανέμονται α-
πό κοινού κανονικά και είναι ανά δύο γραμμικά ανεξάρ-
τητες, δηλαδή ρi,j = 0, i.j = 1,2, ..., n, τότε θα είναι και
ανεξάρτητες.
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Περιθώριες κατανομές

Πρόταση:

Αν καθεμία από τυχαίες μεταβλητές X1,X2, ...,Xn ακο-
λουθεί τη μονοδιάστατη κανονική κατανομή τότε δεν συ-
νεπάγεται ότι υποχρεωτικά οι X1,X2, ...,Xn ακολουθούν
την από κοινού κανονική κατανομή.
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∆εσμευμένες κατανομές

´Εστω το τυχαίο διάνυσμα X = [X1,X2, ...Xn]
′
το οποίο

ακολουθεί την πολυμεταβλητή κατανομή με μέση τιμή
μμμ = [μ1, μ2, ..., μn]′ και διακύμανση Σ = [σĳ], i, j = 1,2, ..., n.
´Εστω ότι διαμερίζουμε το (n × 1) διάνυσμα X σε ένα
k-διάστατο διάνυσμα X1 και σε ένα (n − k)-διάστατο
διάνυσμα X2 δηλαδή

X =

[
X1
X2

]
με X1 = [X1,X2, ...Xk]

′
και X2 = [Xk+1,Xk+2, ...Xn]

′
.
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Η μέση τιμή και η διακύμανση τότε για το τυχαίο δι-
άνυσμα X θα είναι

μμμ =
[
μ1
μ2

]
με μμμ1 = [μ1, μ2, ..., μk]′, μμμ2 = [μk+1, μk+2, ..., μn]′ και

Σ =

[
Σ11 Σ12
Σ21 Σ22

]
αντίστοιχα.
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Είναι

Σ11 = E[(X1 − μμμ1)(X1 − μμμ1)′] =


σ11 σ12 . . . σ1k
σ21 σ22 . . . σ2k
...

... . . . ...
σk1 σk2 . . . σkk


Σ22 = E[(X2 − μμμ2)(X2 − μμμ2)′]

=


σk+1,k+1 σk+1,k+2 . . . σk+1,n
σk+2,k+1 σk+2,k+2 . . . σk+2,n
...

... . . . ...
σn,k+1 σn,k+2 . . . σn,n


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και

Σ12 = E[(X1 − μμμ1)(X2 − μμμ2)′]

=


σ1,k+1 σ1,k+2 . . . σ1,n
σ2,k+1 σ2,k+2 . . . σ2,n
...

... . . . ...
σk,k+1 σk,k+2 . . . σk,n


Ο πίνακας Σ12 σε αντίθεση με τους πίνακες Σ11 και Σ22
δεν είναι συμμετρικός.
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Ορισμός

´Εστω το τυχαίο διάνυσμα X = [X1,X2, ...Xn]
′
το ο-

ποίο ακολουθεί την πολυμεταβλητή κανονική κατανο-
μή με παραμέτρους μμμ,Σ, δηλαδή x ∼ N(μμμ,Σ), όπως ο-
ρίστηκαν προηγουμένως με τις αντίστοιχες διαμερίσεις
τους.Τότε η δεσμευμένη (από κοινού) συνάρτηση πυ-
κνότητας πιθανότητας, fX1|X2(x1|x2), του X1|X2 = x2 ε-
ίναι η k−διάσταση κανονική
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fX1|X2(x1|x2) =
1

(2π) 12k
√
|Σ11.2|

·

exp

{
−1
2

[
(x1 − μμμ1)− Σ12Σ

−1
22

(x2 − μμμ2)
′
]
×

×Σ−1
11.2

[
(x1 − μμμ1)− Σ12Σ

−1
22

(x2 − μμμ2)
]}

Μέση τιμή:

E(X1|X2 = x2) = μμμ1 +Σ12Σ
−1
22

(x2 − μμμ2)
Πίνακας διακυμάνσεων-συνδιακυμάνσεων:

Cov(X1|X2 = x2) = Σ11.2 = Σ11 − Σ12Σ
−1
22

Σ21
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Τι παρατηρείται για τη δεσμευμένη μέση τιμή και τον
δεσμευμένο πίνακα διακυμάνσεων-συνδιακυμάνσεων;
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∆ιμεταβλητή κανονική κατανομή

´Εστω ένα τυχαίο διάνυσμα X = [X1,X2]′ το οποίο ακο-
λουθεί τη διμεταβλητή κανονική κατανομή, με μέση τιμή
μμμ και διακύμανση Σ

μμμ =
(
μ1
μ2

)
και Σ =

(
σ11 σ12
σ21 σ22

)
δηλαδή X ∼ N(μμμ,Σ).
∆εσμευμένη μέση τιμή και διακύμανση:

E(X1|X2 = x2) = μ1 + σ12σ−122 (x2 − μ2)
Var(X1|X2 = x2) = σ11.2 = σ11 − σ12σ−122σ21
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