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Ροπές Τυχαίων Μεταβλητών και Χαρακτηριστικές Συ-
ναρτήσεις
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Ροπές Τυχαίων Μεταβλητών

Οι ροπές μιας τυχαίας μεταβλητής αποτελούν βασικά
χαρακτηριστικά της κατανομής της και παρέχουν πλη-
ροφορίες για τη θέση, τη διασπορά και το σχήμα της
(π.χ. μέση τιμή, διακύμανση, συμμετρία, κύρτωση). Η
r-οστή ροπή μιας τυχαίας μεταβλητής X ως προς την
αρχή ορίζεται ως:

E[Xr] =
∫ ∞

−∞
xrfX(x)dx (για συνεχή τ.μ.)

E[Xr] =
∑
x∈RX

xrP(X = x) (για διακριτή τ.μ.)
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Πρώτη ροπή (Μέση τιμή, r = 1):

E[X] =
∫ ∞

−∞
xfX(x)dx (για συνεχή τ.μ.)

E[X] =
∑
x∈RX

xP(X = x) (για διακριτή τ.μ.)

∆εύτερη ροπή (r = 2):

E[X2] =
∫ ∞

−∞
x2fX(x)dx (για συνεχή τ.μ.)

E[X2] =
∑
x∈RX

x2P(X = x) (για διακριτή τ.μ.)

Η διασπορά ορίζεται ως:

Var(X) = E[X2]− (E[X])2
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Ροπογεννήτρια συνάρτηση

´Εστω η τ.μ. Χ, η συνάρτηση

MX(t) =M(t) = E
[
etX
]

καλείται ροπογεννήτρια συνάρτηση (moment generating
function (MGF)) της τ.μ. Χ, υπό την προϋπόθεση ότι
η παραπάνω μέση τιμή υπάρχει σε μια περιοχή του t
γύρω από το 0, δηλαδή ισχύει για −ϵ <t <ϵ, ϵ >0.
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Είναι

MX(t) =


∑
x∈RX e

tXf(x) Χ διακριτή τ.μ.∫∞
−∞ etxfX(x)dx Χ συνεχής τ.μ.

Η ποσότητα
∫∞
−∞ etXfX(x)dx είναι ο μετασχηματισμός Laplace

της συνάρτησης fX(x).
Παρατήρηση: Η ροπογεννήτρια δεν υπάρχει για κάθε
t ∈ R
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Βασικές ιδιότητες ροπογεννήτριας συνάρτησης

´Εστω η τ.μ. Χ με ροπογεννήτρια συνάρτηση M(t) η
οποία υπάρχει για −ϵ < t < ϵ, ϵ > 0, τότε ισχύουν τα
παρακάτω

μ′r =M(r)(0) = E
(
Xr
)

M(t) =
∞∑
r=0

E
(
Xr
)

r! t
r.

και ισχύει

E[Xr] = d
r

dtrMX(t)|t=0.

Η ποσότητα μ′r = E[Xr] ονομάζεται ροπή r−τάξεως.



8/58

Εύρεση μέσης τιμής και διακύμανσης μιας τ.μ. Χ με
χρήση ροπογεννήτριας συνάρτησης:

▶ E(X) =M′
(0) = μ′

1

▶ E(X2) =M′′
(0) = μ′

2

▶ Var(X) = E(X2)− [E(X)]2 =M′′
(0)− [M′

(0)]2



9/58

´Εστω δύο τ.μ. Χ και Υ με ροπογεννήτριες συναρτήσεις
MX(t) και MY(t) αντίστοιχα και ισχύει ότι −ϵ < t <ϵ, ϵ >
0. Αν ισχύει ότι

MX(t) =MY(t), −ϵ <t <ϵ, ϵ >0,

τότε οι τ.μ. Χ και Υ ακολουθούν την ίδια κατανομή.
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´Εστω η τ.μ. Χ με ροπογεννήτρια συνάρτηση MX(t) για
την οποία ισχύει ότι −ϵ <t <ϵ, ϵ >0. Τότε η τ.μ.

Y = α+ βX, α ̸= 0

έχει ροπογεννήτρια η οποία δίνεται από τη παρακάτω
σχέση

MY(t) = eαtMX(βt) ισχύει για |t| < ϵ
|β|
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Κεντρικές ροπές r τάξης

Η κεντρική ροπή r τάξης της τ.μ. Χ είναι η αναμενόμενη
τιμή της συνάρτησης (X−μ)r , r = 1,2,3, . . . , συμβολίζεται
με μr και είναι

μr = E((X− μ)r), r = 1,2,3, . . .

Είναι

▶
μ1 = E((X− μ)) = 0

▶
μ2 = E((X− μ)2) = Var(X) = σ2X
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▶ Κεντρική ροπή τάξης r μιας διακριτής τ.μ. Χ

E((X− μ)r) =
∑
j
(xj − μX)rP(X = x)

▶ Κεντρική ροπή τάξης r μιας συνεχής τ.μ. Χ

E((X− μ)r) =
∫ ∞

−∞
(x− μX)rfX(x)dx.
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Σχέση μεταξύ κεντρικών και αρχικών ροπών

´Εστω ότι γνωρίζουμε τις r πρώτες αρχικές ροπές μ′k =
E(Xk) μιας τυχαίας μεταβλητής X με μέση τιμή E(X) = μ.
Τότε, η r-οστή κεντρική ροπή μr = E((X − μ)r) δίνεται
από:

μr = E((X− μ)r)

= μ′r −
( r
1

)
μμ′r−1 +

( r
2

)
μ2μ′r−2 − · · ·+ (−1)rμr.

ή ισοδύναμα:

μr =
r∑
k=0

(r
k

)
(−μ)kμ′r−k.
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Ανισότητα του Markov

´Εστω μία μη-αρνητική τυχαία μεταβλητή X και μία στα-
θερά c >0, τότε για οποιαδήποτε τιμή του c, ισχύει ότι

P(X ≥ c) ≤ E(X)c
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Παράδειγμα

´Εστω η τ.μ. Χ η οποία ακολουθεί την κατανομή Bernoulli
με παράμετρο p, δηλαδή X ∼ Bernoulli(p). Στην πε-
ρίπτωση που έχουμε ¨επιτυχία¨ είναι P(X = 1) = p και
στην περίπτωση που έχουμε ¨αποτυχία¨ P(X = 0) =
1 − p = q. Η ροπογεννήτρια συνάρτηση δίνεται από τη
σχέση

M(t) = E(etX) = et·0P(X = 0) + et·1P(X = 1)

= q+ p · et, t ∈ R
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Ανισότητα του Chebyshev

´Εστω X μία τυχαία μεταβλητή με μέση τιμή μ και πεπε-
ρασμένη διασπορά σ2, τότε για κάθε πραγματικό αριθμό
c >0, θα ισχύει ότι

P(|X− μ| ≥ c) ≤ σ
2

c2
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Ροπογεννήτριες αθροισμάτων τυχαίων
μεταβλητών

Πρόταση:

´Εστω X1,X2, . . . ,Xn ανεξάρτητες τ.μ. με αντίστοιχες
ροπογεννήτριες συναρτήσεις MX1(t),MX2(t), . . . ,MXn(t). Η
ροπογεννήτρια συνάρτηση του αθροίσματος

Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn

δίνεται από τη σχέση

MSn(t) =MX1(t)MX2(t) . . .MXn(t)
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Απόδειξη:

´Εστω ότι X1,X2, . . . ,Xn είναι ανεξάρτητες τυχαίες μετα-
βλητές με αντίστοιχες ροπογεννήτριες συναρτήσεις

MX1(t),MX2(t), . . . ,MXn(t)

. Θέλουμε να δείξουμε ότι η ροπογεννήτρια του αθρο-
ίσματος

Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn
είναι

MSn(t) =MX1(t)MX2(t) . . .MXn(t).
Από τον ορισμό της ροπογεννήτριας συνάρτησης έχουμε:

MSn(t) = E[etSn ] = E[et(X1+X2+···+Xn)].

Χρησιμοποιώντας την ιδιότητα της εκθετικής συνάρτη-
σης, μπορούμε να γράψουμε:

MSn(t) = E[etX1etX2 . . . etXn ].
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Επειδή οι Xi είναι ανεξάρτητες, η προσδοκία του γινο-
μένου ισούται με το γινόμενο των προσδοκιών:

MSn(t) = E[etX1 ]E[etX2 ] . . .E[etXn ].

Αντικαθιστώντας τις ροπογεννήτριες των Xi, προκύπτει:

MSn(t) =MX1(t)MX2(t) . . .MXn(t).

Συμπέρασμα: Η ροπογεννήτρια του αθροίσματος Sn ε-
ίναι

MSn(t) =MX1(t)MX2(t) . . .MXn(t),
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Πρόταση:

´Εστω X1,X2, . . . ,Xn ανεξάρτητες και ισόνομες τ.μ. με
κοινή ροπογεννήτρια MX(t). Η ροπογεννήτρια συνάρτη-
ση του αθροίσματος

Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn

δίνεται από τη σχέση

MSn(t) = (MX(t))n
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Απόδειξη:

´Εστω ότι X1,X2, . . . ,Xn είναι ανεξάρτητες και ισόνομες
τυχαίες μεταβλητές με κοινή ροπογεννήτρια συνάρτηση
MX(t).

Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn
είναι

MSn(t) = (MX(t))n.
Από τον ορισμό της ροπογεννήτριας συνάρτησης έχουμε:

MSn(t) = E[etSn ] = E[et(X1+X2+···+Xn)].

Χρησιμοποιώντας την ιδιότητα της εκθετικής συνάρτη-
σης, μπορούμε να γράψουμε:

MSn(t) = E[etX1etX2 . . . etXn ].
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Επειδή οι Xi είναι ανεξάρτητες, η αναμενόμενη τιμή του
γινομένου ισούται με το γινόμενο των αναμενόμενων τι-
μών:

MSn(t) = E[etX1 ]E[etX2 ] . . .E[etXn ].
Εφόσον οι Xi είναι ισόνομες, έχουν την ίδια ροπογεν-
νήτρια, δηλαδή MX(t). Άρα:

MSn(t) =MX(t)MX(t) . . .MX(t) = (MX(t))n.

Συμπέρασμα: Η ροπογεννήτρια του αθροίσματος Sn ε-
ίναι MSn(t) = (MX(t))n.
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Πρόταση:

´Εστω X1,X2, . . . ,Xn ανεξάρτητες τ.μ. με αντίστοιχες
ροπογεννήτριες συναρτήσεις MX1(t),MX2(t), . . . ,MXn(t). Η
ροπογεννήτρια συνάρτηση του αθροίσματος

Sn = α1X1 + α2X2 + · · ·+ αnXn

δίνεται από τη σχέση

MSn(t) =MX1(α1t)MX2(α2t) . . .MXn(αnt) =
n∏
i=1
MXi(αit).
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Απόδειξη:

´Εστω X1,X2, . . . ,Xn ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές με
αντίστοιχες ροπογεννήτριες συναρτήσεις

MX1(t),MX2(t), . . . ,MXn(t).
Τότε, η ροπογεννήτρια συνάρτηση του αθροίσματος

Sn = α1X1 + α2X2 + · · ·+ αnXn
δίνεται από τη σχέση

MSn(t) = E
[
etSn

]
= E

[
et(α1X1+α2X2+···+αnXn)

]
.

Λόγω της ανεξαρτησίας των Xi, μπορούμε να γράψουμε:

MSn(t) = E
[
etα1X1

]
E
[
etα2X2

]
. . .E

[
etαnXn

]
.

∆ηλαδή,

MSn(t) =MX1(α1t)MX2(α2t) . . .MXn(αnt) =
n∏
i=1
MXi(αit).



25/58

Παράδειγμα
Σε ένα χαρτοφυλάκιο μιας ασφαλιστικής εταιρείας, τα με-
γέθη των αποζημιώσεων X1,X2, . . . (σε χιλιάδες ευρώ)
είναι ανεξάρτητες και ισόνομες τμ με κοινή κατανομή την
εκθετική με παράμετρο λ. Ο μηνιαίος αριθμός N των α-
ποζημιώσεων που καταβάλλει η ασφαλιστική εταιρεία
είναι διακριτή τυχαία μεταβλητή, ανεξάρτητη από τις
τυχαίες μεταβλητές X1,X2, . . ., με συνάρτηση πιθανότη-
τας:

fN(n) = P(N = n) = (1− p)n−1p, n = 1,2,3, . . .

(α) Να βρεθούν η μέση τιμή, η διακύμανση και η ροπο-
γεννήτρια της τυχαίας μεταβλητής N.

(β) Να βρεθεί η ροπογεννήτρια του συνολικού ποσού
των αποζημιώσεων SN που καταβάλλει η ασφαλι-
στική εταιρεία σε ένα μήνα και να υπολογιστούν η
μέση τιμή και η διακύμανση του.

(γ) Αν η N ∼ G(p), να δείξετε ότι SN ∼ Exp(pλ).
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Απάντηση

(α) Η τυχαία μεταβλητή N ακολουθεί γεωμετρική κατα-
νομή με παράμετρο p, οπότε έχουμε:

E[N] = 1p , και Var(N) =
1− p
p2

Η ροπογεννήτρια της N είναι:

MN(t) =
∞∑
n=1
etn(1−p)n−1p = pet

∞∑
n=0

[
(1− p)et

]n
=

pet
1− (1− p)et , t < ln

(
1

1− p

)

∆ηλαδή:

MN(t) =
p

1− qet , για |qet| <1

(1-p)

----------------

exp(t)
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(β) Το συνολικό ποσό των αποζημιώσεων είναι:

SN = X1 +X2 + · · ·+XN, Xi ∼ Exp(λ)

Η ροπογεννήτρια της SN είναι:

MSN(t) = E(etSN) = E[MX(t)N] =MN(lnMX(t))

όπου η ροπογεννήτρια της εκθετικής κατανομής είναι:

MX(t) =
λ
λ− t , t <λ

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση για MSN(t):

MSN(t) =
p

1− (1− p) · λλ−t
=

p(λ− t)
λ− t − (1− p)λ, t <pλ

Βρείτε το λάθος..
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Μέση Τιμή και ∆ιακύμανση του SN
Για τη μέση τιμή, υπολογίζουμε την παράγωγο της ρο-
πογεννήτριας:

M′
SN(t) =

p · (λ− t)− p · (λ− t − (1− p)λ)
(λ− t − (1− p)λ)2 =

p · (1− p)λ
(λ− t − (1− p)λ)2

με t <λ(1− q).
Επομένως, η μέση τιμή είναι:

E[SN] =M′
SN(0) =

1

pλ
Για τη διακύμανση, υπολογίζουμε τη δεύτερη παράγωγο
της ροπογεννήτριας:

M′′
SN(t) =

2p(1− p)λ(λ− t − (1− p)λ)
(λ− t − (1− p)λ)4

Επομένως:
E[S2N] =M′′

SN(0) + (E[SN])2
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Για τη διακύμανση, υπολογίζουμε τη δεύτερη παράγω-
γο:

M′′
SN(t) = p ·

2qλ(λ− t − qλ)
(λ− t − qλ)4

Οπότε:
E[S2N] =M′′

SN(0) + (E[SN])2

και
Var(SN) =

q
pλ2 +

q
p2λ2
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Αν η N ακολουθεί γεωμετρική κατανομή με παράμετρο
p, τότε το συνολικό ποσό αποζημιώσεων SN δίνεται από
το άθροισμα εκθετικών τυχαίων μεταβλητών με ανεξάρ-
τητο πλήθος όρων N.
Η ροπογεννήτρια του SN είναι:

MSN(t) = E(etSN) = E[MX(t)N] =MN(lnMX(t))

όπου

MX(t) =
λ
λ− t , t <λ

και
MN(t) =

p
1− qet , |qet| <1

Άρα:

MSN(t) =
p

1− q λλ−t
=
p(λ− t)
λ− t − qλ, t <λ(1− q)

που είναι η ροπογεννήτρια μιας εκθετικής κατανομής με
παράμετρο pλ.

Βρείτε το λάθος
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Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας του SN είναι:

fSN(x) = pλe−pλx, x ≥ 0

δηλαδή το συνολικό ποσό αποζημιώσεων ακολουθεί εκ-
θετική κατανομή με παράμετρο pλ.
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Χρησιμότητα της Ροπογεννήτριας Συνάρτησης

Η ροπογεννήτρια συνάρτηση έχει πολλές χρήσιμες εφαρ-
μογές στη θεωρία πιθανοτήτων και στατιστικών:

▶ Περιγραφή Κατανομής: Η ροπογεννήτρια συνάρτη-
ση προσφέρει μια πλήρη περιγραφή της κατανομής
μιας τυχαίας μεταβλητής.

▶ Αναγνώριση Κατανομών: Χρησιμοποιείται για να
αναγνωρίσουμε τη συγκεκριμένη κατανομή μιας τυ-
χαίας μεταβλητής από τη μορφή της ροπογεννήτριας
συνάρτησης.

▶ Αναπαράσταση Συστήματος με Συνδυασμένες Τυ-

χαίες Μεταβλητές: Βοηθά στον υπολογισμό του συ-
νολικού ποσού ή συνδυασμένων μεταβλητών από
ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές (π.χ., άθροισμα).
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Πρακτικές Εφαρμογές:

▶ Άθροισμα Ανεξάρτητων Τυχαίων Μεταβλητών: Για
τον υπολογισμό του συνολικού ποσού αποζημιώσε-
ων σε ασφαλιστικά συστήματα ή την απόδοση ενός
χαρτοφυλακίου.

▶ Αναγνώριση και Σύγκριση Κατανομών: Στη χρη-
ματοοικονομική ανάλυση για την αναγνώριση κατα-
νομών εσόδων ή κινδύνων.

▶ Εφαρμογή στη Στατιστική Ανάλυση: Χρησιμοποιε-
ίται στην εκτίμηση παραμέτρων και τη διαχείριση
κινδύνου σε μοντέλα χρηματοοικονομικών ή ασφαλι-
στικών προϊόντων.
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Πιθανογεννήτρια συνάρτηση

´Εστω X μία διακριτή τυχαία μεταβλητή η οποία παίρνει
μη-αρνητικές ακέραιες τιμές, δηλαδή RX ⊆ {0,1,2, . . . }.
Η πιθανογεννήτρια GX(t) (probability generating function)
μιας τυχαίας μεταβλητής X, ορίζεται ως:

GX(t) = E
(
tX
)
=

∞∑
x=0
P(X = x) tX,

Η πιθανογεννήτρια μιας τ.μ. υπάρχει πάντα για −1 ≤
t ≤ 1.



35/58

Βασικές ιδιότητες πιθανογεννήτριας συνάρτησης

´Εστω Χ μια διακριτή τ.μ. με RX ⊆ {0,1,2, . . . } και
πιθανογεννήτρια συνάρτηση GX(t). Τότε ισχύει ότι

P(X = r) = 1r!
dr GX(t)
dtr

∣∣∣∣∣
t=0

=
1

r! G
(r)
X (0)

και

μ(r) = E[(X)r] = E[(X(X− 1)(X− 2) . . . (X− r + 1)]

=
[ dr
dtrGX(t)

]
t=1

= G(r)X (1), r = 0,1,2, . . .
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Ισχύει ότι

▶ M(0) = 1

▶ GX(1) = 1
▶ M(ln t) = GX(t)
▶ GX(0) = P(X = 0)

▶ GX(et) =M(t)
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Εύρεση μέσης τιμής και διακύμανσης μιας τ.μ. X με
χρήση πιθανογεννήτριας συνάρτησης.

E(X) = G′(1) = μ(1)
G′′(1) = E(X(X− 1)) = μ(2)

G′′(1) + G′(1) = E(X(X− 1)) + E(X) = E(X2)
V(X) = E(X2)− E2(X) = G′′(1) + G′(1)− [G′(1)]2
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´Εστω δύο τ.μ. Χ και Υ με πιθανογεννήτριες συναρτήσεις
GX(t) και GY(t) αντίστοιχα. Τότε αν είναι

GX(t) = GY(t)

οι τ.μ. Χ και Υ ακολουθούν την ίδια κατανομή.
´Εστω μια τ.μ. Χ με πιθανογεννήτρια συνάρτηση GX(t),
τότε η τ.μ.

Y = α+ βX, β ̸= 0
έχει πιθανογεννήτρια που δίνεται από τον τύπο

GY(t) = tαGX(tβ)

(Σημείωση: Πρέπει α και β να είναι ακέραιοι)
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Χαρακτηριστικές Συναρτήσεις

Η χαρακτηριστική συνάρτηση (characteristic function) μιας
τ.μ. είναι μία μιγαδική συνάρτηση. Αν X είναι τ.μ., τότε
η χαρακτηριστική της συνάρτηση ορίζεται ως εξής:

φX(t) = φ(t) = E(eitX), t ∈ R

όπου i =
√
−1 είναι η φανταστική μονάδα.

Υπενθύμιση: MX(t) = E(etX)
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Κάθε μιγαδικός αριθμός z μπορεί να γραφεί στη μορφή
z = a + i · b όπου a , b ∈ R και ορίζουμε ένα αριθμό i /∈ R
τέτοιο ώστε i2 = −1. Στη συνέχεια μπορούμε να ορίσου-
με το σύνολο

C = {a + i · b : a , b ∈ R}

Τα στοιχεία του συνόλου αυτού ονομάζονται μιγαδικοί
αριθμοί. Για ένα μιγαδικό αριθμό z = a + i · b ονομάζουμε
a το πραγματικό του μέρος και b το φανταστικό του
μέρος.
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Ισχύει ότι

eit = cos(t) + i · sin(t) και |eit| =
√
cos2(t) + sin2(t) = 1, t ∈ R

´Εστω μια τ.μ. Χ και μία πραγματική σταθερά t, τότε
|eit| = 1. Επομένως η συνάρτηση eitX έχει πεπερασμένη
μέση τιμή και η χαρακτηριστική συνάρτηση της Χ, φX,
είναι καλά ορισμένη.
Για κάθε t ∈ R είναι

|φX(t)| = |E(eitX)| ≤ E|eitX| = E(1) = 1.

Συμπέρασμα: Η χαρακτηριστική συνάρτηση είναι πεπε-
ρασμένη για κάθε t.
Σημείωση: Ισχύει ότι |E(X)| ≤ E|X|.
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Ορισμός

´Εστω Ω ένας δειγματικός χώρος και μια τυχαία μετα-
βλητή X : Ω → R, τότε μπορούμε να ορίσουμε μια συ-
νάρτηση φX : R → C ως

φX(t) = E(eitX) = E[cos(tX)] + iE[sin(tX)], t ∈ R

Η συνάρτηση φX ονομάζεται χαρακτηριστική συνάρτηση
της τ.μ. Χ.
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Αν η X είναι διακριτή τυχαία μεταβλητή με συνάρτηση
πιθανότητας fX(x), x = 0,1,2, . . . η χαρακτηριστική της
συνάρτηση θα δίνεται ως εξής

φX(t) =
∞∑
x=0
eitxfX(x)

Αν η X είναι συνεχής τυχαία μεταβλητή με συνάρτη-
ση πυκνότητας πιθανότητας fX(x) η χαρακτηριστική της
συνάρτηση θα δίνεται ως εξής

φX(t) =
∫ ∞

−∞
eitxfX(x)

Η συνάρτηση φX(t) σε αυτή την περίπτωση είναι γνω-
στή ως μετασχηματισμός Fourier της συνάρτησης fX(x).
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Παρατηρήσεις:

▶ Η χαρακτηριστική συνάρτηση μιας τυχαίας
μεταβλητής X χαρακτηρίζει μονοσήμαντα την
κατανομή της X

▶ Η ροπογεννήτρια σε αντίθεση με την
χαρακτηριστική συνάρτηση δεν υπάρχει πάντα.

▶ φ(0) = 1
▶ |φ(t)| ≤ 1, t ∈ R
▶ Η φ(t) είναι ομοιόμορφα συνεχής
▶ Η συνάρτηση κατανομής αλλά και η συνάρτηση
πιθανότητας (ή πυκνότητας) μιας τ.μ. προκύπτουν
από την χαρακτηριστική της συνάρτηση μέσω
τύπων αντιστροφής

▶ ´Εστω η τ.μ. Y = α+ βX, τότε

φY(t) = eiαXφX(bt).
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Ροπές και χαρακτηριστική συνάρτηση

Θεώρημα:

Αν η χαρακτηριστική συνάρτηση φX μιας τ.μ. Χ έχει
παράγωγο τάξης r στο t = 0, τότε
▶ αν το r είναι άρτιος, τότε υπάρχουν στο R όλες οι
ροπές της Χ μέχρι την τάξη r

▶ αν το r είναι περιττός, τότε υπάρχουν στο R όλες
οι ροπές της Χ μέχρι την τάξη r − 1
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Θεώρημα:

Αν για την τυχαία μεταβλητή Χ, η οποία έχει συνάρ-
τηση κατανομής FX, υπάρχει η ροπή τάξης r, τότε οι
πρώτοι r παράγωγοι της χαρακτηριστικής συνάρτησης
υπάρχουν, είναι συνεχείς στον R και ισχύει

drφX(t)
dtr ≡ φ(r)X (t) = ir

∫ ∞

−∞
xreitxdFX(x).
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Η χαρακτηριστική συνάρτηση για οποιαδήποτε τ.μ. X :

Ω → R είναι συνεχής συνάρτηση του t και r φορές συνε-
χώς παραγωγίσιμη αν υπάρχει η E(Xr).Επίσης αν ισχύει
E(Xr) ∈ R, τότε θα έχουμε

drφX(t)
dtr

∣∣
t=0 ≡ φ

(r)
X (0) = ir

∫
R
xrdFX(x) = irE(Xr),

ή

E(Xr) = i−rφ(r)X (0).
ή

E(Xr) = (−1)r ir d
rφX(t)
dtr

∣∣
t=0 .
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Θεώρημα:

∆υο συναρτήσεις κατανομής ταυτίζονται αν και μόνο αν
οι αντίστοιχες χαρακτηριστικές τους συναρτήσεις ταυ-
τίζονται. ∆ηλαδή

FX(x) = FY(x), ∀x ∈ R ⇐⇒ φX(t) = φY(t), ∀t ∈ R
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Θεώρημα:

´Εστω φX(t) και FX(x) η χαρακτηριστική συνάρτηση και
η συνάρτηση κατανομής της τ.μ. Χ. Τότε για όλα τα
σημεία α, β με α <β και T >0 ισχύει

FX(β) + FX(β−)
2

−FX(α) + FX(α
−)

2

= lim
x→2

1

2π

∫ T
−T

e−itα − e−itβ
it φX(t)dt
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Με τη βοήθειά της χαρακτηριστικής συνάρτησης μπο-
ρούμε να υπολογίσουμε τη συνάρτηση πιθανότητας της
τ.μ. Χ. ’Εστω η διακριτή τ.μ. Χ, τότε ισχύει ο τύπος
αντιστροφής

fX(x) =
1

2π

∫ π
−π
e−itXφX(x)dt
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´Εστω X μία τυχαία μεταβλητή της οποίας η χαρακτη-
ριστική συνάρτηση φX είναι ολοκληρώσιμη, δηλαδή είναι
τέτοια ώστε το ολοκλήρωμα∫ ∞

−∞
|φX(t)|dt

είναι πεπερασμένο. Τότε αποδεικνύεται ότι η X είναι
μία συνεχής τυχαία μεταβλητή με σ.π.π. που δίνεται
από τον τύπο αντιστροφής

fX(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
e−itXφX(x)dt
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Θεώρημα Μοναδικότητας

Η χαρακτηριστική συνάρτηση φX μιας τυχαίας μεταβλη-
τής X χαρακτηρίζει μονοσήμαντα την κατανομή της X.
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Πρόταση:

´Εστω X1,X2 : Ω → R ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές.
Ορίζουμε την τ.μ. Y = X1 +X2 και επομένως η χαρα-
κτηριστική συνάρτηση της Y είναι φY = φX1φX2 , δηλαδή

φX1+X2(t) = φX1(t)φX2(t), για κάθε t ∈ R.

Η παραπάνω πρόταση ισχύει ανάλογα και για το άθροι-
σμα n τυχαίων μεταβλητών.
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Παράδειγμα:

´Εστω η τυχαία μεταβλητή Χ με συνάρτηση πυκνότητας
πιθανότητας fX(x) = e−x, x > 0. Να βρεθεί η ροπογεν-
νήτρια συνάρτηση για την τ.μ. Χ και πως από αυτή
μπορούμε να υπολογίσουμε τη μέση τιμή και τη δια-
κύμανση της;
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Απάντηση:

Η ροπογεννήτρια συνάρτηση για την τ.μ. Χ υπολογίζε-
ται ως εξής

MX(t) =
∫ ∞

0
etxfX(x)dx =

∫ ∞

0
etxe−xdx

=

∫ ∞

0
e(t−1)xdx = e

(t−1)x

t − 1
∣∣
t=0

= 0− 1

t − 1 = (1− t)−1 για t <1

Η μέση τιμή για την τ.μ. Χ θα είναι

μ = μ′1 =
dMX(0)
dt = (1− 0)−2 = 1.

Η διακύμανση για την τ.μ. Χ δίνεται από τη σχέση

σ2 = E(X2)− E(X)2 = μ′2 − (μ′1)2.
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Είναι

μ′2 =
d2MX(0)
dt2 = 2(1− 0)−3 = 2.

Επομένως σ2 = E(X2)− E(X)2 = μ′
2
− (μ′

1
)2 = 1.
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Παράδειγμα:

´Εστω ότι η τ.μ. Χ ακολουθεί την εκθετική κατανομή με
παράμετρο λ, τότε να βρεθεί η χαρακτηριστική συνάρ-
τηση της τ.μ. Χ.
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Απάντηση:

Αφού X ∼ Exp(λ), η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας
της τ.μ. Χ θα είναι

fX(x) = λe−λx, x >0

Η χαρακτηριστική συνάρτηση είναι

φX(t) = E[eitX]

=

∫ ∞

0
λe−λxeitxdx

=

[ λ
it − λe

(it−λ)x
]∞
0

=
λ
λ− it .
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