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0α.1Σύλνια 

 
1. Η έννοια ηος ζςνόλος και η ζσέζη ηος ‘ανήκειν’. 

Ο επνπηηθνδηαηζζεηηθόο «νξηζκόο» πνπ έδσζε ν Γεξκαλόο καζεκαηηθόο  

Georg Cantor (1845-1918), ν πξώηνο πνπ απνπεηξάζεθε λα δηακνξθώζεη 

κία ζπζηεκαηηθή ζεσξία γηα ην δήηεκα, ζπληζηά κία εύινγε πεξηγξαθή 

ηεο έλλνηαο ηνπ «ζπλόινπ»: 

 

► Σύνολο είλαη θάζε ζπιινγή αληηθεηκέλσλ, πνπ πξνέξρνληαη από ηελ 

εκπεηξία καο ή ηε δηαλόεζή καο, είλαη θαιά νξηζκέλα θαη δηαθξίλνληαη ην 

έλα από ην άιιν. 

 

Σηα ζύγρξνλα καζεκαηηθά ην «ζύλνιν» ζπλήζσο αληηκεησπίδεηαη σο κία 

πξσηνγελήο έλλνηα (primitive), πνπ ηίζεηαη αμησκαηηθά εμ’ αξρήο (όπσο, 

ιόγνπ ράξε, ε έλλνηα ηνπ «ζεκείνπ» ζηε Γεσκεηξία).  

 

Τα αληηθείκελα πνπ απαξηίδνπλ θάπνην ζύλνιν νλνκάδνληαη ζηνηρεία ηνπ 

ζπλόινπ. Γηα έλα ζηνηρείν α ελόο ηπρόληνο ζπλόινπ Α ιέκε όηη ην α 

αλήθεη ζην Α θαη ζπκβνιίδνπκε:  

                                                    α A   ,  

 

ελώ, αλ ζέινπκε λα δειώζνπκε όηη θάπνην άιιν αληηθείκελν β δελ 

πεξηέρεηαη ζην ελ ιόγσ ζύλνιν, γξάθνπκε: 

                                                    β A   . 
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Υπάξρνπλ βαζηθά δύν ηξόπνη γηα λα νξηζηεί έλα ζύλνιν: 

- Όηαλ δίλνληαη όια ηα ζηνηρεία ηνπ θαη είλαη ζρεηηθά ιίγα ζε πιήζνο, 

ηόηε γξάθνπκε ηα ζηνηρεία απηά κεηαμύ δύν αγθίζηξσλ, ρσξίδνληάο ηα κε 

θόκκα. Έηζη, π.ρ., αλ ην ζύλνιν Α έρεη σο ζηνηρεία ηνπο αξηζκνύο -2,  13 

θαη 196, γξάθνπκε: 

                                           Α = {-2, 13, 196} . 

 

Πνιιέο θνξέο ρξεζηκνπνηνύκε έλαλ παξόκνην ζπκβνιηζκό θαη γηα 

ζύλνια πνπ έρνπλ πνιιά ή άπεηξα ζηνηρεία, γξάθνληαο κεξηθά κόλν από 

απηά θαη απνζησπώληαο ηα ππόινηπα, αξθεί λα είλαη ζαθέο πνηα είλαη 

απηά πνπ παξαιείπνληαη. Έηζη γηα παξάδεηγκα ην ζύλνιν Β ησλ άξηησλ 

θπζηθώλ από ην 1 κέρξη ην 100, κπνξεί λα δνζεί σο:                                     

                                           Β = {2, 4, 6, ... , 100} . 

 

Ο παξαπάλσ ηξόπνο νξηζκνύ ελόο ζπλόινπ ραξαθηεξίδεηαη κε ηνλ όξν 

παξάζηαζε ηνπ ζπλόινπ κε αλαγξαθή ηωλ ζηνηρείωλ ηνπ. 

 

Πξνζνρή: Η ζεηξά αλαγξαθήο ησλ ζηνηρείσλ δελ παίδεη θαλέλα ξόιν, 

αιιά δελ ζα πξέπεη θάπνην ζηνηρείν λα αλαγξάθεηαη πάλσ από κία θνξά.  

 

Έηζη, ζύκθσλα κε ηα παξαπάλσ, π.ρ., γηα ην ζύλνιν      

         A {α,β,γ,4,6, 3 }  κπνξνύκε λα γξάςνπκε γ A , ελώ 7 A . 

 

Πξνβιέπνπκε, γηα ζεσξεηηθνύο ιόγνπο (ζηνλ αθεξεκέλν θόζκν ησλ 

καζεκαηηθώλ), αθόκα θαη έλα ζύλνιν πνπ δελ πεξηέρεη θαλέλα ζηνηρείν. 

Τν ζύλνιν απηό νλνκάδεηαη θελό ζύλνιν θαη ζπκβνιίδεηαη κε:  

                                         ή    { }. 

 

- Αλ ηα ζηνηρεία ελόο ζπλόινπ ηα πξνζδηνξίδεη επαξθώο κία 

ζπγθεθξηκέλε ηδηόηεηα, ην ζύλνιν κπνξεί λα δνζεί κε ηε δήισζε ηεο 

ηδηόηεηαο απηήο. Αλ νλνκάζνπκε ηελ ηδηόηεηα κε Ι ηόηε ην ζύλνιν Α 

όισλ ησλ ζηνηρείσλ x πνπ έρνπλ απηήλ ηελ ηδηόηεηα δίλεηαη σο εμήο:   

                    Α={x| x έρεη ηελ ηδηόηεηα Ι}  ή  Α={x: x έρεη ηελ ηδηόηεηα Ι}.   

 

Γηα παξάδεηγκα, ην ζύλνιν ησλ πεξηηηώλ θπζηθώλ ζα είλαη:  

                     A= {x x = 2k +1 κε θ | } .  
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Ο ηξόπνο απηόο παξάζηαζεο ελόο ζπλόινπ ραξαθηεξίδεηαη κε ηνλ όξν 

παξάζηαζε ηνπ ζπλόινπ κε πεξηγξαθή ηωλ ζηνηρείωλ ηνπ. 

 

2. Πληθάπιθμορ ζςνόλος, πεπεπαζμένα ζύνολα και απειποζύνολα. 

Τν πιήζνο ησλ ζηνηρείσλ ελόο ζπλόινπ νλνκάδεηαη πιεζάξηζκνο ηνπ 

ζπλόινπ.  Αλ ην πιήζνο είλαη θάπνηνο θπζηθόο αξηζκόο ηόηε κηιάκε γηα 

έλα πεπεξαζκέλν ζύλνιν. Αλ ην ζύλνιν πεξηέρεη άπεηξν πιήζνο ζηνηρείσλ 

θάλνπκε ιόγν γηα έλα απεηξνζύλνιν.  

Τα γλσζηά καο ζύλνια:  

 

- Τν ζύλνιν ησλ θπζηθώλ αξηζκώλ:    {1,2,3,...}  

- Τν ζύλνιν ησλ αθεξαίσλ αξηζκώλ:    {0,1, 1,2, 2,3, 3,...}   

- Τν ζύλνιν ησλ ξεηώλ αξηζκώλ:                          

         
α

{ηα κλαζμαηα : με α   και β   }
β

*    

                   (όπνπ   * ην ζύλνιν ησλ αθεξαίσλ ρσξίο ην 0) 

- Τν ζύλνιν ησλ πξαγκαηηθώλ , πνπ απαξηίδεηαη από όινπο ηνπο 

ξεηνύο ζηνπο νπνίνπο πξνζηίζεληαη όινη νη άξξεηνη αξηζκνί (δει. 

όζνη αξηζκνί δελ κπνξνύλ λα γξαθνύλ ζε δεθαδηθή κνξθή, όπσο γηα 

παξάδεηγκα ην 2  ή ν γλσζηόο καο από ηε γεσκεηξία αξηζκόο π),  

 

είλαη όια απεηξνζύλνια.  

 

3. ΢σέζειρ μεηαξύ δύο ζςνόλων.   

Γύν ζύλνια Α θαη Β νλνκάδνληαη ίζα αλ θαη κόλνλ αλ θάζε ζηνηρείν ηνπ 

Α αλήθεη ζην Β θαη θάζε ζηνηρείν ηνπ Β αλήθεη ζην Α. Οπζηαζηηθά, ηα 

ίζα ζύλνια απαξηίδνληαη από ηα ίδηα αθξηβώο ζηνηρεία. Γξάθνπκε ηόηε  

                                                 A Β    .  

 

Έλα ζύλνιν Β ιέγεηαη ππνζύλνιν ελόο ζπλόινπ Α αλ θαη κόλνλ αλ όια 

ηα ζηνηρεία ηνπ Β αλήθνπλ ζην Α. Τόηε ζπκβνιίδνπκε:  

                                                Β A  .  

 

Σηελ παξαπάλσ ζρέζε δελ απνθιείεηαη ην Β λα είλαη θαη ίζν κε ην Α.     
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Αλ ηα παξαπάλσ ζύλνια δελ είλαη ίζα, δει. ππάξρνπλ ζηνηρεία ηνπ Α 

πνπ δελ αλήθνπλ ζην Β, ιέκε όηη ην Β είλαη γλήζην ππνζύλνιν ηνπ Α θαη 

ζπκβνιίδνπκε:                     Β A .  

Καηά ζύκβαζε ζεσξνύκε όηη ην θελό ζύλνιν είλαη ππνζύλνιν θάζε 

ζπλόινπ, δει. γηα θάζε ζύλνιν Α ηζρύεη    Α .  

 

4.  Ππάξειρ με ζύνολα. 

- Γηα δύν νπνηαδήπνηε ζύλνια Α θαη Β, ην ζύλνιν πνπ απαξηίδεηαη από 

ηα θνηλά ζηνηρεία ησλ Α θαη Β νλνκάδεηαη ηνκή ησλ δύν ζπλόισλ θαη 

ζπκβνιίδεηαη:     

                                         Α Β .  

 

Παπάδειγμα. 

Αλ  A {α,β,γ,δ,12, 3 }  θαη 
3

Β {β,γ,ε,δ,13, , 7 }
5

, ε ηνκή ηνπο ζα 

είλαη  A Β {β,γ } .  

 

Αλ δελ ππάξρνπλ θνηλά ζηνηρεία γηα θάπνηα ζύλνια Α θαη Β, δει. όηαλ ε 

ηνκή ηνπο είλαη ην θελό ζύλνιν (  A Β ), ηόηε απηά νλνκάδνληαη 

μέλα κεηαμύ ηνπο ζύλνια.  

 

- Τν ζύλνιν πνπ απαξηίδεηαη από όια ηα ζηνηρεία, θνηλά θαη κε θνηλά, 

δύν νπνηνλδήπνηε ζπλόισλ Α θαη Β, νλνκάδεηαη έλωζε ησλ δύν ζπλόισλ 

θαη ζπκβνιίδεηαη:  

                                         Α Β .    

 

Γηα ηα ζύλνια ηνπ πξνεγνύκελνπ παξαδείγκαηνο ζα είλαη:  

                        
3

A Β {α,β,γ,δ,ε,δ,12,13, , 3, 7 }
5

.  

Οξίδνπκε:      Α Β Γ Α Β Γ     θαη        Α Β Γ Α Β Γ   .  

 

Γηα ηελ ηνκή θαη ηελ έλσζε ηζρύνπλ νη παξαθάησ ηδηόηεηεο:  

(1)                               Α Β Β Α  

 (2)                               Α Β Β Α  
 (3)                           Α Β Γ Α (Β Γ )  
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 (4)                           Α Β Γ Α (Β Γ )
 

 (5)                         Α Β Γ ( Α Γ ) (Β Γ )
 

- Γηα A Βνλνκάδνπκε ζπκπιεξωκαηηθό ηνπ Β σο πξνο ην Α θαη 

ζπκβνιίδνπκε κε Α΄  ή A   ή  c

BA , ην ζύλνιν ησλ ζηνηρείσλ ηνπ Β πνπ 

δελ αλήθνπλ ζην Α.  

 

Δύθνια ζπκπεξαίλνπκε όηη:    A Α΄  ,  A Α΄ Β    θαη 

( Α΄ )΄ A  .  
Σπλήζσο ζην πιαίζην ελόο ζπγθεθξηκέλνπ καζεκαηηθνύ πεδίνπ, ή θαη 

γεληθόηεξα, όια ηα εμεηαδόκελα ζύλνια απαξηίδνληαη από ζηνηρεία κε 

θάπνηεο θνηλέο ηδηόηεηεο. Γειαδή, όια ηα εμεηαδόκελα ζύλνια είλαη 

ππνζύλνια ελόο επξύηεξνπ ζπλόινπ πνπ πεξηιακβάλεη όια ηα 

αληηθείκελα απηά. Τν ζύλνιν απηό απνθαιείηαη κέγηζην ζύλνιν ή ρώξνο 

έξεπλαο ή ππεξζύλνιν αλαθνξάο θαη ζπκβνιίδεηαη ζπλήζσο κε Ω. Έηζη, 

όια ηα ζύλνια ζην ζπγθεθξηκέλν καζεκαηηθό πεδίν είλαη ππνζύλνια ηνπ 

Ω.  

Γηα παξάδεηγκα, ζηε Γεσκεηξία όια ηα ζύλνια ζεκείσλ είλαη ππνζύλνια 

ηνπ ζπλόινπ Ω όισλ ησλ ζεκείσλ ηνπ ρώξνπ. Σηε ζηαηηζηηθή κειέηε 

ελόο πιεζπζκνύ κίαο ρώξαο ην Ω είλαη ην ζύλνιν ησλ θαηνίθσλ ηεο, θιπ. 

 

- Γηα δύν νπνηαδήπνηε ζύλνια Α θαη Β νξίδνπκε σο δηαθνξά ηνπ Α κείνλ 

ην Β θαη ζπκβνιίδνπκε κε Α-Β ην ζύλνιν πνπ πξνθύπηεη αλ από ηα 

ζηνηρεία ηνπ Α αθαηξεζνύλ απηά ηνπ Β (δελ είλαη απαξαίηεην ην Β λα 

είλαη ππνζύλνιν ηνπ Α).  

 

Μία επνπηηθά εύιεπηε απεηθόληζε ησλ ζπλόισλ θαη ησλ κεηαμύ ηνπο 

ζρέζεσλ επηηπγράλεηαη κε ηα νλνκαδόκελα δηαγξάκκαηα Venn:  

 

Τν κέγηζην ζύλνιν Ω ζπκβνιίδεηαη κε 

ην εζσηεξηθό ελόο νξζνγσλίνπ, ελώ ην 

θάζε ζύλνιν παξηζηάλεηαη κε ην 

εζσηεξηθό κηαο θιεηζηήο θακπύιεο πνπ 

πεξηέρεηαη ζην εζσηεξηθό ηνπ 

παξαπάλσ νξζνγσλίνπ, όπσο θαίλεηαη 

ζην δηπιαλό ζρήκα. 
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Έηζη, ιόγνπ ράξε, εμεηθνλίδνπκε:  

ηε ζρέζε  ππνζπλόινπ  Β A :    

 

 

 

 

 

ην ζπκπιεξσκαηηθό ηνπ Α σο πξνο Β: 

 

 

 

 

 

ην ζπκπιεξσκαηηθό ηνπ Α σο πξνο Ω: 

 

 

 

 

ηελ έλσζε δύν ζπλόισλ Α θαη Β:  

 

 

 

 

 

 

 

 

ηελ ηνκή δύν ζπλόισλ Α θαη Β:     
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δύν μέλα κεηαμύ ηνπο ζύλνια:  

 

 

 

 

 

 

 

ηε δηαθνξά Α-Β ή ηε Β-Α ή θαη 

ηελ έλσζε   ( Α B) (Β A )πνπ 

απνηειείηαη θαη από ηηο δύν 

γξακκνζθηαζκέλεο πεξηνρέο:  

 

 

 

 

θ. ν. θ.  

 

- Όπσο πξναλαθέξζεθε ε ζεηξά αλαγξαθήο ησλ ζηνηρείσλ ελόο ζπλόινπ 

είλαη αδηάθνξε, δει. ηζρύεη γηα νπνηνδήπνηε δηκειέο ζύλνιν 

{α,β} {β,α} .  

Αλ, όκσο, επηζπκνύκε λα ζε έλα δηκειέο ζύλνιν ε ζεηξά ησλ ζηνηρείσλ 

λα είλαη απζηεξά θαζνξηζκέλε, ραξαθηεξίδνπκε ην δηκειέο απηό ζύλνιν 

σο δηαηεηαγκέλν δεύγνο θαη ην ζπκβνιίδνπκε (α,β ) . Γειαδή, ζηελ 

πεξίπησζε ηνπ δηαηεηαγκέλνπ δεύγνπο  έρνπκε:                           

(α,β) (β,α) .  

 

(Ο ηππηθόο νξηζκόο ηνπ δηαηεηαγκέλνπ δεύγνπο, ρξεζηκνπνηώληαο κόλνλ 

ηελ πξσηνγελή έλλνηα ηνπ ζπλόινπ είλαη:   
ορ

α,β {α, {α, β} } .  

Παξαηεξνύκε, ηόηε, όηη όλησο:      β,α {β, {β,α } } {β, {α, β} } α,β ).  

 

Αλ έρνπκε δύν ζύλνια Α θαη Β θαη ζρεκαηίζνπκε όια ηα δηαηεηαγκέλα 

δεύγε, ζηα νπνία ην πξώην ζηνηρείν αλήθεη ζην Α θαη ην δεύηεξν ζην Β, 

δεκηνπξγείηαη έλα ζύλνιν από δεύγε πνπ νλνκάδεηαη θαξηεζηαλό 

γηλόκελν ησλ Α θαη Β θαη ζπκβνιίδεηαη κε Α Β .  
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Γειαδή, νξίδνπκε:             
ορ

Α Β { α,β : α Α και β Β} .  

 

Γηα παξάδεηγκα ην θαξηεζηαλό γηλόκελν ησλ A {α,β,γ }  θαη 

 Β {2, 3 } είλαη ην ζύλνιν:  

                                  Α Β { α,2 , α, 3 , β,2 , β, 3 , γ,2 , γ, 3 } . 

 

Σηελ πεξίπησζε πνπ Α=Β ην Α Α  κπνξεί λα γξαθεί θαη σο 2Α .  

Έηζη, ιόγνπ ράξε:           2 {(x,y)| x και y } .  

 

Με εληειώο αλάινγν ηξόπν νξίδνπκε:  

                                     
ορ

Α Β Γ { α,β,γ : α Α, β Β και γ Γ } ,  

 

όπνπ ην   α,β,γ  είλαη ε δηαηεηαγκέλε ηξηάδα, δει. έλα ηξηκειέο ζύλνιν 

κε απζηεξά θαζνξηζκέλε ζεηξά ησλ ζηνηρείσλ ηνπ.  

 

Καη γεληθεύνληαο θαη’ αλαινγίαλ:  

                   

      
ορ

1 2 ν 1 2 ν 1 1 2 2 ν νΑ Α ... Α { α ,α ,... ,α : α Α , α Α ,..., α Α }
 

θαη:             

       
ζυμβ ορ

ν

1 2 ν 1 2 νΑ Α ... Α Α { α ,α ,... ,α : α Α, α Α ,..., α Α } .  
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0α.2 Σπλαξηήζεηο  

 

1. Η έννοια ηηρ ζςνάπηηζηρ.   

Αλ έρνπκε δύν κε θελά ζύλνια Α θαη Β νλνκάδνπκε ζπλάξηεζε ή 

απεηθόληζε ηνπ ζπλόινπ Α ζην ζύλνιν Β έλα ππνζύλνιν ηνπ Α × Β , γηα 

ηα όια ηα δεύγε 
1 1 2 2

(x , y ) , (x , y ) ηνπ νπνίνπ ηζρύεη:  

                                             y y x x  1 2 1 2   
ή ηζνδύλακα:                        

1 2 1 2
x = x y = y   ,  

 

γηα όια ηα ζηνηρεία x A x A 1 2,   θαη  νπνηαδήπνηε y B y B 1 2, .  

 

Ο παξαπάλσ νξηζκόο κπνξεί λα δηαηππσζεί κε πην νηθείν ηξόπν θαη σο 

εμήο:  

 

Σπλάξηεζε ή απεηθόληζε ηνπ ζπλόινπ Α ζην ζύλνιν Β νλνκάδεηαη κία 

αληηζηνίρηζε κεηαμύ ησλ ζηνηρείσλ ησλ δύν απηώλ ζπλόισλ, ζηελ νπνία 

θάζε ζηνηρείν ηνπ Α αληηζηνηρίδεηαη ζε έλα θαη κόλνλ έλα ζηνηρείν ηνπ Β.  

 

Τν πξώην ζηνηρείν θάζε δεύγνπο, πνπ είλαη ζηνηρείν ηνπ πξώηνπ ζπλόινπ 

Α, ζπκβνιίδεηαη ζπλήζσο κε x θαη νλνκάδεηαη αλεμάξηεηε κεηαβιεηή, ελώ 

ην δεύηεξν ζηνηρείν ηνπ ζπλόινπ Β κε y, θαη, εθ’ όζνλ εμαξηάηαη από ηελ 

ηηκή ηνπ x, ιέγεηαη εμαξηεκέλε κεηαβιεηή. Δλίνηε, ε αλεμάξηεηε 

κεηαβιεηή απνθαιείηαη θαη αξρέηππν ελώ ε εμαξηεκέλε απνθαιείηαη 

εηθόλα ηνπ x.                           

Παξά ην όηη ηα ζύλνια Α θαη Β κπνξεί λα πεξηέρνπλ ζηνηρεία θάζε 

είδνπο, εδώ ελδηαθεξόκαζηε απνθιεηζηηθά γηα ζύλνια κε ζηνηρεία 
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αξηζκνύο θαη θπξίσο γηα ππνζύλνια ηνπ ζπλόινπ ησλ πξαγκαηηθώλ 

αξηζκώλ. Έηζη, ζα επηθεληξσζνύκε ζηηο ζπλαξηήζεηο ζηηο νπνίεο ην 

ζύλνιν Α, πνπ ιέγεηαη πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο, είλαη ππνζύλνιν 

ηνπ ζπλόινπ ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ, ελώ ην Β, πνπ ιέγεηαη ζύλνιν 

άθημεο, είλαη επίζεο ππνζύλνιν ηνπ . Οη ζπλαξηήζεηο απηέο ιέγνληαη 

πξαγκαηηθέο ζπλαξηήζεηο πξαγκαηηθήο κεηαβιεηήο.  

 

Οη ζπλαξηήζεηο ζπκβνιίδνληαη παξαδνζηαθά κε έλα από ηα κηθξά 

γξάκκαηα f, g, h, θ, ζ, θηι. ηνπ ιαηηληθνύ ή ηνπ ειιεληθνύ αιθαβήηνπ. 

Έζησ, ινηπόλ κηα ζπλάξηεζε κε πεδίν νξηζκνύ έλα ζύλνιν Α, αο ηε 

ζπκβνιίζνπκε κε f. Αλ κε ηε ζπλάξηεζε απηή ην x ∈  A αληηζηνηρίδεηαη 

ζην  y ∈  B, ηόηε γξάθνπκε 

                                                     y = f (x) 

 

θαη ην ζηνηρείν f (x), ηελ εηθόλα δει. ηνπ x κέζσ ηεο απεηθόληζεο, ην 

απνθαινύκε θαη ηηκή ηεο  f  ζην  x. 

   

Σηηο ζπλαξηήζεηο πνπ ην πεδίν νξηζκνύ είλαη θάπνην απεηξνζύλνιν 

(ζπλήζσο πξόθεηηαη γηα δηαζηήκαηα ηνπ  (δει. γηα όινπο ηνπο 

πξαγκαηηθνύο πνπ πεξηέρνληαη αλάκεζα ζε δύν ζπγθεθξηκέλνπο 

πξαγκαηηθνύο), νπόηε είλαη αδύλαηνλ λα δνζνύλ όιεο ηηο ηηκέο ησλ 

αξρεηύπσλ x, ε ζπλάξηεζε δίλεηαη βάζεη ελόο αιγεβξηθνύ ηύπνπ πνπ 

θαζνξίδεη ηνλ ηξόπνπ πνπ ππνινγίδεηαη ην f (x) γηα θάζε ηηκή ηνπ x.  

Λόγνπ ράξε, δίλνπκε ηελ  f  βάζεη ηεο ζρέζεο:  

                                               2f (x) = 1- x ,  

νπόηε  ε εηθόλα ηνπ x=2, γηα παξάδεηγκα, είλαη: 2f (2) = 1- 2 =1-4= - 3 , 

θ.ν.θ. θαη έηζη ελ δπλάκεη ε εηθόλα νπνηνπδήπνηε πξαγκαηηθνύ x κπνξεί 

λα ζεσξεζεί δεδνκέλε.  

Η ζρέζε απηή νλνκάδεηαη ηύπνο (formula) ηεο ζπλάξηεζεο. 

 

Βέβαηα, γηα λα νξηζηεί πιήξσο ε ζπλάξηεζε, εθηόο από ηνλ ηξόπν 

πξνζδηνξηζκνύ ηεο εηθόλαο θάζε x, ζα πξέπεη λα θαζνξηζηεί επαθξηβώο 

πνηεο ηηκέο κπνξεί λα πάξεη ην x. Σπλήζσο όηαλ απηό δελ αλαθέξεηαη 

ξεηά ελλνείηαη όηη ην x κπνξεί λα πάξεη νπνηαδήπνηε ηηκή από ην ζύλνιν 

ησλ πξαγκαηηθώλ, ηηκή πνπ όκσο ζα είλαη επηηξεπηή από ηνπο 

πεξηνξηζκνύο πνπ ελδέρεηαη λα πξνθύπηνπλ από ηε δνκή ηνπ ηύπνπ ηεο.  
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Παπάδειγμα.  

Γηα ηελ παξαπάλσ ζπλάξηεζε κε ηύπν 2f (x) = 1- x , δελ πθίζηαηαη 

θάπνηνο πεξηνξηζκόο πνπ λα θαζηζηά πξνβιεκαηηθή ηελ αληηθαηάζηαζε 

ηνπ x από θάπνηα ζπγθεθξηκέλν πξαγκαηηθό αξηζκό. 

Αλ, όκσο, είρακε κία άιιε ζπλάξηεζε g κε ηύπν 
2g (x) = 1- x , ε 

ππόξξηδε παξάζηαζε, γηα λα έρεη λόεκα ζηνπο πξαγκαηηθνύο, νθείιεη λα 

είλαη 0   .  

Σηελ πεξίπησζε απηή, εθ’ όζνλ δελ εμεηδηθεύεηαη ξεηά ην πεδίν νξηζκνύ, 

σο πεδίν νξηζκνύ εθιακβάλεηαη ην «επξύηεξν» ππνζύλνιν ηνπ γηα ην 

νπνίν ηζρύεη:  

                                                       21- x 0          

αλίζσζε, ηεο νπνίαο ε ιύζε είλαη  -1  x 1  , νπόηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο 

g είλαη ην θιεηζηό δηάζηεκα:                         Α= [-1, 1].  

 

Με παξόκνηα ινγηθή βξίζθνπκε ηα αληίζηνηρα πεδία νξηζκνύ γηα ηηο 

ζπλαξηήζεηο ησλ παξαθάησ παξαδεηγκάησλ: 

γηα ηε ζπλάξηεζε κε ηύπν  
2

1 1
f (x) = 

(1- x)(1+ x)1- x
     ην  

A =  - {1, -1} ,  

γηα ηε ζπλάξηεζε κε ηύπν  
2f  (x) = x 5x + 6     ην  

A = (-  , 2] [3, ) , 

 

γηα ηε ζπλάξηεζε κε ηύπν  2f (x) = ln (x 5x + 6)      ην  A = [3, ) , 

 

(Yπελζπκίδεηαη όηη ν λεπέξεηνο ινγάξηζκνο ελόο ζεηηθνύ πξαγκαηηθνύ x 

(ζπκβνιίδεηαη κε  lnx) είλαη ν εθζέηεο ζηνλ νπνίν πξέπεη λα πςσζεί ν 

αξηζκόο e (ε νλνκαδόκελε βάζε ηωλ λεπέξεηωλ ινγαξίζκωλ, έλαο 

άξξεηνο κε ηηκή πεξίπνπ 2,7182818284 …) ώζηε λα δώζεη ηνλ x:  

                                    ln x =α     e 
α
 = x. 

 

Αληίζηνηρα, νξίδεηαη ν δεθαδηθόο ινγάξηζκνο όηαλ ε βάζε είλαη ν αξηζκόο 

10:  

                                            log x =α   10 
α
 = x. 
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Πην πνιιέο ιεπηνκέξεηεο γηα ηηο ινγαξηζκηθέο θαη εθζεηηθέο ζπλαξηήζεηο 

δίλνληαη παξαθάησ ζην θεθάιαην 1Α ηνπ βηβιίνπ.)                                                         

 

Μπνξνύκε λα απεηθνλίζνπκε γξαθηθά κία ζπλάξηεζε f ρξεζηκνπνηώληαο 

ην νηθείν θαξηεζηαλό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ζε έλα επίπεδν, βάζεη ηνπ 

νπνίνπ θάζε ζεκείν ηνπ επηπέδνπ απηνύ ζπλδέεηαη κνλνζήκαληα κε δύν 

πξαγκαηηθνύο, ηελ ηεηκεκέλε x θαη ηελ ηεηαγκέλε y. Παίξλνληαο όια ηα 

ζεκεία ηνπ θαξηεζηαλνύ επηπέδνπ γηα ηα νπνία y = f (x), δει. όια ηα 

ζεκεία κε ζπληεηαγκέλεο πνπ δίλνληαη από ηα δεύγε     (x, f (x)) έρνπκε 

όια ηα ζηνηρεία ηεο ελ ιόγσ ζπλάξηεζεο σο ζεκεία ζην επίπεδν. Τν 

ζύλνιν ησλ ζεκείσλ απηώλ ζπληζηά ην γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο f 

(ζπλήζσο ζπκβνιίδεηαη κε Gf).  

 

Παπάδειγμα.  

Σην παξαθάησ ζρήκα έρνπκε έλα παξάδεηγκα γξαθήκαηνο γηα ηηο 

ζπλαξηήζεηο f (x) = 2x 1  κε πεδίν νξηζκνύ A = {-1, 0, 1, 2, 3} 

(αξηζηεξά) θαη g (x) = 2x 1  κε πεδίν νξηζκνύ B = [-1, 3) (δεμηά).  

 

 

 

                                                      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

- Αλ έρνπκε κία ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνύ έλα ζύλνιν Α θαη ζύλνιν 

άθημεο έλα άιιν ζύλνιν Β, ην ζύλνιν ησλ εηθόλσλ όισλ ησλ x ∈  A 

νλνκάδεηαη πεδίν ηηκώλ ηεο f θαη ζπκβνιίδεηαη κε f(Α). Γεληθά ηζρύεη:  

f (A)  B . Αλ, όκσο, ηζρύεη f(Α)=Β, δει. αλ δελ ππάξρεη ζηνηρείν ηνπ Β 
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πνπ λα κελ είλαη εηθόλα θάπνηνπ ζηνηρείνπ ηνπ Α, ηόηε ε ζπλάξηεζε 

νλνκάδεηαη ζπλάξηεζε επί.  

- Αλ θάζε ζηνηρείν ηνπ ζπλόινπ Β είλαη εηθόλα ελόο θαη κόλνλ ζηνηρείνπ 

ηνπ Α, δει. αλ:                                   x x      f(x f(x1 2 1 2) )    

ή ηζνδύλακα:                  f(x f(x      x x1 2 1 2) )   , 

 

γηα όια ηα x1 , x2∈  A, ηόηε ε ζπλάξηεζε νλνκάδεηαη ζπλάξηεζε έλα-

πξνο-έλα (1-1). Σε κία ηέηνηα ζπλάξηεζε δελ επηηξέπεηαη δύν ζηνηρεία λα 

έρνπλ ηελ ίδηα εηθόλα ζην Β.  

 

 

Παπάδειγμα.  

Η f (x) = 3x + 5 είλαη 1-1, αιιά ε 2f (x) = 2x  δελ είλαη, εθ’ όζνλ νη 

αληίζεηνη πξαγκαηηθνί έρνπλ ηελ ίδηα εηθόλα.  

 

2. Ππάξειρ με ζςναπηήζειρ.   

Οξίδνληαο πξάμεηο κε ζηνηρεηώδεηο γλσζηέο ζπλαξηήζεηο κπνξνύκε λα 

δεκηνπξγήζνπκε λέεο ζπλαξηήζεηο κε πην πεξίπινθνπο ηύπνπο.  

Αο ππνζέζνπκε όηη έρνπκε κία ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνύ έλα 

ππνζύλνιν ησλ πξαγκαηηθώλ Α θαη κία άιιε ζπλάξηεζε g κε πεδίν 

νξηζκνύ έλα άιιν ππνζύλνιν ησλ πξαγκαηηθώλ Β. Τόηε κπνξνύκε λα 

νξίζνπκε κία λέα ζπλάξηεζε, ηελ νπνία νλνκάδνπκε άζξνηζκα ησλ f θαη 

g, ζπκβ. f + g, ν νπνία έρεη πεδίν νξηζκνύ ην ζύλνιν A  B θαη ηύπν 

πνπ δίλεηαη από ηελ:  

                                           

νξ

=f  + g ) (x)  f(x) + g(x) ( ,  

 

Γει. ε λέα ζπλάξηεζε νξίδεηαη γηα ηα θνηλά ζηνηρεία ησλ δύν πεδίσλ 

νξηζκνύ θαη ε εηθόλα ελόο ηπρόληνο αξηζκνύ x κέζσ ηεο θαηλνύξγηαο 

ζπλάξηεζεο f + g ηζνύηαη κε ην άζξνηζκα ησλ εηθόλσλ ηνπ αξηζκνύ 

απηνύ κέζσ ησλ επηκέξνπο ζπλαξηήζεσλ.  
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Παπάδειγμα. 

Γηα παξάδεηγκα γηα ηελ f κε 
3x +13

f (x) = 
(1- x)(1+ x)

  νξηζκέλε ζην 

A =  - {1, -1} θαη ηελ g κε 
2x + 3

 g (x) =
(x - 2)(x +11)

 νξηζκέλε ζην 

B =  - {2, -11} , κπνξεί λα νξηζηεί ε ζπλάξηεζε  f + g κε ηύπν:  
23x +13 x + 3

 (f + g )(x) =  +
(1- x)(1+ x) (x - 2)(x +11)

  

θαη πεδίν νξηζκνύ ην  A  B =  - {1, -1, 2, -11} .  

 

Με εληειώο αλάινγν ηξόπν γηα δύν ζπλαξηήζεηο f, g κε πεδία νξηζκνύ Α, 

Β, αληίζηνηρα νξίδνπκε:  

 

- ην  γηλόκελν ησλ f θαη g, ζπκβ. f · g, κία ζπλάξηεζε, ν νπνία έρεη πεδίν 

νξηζκνύ ην ζύλνιν A  B θαη ηύπν πνπ δίλεηαη από ηελ:  

                                           

νξ

=f   g ) (x)  f(x)  g(x) (   ,  

 

- ηε δηαθνξά ησλ f θαη g, ζπκβ. f - g, κε πεδίν νξηζκνύ ην ζύλνιν 

A  B θαη ηύπν:  

                                           

νξ

=f  - g ) (x)  f(x) - g(x) ( ,  

 

- ην γηλόκελν πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ ι επί κία ζπλάξηεζε  f , ζπκβ. ι f , κε 

πεδίν νξηζκνύ ην Α θαη ηύπν:  

                                            
νξ

=ι f ) (x)    ι f(x) (    ,  

 

- θαη γεληθόηεξα ηνλ γξακκηθό ζπλδπαζκό δύν ζπλαξηήζεσλ f θαη g, 

ζπκβ. ιf + κg, γηα ηπρόληεο πξαγκαηηθνύο ι, κ, κε πεδίν νξηζκνύ A  B 

θαη ηύπν: 

                            
νξ

=ι f + κ g) (x)    ι f  (x) + κ g (x)(    
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- ην  πειίθν  ησλ f θαη g, ζπκβ. 
f

 
g

, κε πεδίν νξηζκνύ ην ζύλνιν *A  B  

, όπνπ *B = {x  B: g(x) 0 } θαη ηύπν:   

                                           

νξ

=
f f(x)

 (x)      
g g(x)

 
 
 

 

 

- ηε ζύλζεζε ηεο g κε ηελ f, ζπκβ. f ○ g, κε πεδίν νξηζκνύ ην ζύλνιν  

  B΄ = {x  B: g(x) A }  θαη ηύπν:  

                                            
νξ

=f   g ) (x)  f(g(x))   (  

 

Τν πεδίν νξηζκνύ ηεο ζύλζεζεο νξίδεηαη έηζη ώζηε ε εηθόλα ηνπ ηπρόληνο 

ζηνηρείνπ x κέζσ ηεο πξώηεο ζπλάξηεζεο g λα εκπίπηεη ζην πεδίν 

νξηζκνύ ηεο δεύηεξεο ζπλάξηεζεο f, ώζηε λα κπνξεί λα νξηζηεί ε εηθόλα 

ηνπ λένπ απηνύ ζηνηρείνπ g(x) κέζσ ηεο f.  

 

Σηε δηπιαλή 

ζρεκαηηθή παξά-

ζηαζε γηα ηε 

ζύλζεζε ησλ δύν 

ζπλαξηήζεσλ, κε 

f(Α) δειώλεηαη ην 

ζύλνιν όισλ ησλ 

εηθόλσλ ησλ 

ζηνηρείσλ ηνπ Α 

κέζσ ηεο f θαη g(Β) 

ην ζύλνιν όισλ ησλ 

εηθόλσλ ησλ ζηνη-

ρείσλ ηνπ Β κέζσ ηεο g.   

 

3. Όπιο ζςνάπηηζηρ.   

Έζησ ε ζπλάξηεζε f  κε 
2x - 1

f  (x) = 
x -1 

 , ε νπνία δελ νξίδεηαη γηα x = 1. Αλ 

ππνινγίζνπκε ηηο ηηκέο ησλ f(x) γηα ηηκέο ηνπ x πνπ πξνζεγγίδνπλ πνιύ 

θνληά ζηνλ αξηζκό 1, πξνθύπηεη ν παξαθάησ πίλαθαο:  
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Όπσο είλαη ζαθέο από ηνλ παξαπάλσ πίλαθα, όηαλ ην x παίξλεη ηηκέο 

πνιύ θνληά ζην 1 (πξνζεγγίδνληαο ην 1 όληαο είηε κηθξόηεξν ηνπ 1 είηε 

κεγαιύηεξν ηνπ 1), ην f (x) παίξλεη ηηκέο πνιύ θνληά ζην 2 θαη εύινγα 

αλακέλνπκε όηη όζν πεξηζζόηεξα δεθαδηθά πξνζηεζνύλ ζηνλ x, ηόζν 

πεξηζζόηεξν ην f(x) ζα ηείλεη λα ζπκπέζεη κε ηνλ αξηζκό 2.  

Γηαπηζηώλνπκε, επίζεο, όηη ζην ίδην ζπκπέξαζκα ζα θαηαιήμνπκε αλ 

παξαηεξήζνπκε όηη γηα x ≠ 1 ηζρύεη:  

                                  

2x - 1 (x -1)(x +1)
f (x) = x +1 

x -1 x -1
  ,   

 

νπόηε όηαλ ην x παίξλεη ηηκέο πνπ πξνζεγγίδνπλ όζν πεξηζζόηεξν 

επηζπκνύκε ην 1 (ζπκβνι. κε x →1 ), ηόηε ην f (x) = x +1 παίξλεη ηηκέο 

πνπ ηείλνπλ ζην 2 ( x +1 → 2). 

Λέκε ινηπόλ όηη ε f  έρεη ζην ζεκείν x0 = 1 όξην ηνλ αξηζκό 2 θαη 

γξάθνπκε:                                                                                        

           
x 1

lim f(x) = 2 


 

 

Σην δηπιαλό ζρήκα απεηθν-

λίδεηαη ε θαηάζηαζε κε ην x  λα 

πξνζεγγίδεη όζν θνληά 

επηζπκνύκε ηπρόληα πξαγκα-ηηθό 

x0 θαη ηηο εηθόλεο f (x) λα 

πξνζεγγίδνπλ αληίζηνηρα ηνλ 

αξηζκό L. Αο ζεκεησζεί όηη ην 

ζεκείν (x0 , f (x0)) κπνξεί λα κελ 

αλήθεη ζην γξάθεκα ηεο f (όπσο 

ζην δηπιαλό ζρήκα), ρσξίο όκσο 

λα απνθιείεηαη θαη λα αλήθεη.  

         x <1             f(x)           x >1         f(x) 

          0,5       1,500000            1,5    2,500000 

          0,9       1,900000            1,1    2,100000 

         0,99       1,990000           1,01    2,010000 

        0,999       1,999000          1,001    2,001000 

       0,9999       1,999900         1,0001    2,000100 
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Με ην πξνεγνύκελν παξάδεηγκα πεξηγξάθεθε όζν γίλεηαη απινύζηεξα 

θαη ρσξίο απαηηήζεηο καζεκαηηθήο απζηεξόηεηαο ε έλλνηα ηνπ νξίνπ κίαο 

ζπλάξηεζεο f ζε έλαλ πξαγκαηηθό x0, ν νπνίνο δελ αλήθε ζην πεδίν 

νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο απηήο. Όηαλ ν αξηζκόο δελ αλήθεη ζην πεδίν 

νξηζκνύ ηεο f, γηα λα έρεη λόεκα ε αλαδήηεζε ηνπ νξίνπ κίαο ζπλάξηεζεο 

ζην x0 ζα πξέπεη ε ζπλάξηεζε λα νξίδεηαη όζν ζέινπκε «θνληά ζην x0» 

δει. ην πεδίν νξηζκνύ ηεο λα είλαη ηνπιάρηζηνλ θάπνην ζύλνιν ηεο 

κνξθήο
1
:  

                               (α, x0) ∪  (x0, β)  ή   (α,  x0)   ή  (x0, β)   

 

Πξνθαλώο, όηαλ έλα x0 αλήθεη ζην πεδίν νξηζκνύ κίαο ζπλάξηεζεο, ε 

αλαδήηεζε ην νξίνπ δελ παξνπζηάδεη θαλέλα πξόβιεκα:  

γηα παξάδεηγκα, γηα ηε ζπλάξηεζε  23
f (x) =  x 5

11
 , κε πεδίν νξηζκνύ 

ην ζύλνιν όισλ ησλ πξαγκαηηθώλ, θαη γηα x0 = 0, παξαηεξνύκε όηη όηαλ 

x → 0, ην f (x) → 5, δειαδή 
x 0

lim f(x) 5


 . 

 

► Πποζοσή: όηαλ ιέκε όηη 
0x x

lim f(x) L


  , όπνπ  L    , δελ ελλννύκε 

όηη ην f (x) παίξλεη ηελ ηηκή L, αιιά κόλνλ όηη πξνζεγγίδεη όζν θνληά 

επηζπκνύκε ην L.   

 

Γελ είλαη, επηπιένλ, απαξαίηεην ην x λα πξνζεγγίδεη κόλνλ θάπνηνλ 

πξαγκαηηθό αξηζκό x0. Μπνξεί λα κεγαιώλεη απεξηόξηζηα. Τόηε θάλνπκε 

ιόγν γηα όξην ηεο ζπλάξηεζεο ζην +∞, θαη ηελ θαηάζηαζε απηή 

ζπκβνιίδνπκε κε:   
x

lim f(x)


.  

                                                 
1
 Να είλαη, δειαδή, όπσο ιέγεηαη ζηελ αλάιπζε, ην x0 ζεκείν ζπζζώξεπζεο ηνπ  πεδίνπ 

νξηζκνύ ηεο. Σεκείν ζπζζώξεπζεο ελόο ζπλόινπ νλνκάδεηαη έλαο αξηζκόο ηνπ νπνίνπ 

θάζε πεξηνρή (δει. θάζε δηάζηεκα ησλ πξαγκαηηθώλ πνπ πεξηέρεη ην ελ ιόγσ ζεκείν) 

πεξηέρεη νπσζδήπνηε έλα ηνπιάρηζηνλ ζεκείν ηνπ ζπλόινπ. Γηα παξάδεηγκα, ην 3 είλαη 

ζεκείν ζπζζώξεπζεο ηνπ αλνηρηνύ ζπλόινπ [1,3) γηαηί θάζε δηάζηεκα πνπ πεξηέρεη ην 3 

ζα έρεη νπσζδήπνηε θνηλά ζεκεία κε ην [1,3). Όκσο, ην 3,01 δελ είλαη ζεκείν 

ζπζζώξεπζεο γηαηί ππάξρνπλ άπεηξα δηαζηήκαηα πνπ πεξηέρνπλ ην 3,01 θαη δελ έρνπλ 

θνηλά ζεκεία κε ην [1,3). Έηζη, αλ κία ζπλάξηεζε έρεη πεδίν νξηζκνύ ην [1,3) δελ 

νξίδεηαη, π.ρ., ην x 4

lim f(x)
 . 
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Δλδέρεηαη, ηόηε, ην f (x) λα πξνζεγγίδεη απεξηόξηζηα έλαλ ζπγθεθξηκέλν 

πξαγκαηηθό, έζησ L    , νπόηε γξάθνπκε:    

                                                  
x

lim f(x) L


 .  

 

Δλδέρεηαη, όκσο, ην f (x) λα κεγαιώλεη θαη απηό απεξηόξηζηα όπσο ην x, 

νπόηε ζηελ πεξίπησζε απηή γξάθνπκε:      

                                                  
x

lim f(x)


  .  

 

Τέινο, ππάξρεη ην ελδερόκελν ην f (x) λα κηθξαίλεη απεξηόξηζηα, νπόηε 

ιέκε: 

                                                

                                                  
x

lim f(x)


  .  

 

Σηελ πεξίπησζε πνπ ην x κηθξαίλεη απεξηόξηζηα, ππάξρνπλ αληίζηνηρα νη 

εμήο εθδνρέο:  

                
x

lim f(x) L




   

,

      x

lim f(x)


 

   

θαη 

     x

lim f(x)


  .  

                                                    

Παπάδειγμα.        

                
x

1
lim 0

x

       ,       3

x

lim x


      ,       3

x

lim x


       ,            

 

                 
x

5
lim 3 3

x

 
  

 
,    4

x

lim 3x


      ,      5

x

lim (x 12)


       

.                    

 

Μία ζπλάξηεζε κπνξεί λα νξίδεηαη κε δηαθνξεηηθό ηύπν ζε δηαθνξεηηθά 

ππνδηαζηήκαηα ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο. Λόγνπ ράξε, ε ζπλάξηεζε:  

 

                                

      x 3 ,    γηα  x > 1 
f  (x) =  

  - 2x 5 ,    γηα  x < 1




  

Παξαηεξνύκε όηη: 
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-  Όηαλ ην x πξνζεγγίδεη ην 1, παίξλνληαο όκσο ηηκέο κηθξόηεξεο ηνπ 1 

(δει όηαλ x < 1), ηόηε νη ηηκέο ηεο f πξνζεγγίδνπλ όζν επηζπκνύκε ηνλ 

πξαγκαηηθό αξηζκό 3. Σηελ πεξίπησζε απηή γξάθνπκε:  

                                           
x 1

lim f(x) 3


  

θαη θάλνπκε ιόγν γηα πιεπξηθό όξην ηεο ζπλάξηεζεο από αξηζηεξά ηνπ x0 

=1.  

 

-  Όηαλ ην x πξνζεγγίδεη ην 1, παίξλνληαο ηηκέο κεγαιύηεξεο ηνπ 1 (δει 

όηαλ x > 1), ηόηε νη ηηκέο ηεο f πξνζεγγίδνπλ όζν θνληά επηζπκνύκε ηνλ 

πξαγκαηηθό αξηζκό 4. Σηελ πεξίπησζε απηή γξάθνπκε:  

                                              
x 1

lim f(x) 4



 

θαη θάλνπκε ιόγν γηα πιεπξηθό όξην ηεο ζπλάξηεζεο από δεμηά ηνπ x0 =1.  
 

Γεληθά: 

Όηαλ νη ηηκέο κηαο ζπλάξηεζεο f πξνζεγγίδνπλ όζν θνληά ζέινπκε ηνλ 

πξαγκαηηθό αξηζκό L1 θαζώο ην x πξνζεγγίδεη ην x0  από κηθξόηεξεο 

ηηκέο (δει. x <  x0), ηόηε γξάθνπκε:  

                                              
9

1
x x

lim f(x) L



   

,  

δηαβάδνληαο: ην όξην ηεο f(x), όηαλ ην x ηείλεη ζην x0 από ηα αξηζηεξά, 

είλαη L1,  

 

ελώ όηαλ ηηκέο κηαο ζπλάξηεζεο f πξνζεγγίδνπλ όζν θνληά ζέινπκε ηνλ 

πξαγκαηηθό αξηζκό L2 θαζώο ην x πξνζεγγίδεη ην x0  από κεγαιύηεξεο 

ηηκέο (δει. x >  x0), ηόηε γξάθνπκε:  

                                              
9

2
x x

lim f(x) L



   

 ,  

δηαβάδνληαο: ην όξην ηεο f(x), όηαλ ην x ηείλεη ζην x0 από ηα δεμηά, είλαη L2 

.  

 

Τνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο L1 θαη L2 ηνπο απνθαινύκε πιεπξηθά όξηα 

ηεο ζπλάξηεζεο f ζην x0.  

Τα ίδηα ηζρύνπλ θαη όηαλ x → +∞ ή x → - ∞ .  

 

Ιζρύεη ε εμήο πξόηαζε:  
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Τν όξην κηαο ζπλάξηεζεο f ζην α, όπνπ α=x0 ή α= +∞ ή α= - ∞, ππάξρεη 

θαη είλαη ίζν κε L αλ θαη κόλνλ αλ ηα δύν πιεπξηθά όξηα ηεο f ζην α 

ππάξρνπλ θαη είλαη ίζα κε L. Γει.  

                          
x α

lim f(x) L


          
 x α  x α

lim f(x) lim f(x) L
 

     .  

 

Παπάδειγμα.   

Γελ ππάξρεη ην 
x 1

x-1
lim

x-1

, εθ’ όζνλ:  

                           x 1 x 1 x 1

x-1 x-1
lim lim lim 1 1

x-1 x-1    

  
  
, ελώ      

                          
x 1 x 1 x 1

x-1 -(x-1)
lim lim lim ( 1) 1

x-1 x-1    

   
 
,  

 

δει. ηα δύν πιεπξηθά όξηα είλαη δηαθνξεηηθά.  

 

4.  Ππάξειρ με όπια ζςναπηήζεων.   

Αλ ππάξρνπλ ηα όξηα δύν ζπλαξηήζεσλ f θαη g 
x α

lim f(x)


 θαη 
x α

lim g(x)


, 

όπνπ α=x0 ή α=+∞ ή α=-∞, ηόηε ηζρύνπλ νη εμήο ηδηόηεηεο γηα ηηο πξάμεηο 

κεηαμύ ησλ ζπλαξηήζεσλ θαη ηα όξηά ηνπο:  

 

             (1) 
x α x α x α

lim [ι f(x) κ g(x) ] = ι lim f(x) κ lim g(x) ]
  

   

             (2) 
x α x α x α

lim [ f(x) g(x) ] = lim f(x) lim g(x)
  

   

             (3) x α

x α

x α

lim f(x)
f(x)

lim = 
g(x) lim g(x)







 

             (4) n n

x α x α

lim [ f(x)] = [ lim f(x) ]
 

, γηα νπνηνλδήπνηε 
*n    

          

             (5) 
x α x α

lim f(x)  = lim f(x)   
   
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             (6) k
k

x α x α

lim f(x)  = lim f(x)    
 

, αλ  f(x) 0  θνληά ζην x0 .  

 

 

5.   Όπια και διάηαξη.   

Ιζρύνπλ νη εμήο πξνηάζεηο γηα αληζσηηθέο ζρέζεηο κεηαμύ νξίσλ:  

 

       (1) Αλ  
x α

lim f(x) 0



 
ηόηε  f(x) > 0 θνληά ζην α . 

       (2) Αλ  
x α

lim f(x) 0



  
ηόηε  f(x) < 0 θνληά ζην α . 

       (3) Αλ  ππάξρνπλ ηα 
x α

lim f(x)


, 
x α

lim g(x)


θαη  f(x) g(x)  θνληά 

ζην α ηόηε:  

                                    
x α x α

lim f(x) lim g(x)
 

     .       

       (4) Αλ f(x) g(x) h(x)   θνληά ζην α
  

θαη 
      

                            x α x α

lim f(x) lim h(x) = L
 


  
ηόηε: 

 
                         

x α

lim g(x) = L


  .                       (Κξηηήξην παξεκβνιήο)  

 

6. ΢ςνέσεια ζςνάπηηζηρ.              
Μία ζπλάξηεζε f νλνκάδεηαη ζπλερήο ζην ζεκείν x0 ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ 

ηεο αλ θαη κόλνλ αλ ην 
9x x

lim f(x)


ππάξρεη θαη ηζνύηαη κε ηελ ηηκή ηεο 

ζπλάξηεζεο ζην x0, δει. όηαλ:  
9

0
x x

lim f(x) f(x )


  .  

 

Αλ ε ζπλάξηεζε δελ είλαη ζπλερήο ζην ζεκείν x0 ιέκε όηη είλαη αζπλερήο 

ζην x0 θαη ραξαθηεξίδνπκε ην ζεκείν απηό σο ζεκείν αζπλέρεηαο. 

 

Σηα παξαθάησ ζρήκαηα έρνπκε: (α) κία ζπλάξηεζε ζπλερή ζην x0 (β) κία 

ζπλάξηεζε γηα ηελ νπνία ην 
9x x

lim f(x)


ππάξρεη κελ, αιιά είλαη 

δηαθνξεηηθό ηνπ f (x0) (γ) κία ζπλάξηεζε γηα ηελ νπνία δελ ππάξρεη ην 

9x x

lim f(x)


(ηα πιεπξηθά όξηα είλαη δηαθνξεηηθά) (δ) κία ζπλάξηεζε γηα ηελ 



38 

 

νπνία ην όξην  
9x x

lim f(x)


ππάξρεη κελ, αιιά είλαη +∞. Σηηο πεξηπηώζεηο 

(β), (γ) θαη (δ) έρνπκε αζπλέρεηα ζην  x0 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Τν γξάθεκα κίαο ζπλερνύο ζπλάξηεζεο πνπ είλαη νξηζκέλε ζε 

ππνδηάζηεκα ηνπ ζπλόινπ ησλ πξαγκαηηθώλ είλαη κία θακπύιε ρσξίο 

δηαθνπέο.  

 

Μηα ζπλάξηεζε f ζα ιέκε όηη είλαη ζπλερήο ζε έλα αλνηθηό δηάζηεκα (α, 

β) όηαλ είλαη ζπλερήο ζε θάζε ζεκείν ηνπ (α, β).  



 39 

 

Μηα ζπλάξηεζε f ζα ιέκε όηη είλαη ζπλερήο ζε έλα θιεηζηό δηάζηεκα [α, 

β] όηαλ είλαη ζπλερήο ζε θάζε ζεκείν ηνπ (α, β) θαη επηπιένλ 

 x α

lim f(x) f(α)


 θαη 
 x β

lim f(x) f(β)


 .    

Σηελ πεξίπησζε αζπλέρεηαο κίαο ζπλάξηεζεο f  ζε θάπνην ζεκείν x0 

έρνπκε:  

- άπεηξε αζπλέρεηα (infinite discontinuity) αλ 
9x x

f(x)lim


   , όπσο ζην 

γξάθεκα (α) ηνπ παξαθάησ ζρήκαηνο. Αλ κηα ζπλάξηεζε εθθξάδεηαη σο 

θιάζκα δύν ζπλαξηήζεσλ f(x) g(x) h(x) , ηόηε ηα ζεκεία κεδεληζκνύ 

ηνπ παξνλνκαζηή, δει. ηα x0 γηα ην νπνία 0h(x ) = 0
 

θαη 0g(x )  0 , είλαη 

ζεκεία άπεηξεο αζπλέρεηαο ηεο f.  

- βεκαηηθή αζπλέρεηα (step discontinuity) αλ ηα πιεπξηθά όξηα ηεο f ζην x0 

ππάξρνπλ αιιά δελ ζπκπίπηνπλ, όπσο ζην  γξάθεκα (β) ηνπ παξαθάησ 

ζρήκαηνο (ή ζηελ πεξίπησζε (γ) ηνπ πξνεγνύκελνπ ζρήκαηνο). Σηελ 

πεξίπησζε βεκαηηθήο αζπλέρεηαο νλνκάδνπκε βήκα ηεο αζπλέρεηαο, ηε 

δηαθνξά: 

                                         
9 9x x x x

α = lim f(x) - lim f(x) 
  

.  

 

Σην παξάδεηγκα ηνπ γξαθήκαηνο (β) ην βήκα ηεο αζπλέρεηαο είλαη ζεηηθό. 
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Σρεηηθά κε ηηο πξάμεηο ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ ηζρύεη ε παξαθάησ 

πξόηαζε:   

 

- Αλ νη ζπλαξηήζεηο f θαη g είλαη ζπλερείο ζην x0 ηόηε θαη νη ζπλαξηήζεηο  

                         ι f κ g  , γηα ι , κ , f g
 
,  

f
 

g
,  f    θαη  k f     

επίζεο ζπλερείο ζην x0 , ππό ηελ πξνϋπόζεζε όηη νξίδνληαη ζην x0 .  

 

Ιζρύεη, αθόκε, θαη ε εμήο πξόηαζε όζνλ αθνξά ηελ πξάμε ηεο ζύλζεζεο 

δύν ζπλαξηήζεσλ: 

 

- Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην x0  θαη ε ζπλάξηεζε g είλαη 

ζπλερήο ζην f (x0) ηόηε ε ζύλζεζε g ○ f είλαη ζπλερήο ζην x0 .  
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0α.3 Σηνηρεία γξακκηθήο άιγεβξαο 

 

Παξνπζηάδνληαη ζπλνπηηθά ηα βαζηθά ζηνηρεία ηεο Γξακκηθήο Άιγεβξαο 

πνπ αθνξνύλ δηαλύζκαηα, πίλαθεο, νξίδνπζεο, γξακκηθά ζπζηήκαηα, 

ηεηξαγωληθέο κνξθέο. 

1. Διανύζμαηα διάζηαζηρ n  (n  dimensional vectors) νλνκάδνληαη νη 

δηαηεηαγκέλεο n  άδεο αξηζκώλ.  Σπλήζσο ηα εκθαλίδνπκε ζε κνξθή 

ζηήιεο ή γξακκήο, νπόηε  θαη ηα παξηζηάλνπκε κε:  

                   

 
 

  
 
 

1

n

α

α

α

   ή         1 nα (α ,...,α ) ,  

αληίζηνηρα. Οη n  ην πιήζνο αξηζκνί 

πνπ ηα απνηεινύλ θαινύληαη 

ζπληεηαγκέλεο (coordinates) ηνπ 

δηαλύζκαηνο. Τν ζύλνιν ησλ 

δηαλπζκάησλ ηεο ίδηαο δηάζηαζεο n , 

θαιείηαη n  δηάζηαηνο δηαλπζκαηηθόο 

ρώξνο (n  dimensional vector space). 

Θα ζπκβνιίδεηαη κε:   

                          
n
      ή        nR  .  

 

Δθηόο από δηαλύζκαηα, ηα ζηνηρεία ηνπ nR , όπσο θαη θάζε ζπλόινπ 

γεληθά, θαινύληαη θαη ζεκεία (points).  Σ’ απηή ηελ πεξίπησζε  

εξκελεύνπκε ηα δηαλύζκαηα σο δηαλύζκαηα ζέζεο, νπόηε ηα ηαπηίδνπκε 

κε ηα αληίζηνηρα ζεκεία πνπ έρνπλ ηηο ίδηεο ζπληεηαγκέλεο, όπσο ζην 

διάνςζμα θέζηρ  

1α  

2α  

1 2α (α ,α )  
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δηπιαλό ζρήκα. Γύν δηαλύζκαηα είλαη ίζα αλ έρνπλ ηελ ίδηα δηάζηαζε θαη 

είλαη ίζεο νη αληίζηνηρεο ζπληεηαγκέλεο.  Έηζη κηα εμίζσζε κεηαμύ 

δηαλπζκάησλ δηάζηαζεο n  αληηζηνηρεί ζε n  αξηζκεηηθέο εμηζώζεηο. Τν 

δηάλπζκα κε όιεο ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ κεδεληθέο, θαιείηαη κεδεληθό 

δηάλπζκa:  

                                0     ή     0 (0,0,...,0) .  

 

Μεηαμύ  δηαλπζκάησλ ηεο ίδηαο δηάζηαζεο εθηεινύληαη νη γλσζηέο 

αιγεβξηθέο πξάμεηο ηεο πξόζζεζεο θαη ηεο αθαίξεζεο, πξνζζέηνληαο ή 

αθαηξώληαο ηηο αληίζηνηρεο ζπληεηαγκέλεο. Δπίζεο, πνιιαπιαζηάδνπκε ή 

δηαηξνύκε δηάλπζκα κε αξηζκό πνιιαπιαζηάδνληαο ή δηαηξώληαο 

αληίζηνηρα θάζε ζπληεηαγκέλε ηνπ κε ηνλ αξηζκό. Γεληθόηεξα νξίδνληαη 

νη γξακκηθνί ζπλδπαζκνί (linear combinations) δηαλπζκάησλ,  ζηε κνξθή: 

                                     1 k1 k
λ α ... λ α    .  

 

Κάζε ηέηνηνο γξακκηθόο ζπλδπαζκόο δίλεη έλα ζπγθεθξηκέλν δηάλπζκα.   

2. Πίνακαρ διάζηαζηρ m n  ή m/n  (matrix) θαιείηαη κηα δηάηαμε m n  

ην πιήζνο αξηζκώλ ζε m  γξακκέο θαη n  ζηήιεο.  

                                    

11 12 1n

21 22 2n

m/n

m1 m2 mn

α α ... α

α α ... α
A A

α α α

 
 
  
 
 
 

    

όπνπ 

                i jα  είλαη ην ζηνηρείν ηεο i  γξακκήο θαη j ζηήιεο.  

Σπρλά παξηζηάλνπκε ηνλ πίλαθα κε ην γεληθό ζηνηρείν ηνπ, δείρλνληαο 

θαη ηελ δηάζηαζε αλ ρξεηάδεηαη: 

                                
m n

i jΑ α


   .  

 

Οη κεδεληθνί πίλαθεο έρνπλ όια ηα ζηνηρεία ηνπο κεδεληθά:   

                                             0
m n

0


  

 

Γύν πίλαθεο είλαη ίζνη κεηαμύ ηνπο αλ έρνπλ ηελ ίδηα δηάζηαζε θαη ίζα ηα 

αληίζηνηρα ζηνηρεία. Έηζη κηα εμίζσζε κεηαμύ πηλάθσλ δηάζηαζεο m/n  
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αληηζηνηρεί ζε m n  αξηζκεηηθέο εμηζώζεηο. Μεηαμύ  πηλάθσλ ηεο ίδηαο 

δηάζηαζεο εθηεινύληαη νη γλσζηέο αιγεβξηθέο πξάμεηο ηεο πξόζζεζεο θαη 

ηεο αθαίξεζεο, πξνζζέηνληαο ή αθαηξώληαο ηηο αληίζηνηρεο 

ζπληεηαγκέλεο. Δπίζεο, πνιιαπιαζηάδνπκε ή δηαηξνύκε πίλαθα κε αξηζκό 

πνιιαπιαζηάδνληαο ή δηαηξώληαο αληίζηνηρα θάζε ζπληεηαγκέλε ηνπ κε 

ηνλ αξηζκό.   

Παπαηήπηζη. Τα κεγέζε δηαθξίλνληαη ζε αξηζκνύο, ζε δηαλύζκαηα θαη 

ζε πίλαθεο. Τα αξηζκεηηθά κεγέζε θαινύληαη θαη βαζκωηά (scalar). 

Γεληθά έλαο πίλαθαο κε κόλν κία ζηήιε ή κόλν κία γξακκή ηαπηίδεηαη κε 

ην αληίζηνηρν δηάλπζκα.  

 

3. Ανάζηποθορ (transpose) ελόο πίλαθα, θαιείηαη ν πίλαθαο πνπ 

πξνθύπηεη αλ θάλνπκε ηηο γξακκέο ηνπ ζηήιεο ή ηζνδύλακα ηηο ζηήιεο 

ηνπ γξακκέο, ζηελ ίδηα ζεηξά. Έηζη αλ έλαο πίλαθαο έρεη δηάζηαζε m/n  

ηόηε ν αλάζηξνθνο ηνπ έρεη δηάζηαζε n/m . Ο αλάζηξνθνο ηνπ Α  

παξηζηάλεηαη κε tΑ .  Έρνπκε:  

                            
 t

m n
n m

t
i ji j

A (α ) A α



    , όπνπ  t

i j j i
α α

  
. 

 

Δηδηθά ην αλάζηξνθν ελόο δηαλύζκαηνο ζηήιε α  είλαη ην αληίζηνηρν 

δηάλπζκα γξακκή tα , θαη αληηζηξόθσο:  

                                       

 
 

  
 
 

1

n

α

α

α
  


t

1 nα (α ,...,α )   .  

Παπάδειγμα.  

               

   
    

              

t

t

  1 1   2
1 0   1

(1 2 0) 2 ,      0   0
2 0 1

  0 1 1

 

 

Τεηξαγωληθόο (square) θαιείηαη έλαο πίλαθαο αλ ην πιήζνο ησλ γξακκώλ 

ηνπ ζπκπίπηεη κε ην πιήζνο ησλ ζηειώλ ηνπ. Έηζη, ε δηάζηαζε ελόο 

ηεηξαγσληθνύ πίλαθα ραξαθηεξίδεηαη κε έλαλ κόλν αξηζκό. Έλαο 

ηεηξαγσληθόο πίλαθαο θαιείηαη ζπκκεηξηθόο (symmetric) αλ ζπκπίπηεη κε 

ηνλ αλάζηξνθό ηνπ, δειαδή αλ ηα ζπκκεηξηθά σο πξνο ηε δηαγώλην 

ζηνηρεία είλαη ίζα κεηαμύ ηνπο: 
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                              t
i j jiA A α α        γηα όια ηα {i, j} .  

 

Τα δηαγώληα ζηνηρεία ελόο ηεηξαγσληθνύ πίλαθα είλαη απηά γηα ηα νπνία 

ν δείθηεο γξακκήο ζπκπίπηεη κε ηνλ δείθηε ζηήιεο: 

                       i jα  κε i j , δει. ηα ζηνηρεία i iα  γηα όια ηα  i .  

 

Έλαο ηεηξαγσληθόο πίλαθαο θαιείηαη δηαγώληνο (diagonal) αλ όια ηα 

ζηνηρεία ηνπ εθηόο δηαγσλίνπ είλαη κεδεληθά. Μεηαμύ ησλ δηαγσλίσλ 

πηλάθσλ μερσξίδνπκε ηνλ ηαπηνηηθό (identity) πίλαθα κε δηαγώληα 

ζηνηρεία ίζα κε ηελ κνλάδα. Παξηζηάλεηαη κε: 

                                    

 
 

   
 
 

n / n

1 0

I

0 1

Ι    . 

 

4. Γινόμενο πινάκων.  

Υπό νξηζκέλεο ζπλζήθεο κπνξνύκε θαη λα πνιιαπιαζηάζνπκε πίλαθεο. 

Καηαξράο νξίδνπκε ην γηλόκελν ελόο δηαλύζκαηνο γξακκή κε έλα 

δηάλπζκα ζηήιε ζ’ απηή ηε ζεηξά, εθόζνλ έρνπλ ηνλ ίδην αξηζκό 

ζηνηρείσλ, σο ηνλ αξηζκό πνπ πξνθύπηεη αλ πνιιαπιαζηάζνπκε ηα 

αληίζηνηρα ζηνηρεία θαη πξνζζέζνπκε: 

                   
1

1 n 1 1 2 2 n n

n

t
β

α β α ,...,α α β α β α β

β

 
 

     
 
   

.  

 

Θεσξνύκε ηώξα δύν πίλαθεο A,B  όπνπ νη γξακκέο ηνπ A  έρνπλ ην ίδην 

πιήζνο ζηνηρείσλ κε ηηο ζηήιεο ηνπ B , θαη νξίδνπκε ην γηλόκελν σο ηνλ 

πίλαθα ηνπ νπνίνπ ην ζηνηρείν ij  βξίζθεηαη πνιιαπιαζηάδνληαο ηελ i 

γξακκή ηνπ A  κε ηελ j ζηήιε ηνπ B  όπσο παξαπάλσ. Έηζη ην γηλόκελν 

AB  έρεη ηνλ αξηζκό γξακκώλ ηνπ πξώηνπ πίλαθα A  θαη ηνλ αξηζκό 

ζηειώλ ηνπ δεύηεξνπ πίλαθα B . Έηζη γηα ηνπο πίλαθεο  

 m ρ ρ ni j j κ
A (α ) , B β

 
  , νξίδνπκε ηνλ πίλαθα AB , ώζηε:  

                         m ρ ρ n m n m ρ ρ n m ni j j κ i κA B C (α ) β c
     

    ,  

όπνπ:   
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 


 
 

     
 
 

 
1κ

ρ

ρκi κ i1 iρ i1 1κ i j jκ i ρ i j jκ
j 1

ρκ

β

c α ,...,α α β ... α β ... α β α β

β

.  

 

Παπάδειγμα.  

                  
2 4

3 2

1 2
1 1 3   0

1   0
2 1   0 1

0   1 



 
  

     
 

 

                   

3 4

1 1 ( 2)2 1 1 ( 2)1 1( 3) ( 2)1 1 0 ( 2)( 1)

1 1 0 2  1 1 0 1     1 1 0 0       1 0 0( 1)

0 1 1 2  0 1 1 1   0 ( 3) 1 1   0 0 1( 1)


             
 

             
              

 

                  

3 4

3 1 3   2

  1  1 3   0

  2  1  0 1


   
 

  
  

 

 

Αλαθέξνπκε εηδηθά ην γηλόκελν πίλαθα κε δηάλπζκα ζηήιε ή δηάλπζκα 

γξακκή πνπ καο δίλεη αληίζηνηρν δηάλπζκα: 

                  n 1 m 1m nA β γ 
           θαη    1 m 1 nm n

t t
β A γ

 
     

  

Παπάδειγμα. 

 
1

1 2 3 1

2 3 3 1 2 1 2

1 2 3 2

3

γ
α α α c

A B C : γ
β β β c

γ

  

 
    

     
   

 

,  όπνπ 

1 1 1 2 2 3 3

2 1 1 2 2 3 3

c α γ α γ α γ

c β γ β γ β γ

  


  
 

 

Παπάδειγμα.  

Σε αληίζεζε κε ην γηλόκελν αξηζκώλ, ζην γηλόκελν πηλάθσλ παίδεη ξόιν ε 

ζεηξά γξαθήο: 
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               
1

1 1 ::1 n n 1 1 n

n

β

A B C α , α (c)

β


 

 
 

  
 
 

,    κε  
1 1 n nc α β ... α β     

ελώ    
1 1 1 n n

n 1 1 n n n 1 n

n n 1 n n

β α β α β

B A C : α α

β α β α β

  

   
   

    
   
   

,  

δει. ην απνηέιεζκα είλαη ηειείσο δηαθνξεηηθό.  

 

Όπσο δηαπηζηώζακε ζην ηειεπηαίν παξάδεηγκα, ην γηλόκελν πηλάθσλ δελ 

είλαη αληηκεηαζεηηθό (commutative) κε ηελ έλλνηα όηη εθηόο εηδηθώλ 

πεξηπηώζεσλ, γεληθά έρνπκε: 

                                                  AB BA    
 

Δμ’ άιινπ ην έλα από ηα δύν γηλόκελα κπνξεί θαη λα κελ νξίδεηαη αλ νη 

δηαζηάζεηο δελ είλαη θαηάιιειεο.  Ιζρύνπλ όκσο νη ππόινηπεο ηδηόηεηεο 

πνπ αθνξνύλ ην γηλόκελν. Αλαθέξνπκε εηδηθά ηελ πξνζεηαηξηζηηθή 

(associative) ηδηόηεηα πνπ καο επηηξέπεη λα γξάςνπκε έλα γηλόκελν 

πεξηζζνηέξσλ πηλάθσλ ζε θάπνηα ζπγθεθξηκέλε ζεηξά ρσξίο 

παξελζέζεηο: 

                                ABC (AB)C A(BC)  , 

 

αξθεί νη δηαζηάζεηο λα είλαη ηέηνηεο ώζηε λα νξίδεηαη ην γηλόκελν ησλ 

δηαδνρηθώλ πηλάθσλ ζηε ζεηξά πνπ εκθαλίδνληαη. Λόγνπ ράξε:  
                                  m n n k k r m rA B C D      

 

5. Οπίζοςζα.  
 Σε θάζε ηεηξαγσληθό πίλαθα A  αληηζηνηρνύκε θαηά ηξόπν κνλαδηθό 

έλαλ αξηζκό, ηνλ νπνίν ζπκβνιίδνπκε κε:       A
  
 

                                                 

θαη ν νπνίνο θαιείηαη νξίδνπζα (determinant) ηνπ A . Οη νξίδνπζεο 

ππνινγίδνληαη επαγσγηθά σο πξνο ηελ δηάζηαζε αξρίδνληαο κε ηελ 

νξίδνπζα δηάζηαζεο 2 : 

                               
1 2

1 2 1 2

1 2

α α
α β β α

β β
   
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Γηα λα ππνινγίζνπκε κηα νξίδνπζα δηάζηαζεο n  αθνινπζνύκε ηα 

παξαθάησ βήκαηα. 

1. Σε θάζε ζηνηρείν ηεο νξίδνπζαο αληηζηνηρνύκε έλα πξόζεκν. Τα 

πξόζεκα ελαιιάζζνληαη αξρίδνληαο κε ζεηηθό πξόζεκν γηα ην πξώην 

ζηνηρείν πάλσ αξηζηεξά, όπσο θαίλεηαη παξαθάησ. 

2. Σε θάζε ζηνηρείν ηεο νξίδνπζαο αληηζηνηρνύκε ηελ νξίδνπζα 

δηάζηαζεο n 1  πνπ πξνθύπηεη από ηελ αξρηθή αλ ηεο αθαηξέζνπκε ηε 

γξακκή θαη ηε ζηήιε ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ ζηνηρείνπ.  

3. Γηα λα ππνινγίζνπκε ηελ αξρηθή νξίδνπζα επηιέγνπκε κηα νηαδήπνηε 

γξακκή ή ζηήιε ηεο θαη πξνζζέηνπκε ηνπο n  όξνπο πνπ πξνθύπηνπλ αλ 

πάξνπκε θάζε ζηνηρείν ηεο κε ην αληίζηνηρν πξόζεκν πνπ νξίζηεθε ζην 1 

θαη ην πνιιαπιαζηάζνπκε κε ηελ αληίζηνηρε νξίδνπζα δηάζηαζεο n 1  

πνπ νξίζηεθε ζην 2. Τν απνηέιεζκα είλαη ην ίδην, αλεμάξηεηα ηεο 

γξακκήο ή ζηήιεο πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε θαη  είλαη ε δεηνύκελε 

νξίδνπζα. 

 

Παπάδειγμα.   

Θεσξνύκε κηα νξίδνπζα δηάζηαζεο n 3 , θαη βξίζθνπκε πξώηα ηα 

πξόζεκα: 

                     
1 2 3

1 2 3

1 2 3

α α α

A β β β

γ γ γ

  

    

  

 

 

Τν αλάπηπγκα σο πξνο ηελ 1ε γξακκή καο δίλεη:  

              
2 3 1 3 1 2

1 2 3

2 3 1 3 1 2

β β β β β β
A α α α

γ γ γ γ γ γ
  

 
 

Αξθεί ηώξα λα αληηθαηαζηήζνπκε γηα ηηο νξίδνπζεο δηάζηαζεο 2 από ηνλ 

παξαπάλσ ηύπν. Δύθνια κπνξεί λα δηαπηζησζεί όηη ην ίδην απνηέιεζκα 

ζα πξνθύςεη αλ πάξνπκε ην αλάπηπγκα σο πξνο ηελ 2ε γξακκή: 

            
2 3 1 3 1 2

1 2 3

2 3 1 3 1 2

α α α α α α
A β β β

γ γ γ γ γ γ
      
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Γηα ζπγθεθξηκέλεο νξίδνπζεο ζπλήζσο αλαπηύζζνπκε σο πξνο κηα 

γξακκή  ή ζηήιε πνπ έρεη πνιιά κεδεληθά. Π.ρ. αλαπηύζζνληαο ηελ 

παξαθάησ νξίδνπζα σο πξνο ηελ ηξίηε ζηήιε βξίζθνπκε: 

2 1 1
1 3 2 1 2 1

1 3 2 1 2 0 1(4 3) 2(8 1) 0 25
1 4 1 4 1 3

1 4 0



           
 



 

Αλαπηύζζνληαο ηελ ίδηα νξίδνπζα σο πξνο ηελ ηξίηε γξακκή, βξίζθνπκε: 

 

2 1 1
1 1 2 1 2 1

1 3 2 1 4 0 1(2 3) 4(4 1) 0 25
3 2 1 2 1 3

1 4 0


 

           



 

 

Οη νξίδνπζεο έρνπλ ηηο παξαθάησ ηδηόηεηεο: 

1. Η νξίδνπζα ελόο δηαγώληνπ πίλαθα ηζνύηαη κε ην γηλόκελν ηωλ 

ζηνηρείωλ ζηε δηαγώλην 

2. Η ελαιιαγή δύν γξακκώλ (ζηειώλ) αιιάδεη ην πξόζεκν ηεο 

νξίδνπζαο  

3. Η πξόζζεζε ζε κηα γξακκή  (ζηήιε) ελόο πνιιαπιάζηνπ κηαο άιιεο 

δελ αιιάδεη ηελ νξίδνπζα 

4. Ο πνιιαπιαζηαζκόο κηαο γξακκήο (ζηήιεο) κε αξηζκό, 

πνιιαπιαζηάδεη ηελ νξίδνπζα κε ηνλ ίδην αξηζκό. Επνκέλωο, αλ 

πνιιαπιαζηάζνπκε έλαλ ηεηξαγωληθό πίλαθα δηάζηαζεο n  κε έλαλ αξηζκό 

λ , ηόηε ε νξίδνπζά ηνπ πνιιαπιαζηάδεηαη κε nλ . 

 

6. Κανονικοί πίνακερ.  

Έλαο ηεηξαγσληθόο πίλαθαο A  θαιείηαη θαλνληθόο ή νκαιόο (regular) αλ 

ε νξίδνπζα ηνπ είλαη κε κεδεληθή 

                                                    
A 0 .  

Γεληθόηεξα, έλαο πίλαθαο δηάζηαζεο m n  κε m n  θαιείηαη θαλνληθόο 

ωο πξνο ηηο γξακκέο αλ πεξηέρεη έλαλ θαλνληθό ηεηξαγσληθό ππνπίλαθα 

δηάζηαζεο m , δειαδή ε νξίδνπζά ηνπ πεξηέρεη κηα κε κεδεληθή 

ππννξίδνπζα δηάζηαζεο m . Αληίζηνηρα, κε m n  θαιείηαη θαλνληθόο ωο 

πξνο ηηο ζηήιεο αλ ε νξίδνπζά ηνπ έρεη κηα κε κεδεληθή ππννξίδνπζα 

δηάζηαζεο n .  
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Παπάδειγμα. Θεσξνύκε ηνπο παξαθάησ πίλαθεο δηάζηαζεο  2×3: 

                        
1 0   1 1 0 1

A , B
2 0 1 2 0 2

   
    

   
 

Ο A  είλαη θαλνληθόο σο πξνο ηηο γξακκέο, κε κε κεδεληθή ππννξίδνπζα 

δηάζηαζεο 2 απηή πνπ ζρεκαηίδεηαη από ηηο ζηήιεο {1,3} . Ο B  δελ είλαη 

θαλνληθόο, δηόηη όιεο νη ππννξίδνπζεο δηάζηαζεο 2 είλαη κεδεληθέο. 

 

7. Ανηίζηποθορ (inverse) ελόο ηεηξαγσληθνύ πίλαθα A θαιείηαη έλαο 

ηεηξαγσληθόο πίλαθαο B  ηεο ίδηαο δηάζηαζεο, πνπ ηθαλνπνηεί ηηο ζρέζεηο 

                                  AB I  θαη BA I .  

 

Παξαηεξνύκε ακέζσο όηη έλαο αληίζηξνθνο ηεηξαγσληθνύ πίλαθα, αλ 

ππάξρεη, είλαη κνλαδηθόο.  Πξάγκαηη αλ B  είλαη επίζεο αληίζηξνθνο  

ηόηε πνιιαπιαζηάδνληαο ηε ζρέζε AB I   από αξηζηεξά κε B , 

βξίζθνπκε:  

                       B(AB ) BI (BA)B B IB B B B          . 

 

Θα ζπκβνιίδνπκε ηνλ κνλαδηθό αληίζηξνθν ελόο ηεηξαγσληθνύ πίλαθα 

A , αλ ππάξρεη, κε:                                           1A
    . 

  

Απνδεηθλύεηαη ζηα πιαίζηα ηεο γεληθήο ζεσξίαο ηεο Γξακκηθήο 

Άιγεβξαο, όηη: 

 

Έλαο πίλαθαο A  έρεη αληίζηξνθν 1A  είλαη θαλνληθόο: A 0 . 

 

Σε απηή ηελ πεξίπησζε, ζεσξώληαο ηα ζηνηρεία ηνπ αληίζηξνθνπ πίλαθα 

σο αγλώζηνπο, ε εμίζσζε πηλάθσλ: 

           
11 1n 11 1n

1

n1 nn n1 nn

α α x x 1 0

AA I

α α x x 0 1



    
    

      
    
    

 

 

αληηζηνηρεί ζε n n  ην πιήζνο εμηζώζεηο γηα ηα n n  άγλσζηα ζηνηρεία 

ijx  ηνπ αληίζηξνθνπ πίλαθα. Λύλνληαο ην ζύζηεκα βξίζθνπκε ηνλ 

αληίζηξνθν.  



50 

 

Παπαηήπηζη.  Παξ’ όηη γηα ηνλ αληίζηξνθν απαηηήζακε θαη ηηο δύν 

ζρέζεηο: AB I  θαη BA I , ζπκπεξαίλνπκε από ηελ παξαπάλσ πξόηαζε 

όηη γηα ηεηξαγσληθνύο πίλαθεο αλ ηζρύεη ε κία ζρέζε, ηόηε ζα ηζρύεη θαη ε 

άιιε. 

 

Παπάδειγμα.  

Γηα ηνλ πίλαθα 
2 1

A
0 1

 
  

 
, αλ νλνκάζνπκε ηνλ αληίζηξνθό ηνπ  

1 x y
A

z w

  
  
   

, ε νξίδνπζά ηνπ είλαη A 2( 1) 0(2) 2 0     

 

, δει. ν 

πίλαθαο είλαη θαλνληθόο θαη πξνθύπηεη ην ζύζηεκα:   

             

     

ηνπ νπνίνπ ε ιύζε δίλεη: 1 1/ 2 1/ 2
A

0 1

  
  

 
. 

   

8. Γπαμμικά ζςζηήμαηα.  

Φξεζηκνπνηώληαο δηαλπζκαηηθό ζπκβνιηζκό, έλα γξακκηθό ζύζηεκα  

(linear system) m  εμηζώζεσλ κε n  αγλώζηνπο εθθξάδεηαη ζηε κνξθή: 

 

11 1 1n n 1 11 1n 1 1

n 1 m 1m n

m1 1 mn n κ m1 mn n m

α x ... α x β α α x β

A x β

α x ... α x β α α x β

 

        
     

        
            

  

 

Δθηόο από ηηο κεηαβιεηέο πνπ ζρεκαηίδνπλ δηάλπζκα, δηαθξίλνπκε ηνπ 

ζπληειεζηέο πνπ ζρεκαηίδνπλ πίλαθα θαη ηηο ζηαζεξέο ζην δεμηό κέξνο 

πνπ ζρεκαηίδνπλ επίζεο δηάλπζκα. Οη ιύζεηο {x}  ελόο γξακκηθνύ 

ζπζηήκαηνο κπνξνύλ λα ζεσξεζνύλ σο ζεκεία ηνπ nR . Τν ζύζηεκα 

κπνξεί λα έρεη θακκία ιύζε, κηα θαη κνλαδηθή ιύζε ή πνιιέο ιύζεηο. Σε 

θάζε πεξίπησζε ην ζύλνιν ησλ ιύζεσλ ζρεκαηίδεη έλα ππνζύλνιν ηνπ 
nR  πνπ κπνξεί λα είλαη θαη ην θελό. Έλα γξακκηθό ζύζηεκα κε m n  

θαιείηαη θαλνληθό (regular) αλ ν πίλαθαο ησλ ζπληειεζηώλ A  είλαη 

2x z 1

2 1 x y 1 0 2y w 0

0 1 z w 0 1 0x z 0

0y w 1

  


      
      

       
  
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θαλνληθόο σο πξνο ηηο γξακκέο. Έλα θαλνληθό ζύζηεκα ιύλεηαη 

εθθξάδνληαο m  κεηαβιεηέο σο γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο ησλ ππόινηπσλ 

n m  ηηο νπνίεο θαινύκε ειεύζεξεο (free).  Οη ειεύζεξεο κεηαβιεηέο 

κπνξνύλ λα πάξνπλ απζαίξεηεο ηηκέο σο αλεμάξηεηεο. 

   

9. Κανόναρ Cramer.  

Θεσξνύκε έλα γξακκηθό ζύζηεκα εμηζώζεσλ κε ηνλ ίδην αξηζκό 

εμηζώζεσλ θαη κεηαβιεηώλ: 

          

 

11 1 1n n 1 11 1n 1 1

n 1 n 1n n

n1 1 nn n n n1 nn n n

α x α x β α α x β

A x β

α x α x β α α x β

 

        
     

        
             

 

Παξαηεξνύκε ηώξα όηη αλ ν ηεηξαγσληθόο πίλαθαο είλαη θαλνληθόο: 

A 0 , θαη επνκέλσο αληηζηξέςηκνο, ηόηε πνιιαπιαζηάδνληαο κε 1A  

από αξηζηεξά θαη ρξεζηκνπνηώληαο ηελ πξνζεηαηξηζηηθή ηδηόηεηα ηνπ 

γηλνκέλνπ, βξίζθνπκε ηε ιύζε ζηε κνξθή:  

                 

       1 1 1 1 1A x β A (A x) A β (A A)x A β x A β           .  

 

Φξεζηκνπνηώληαο ζηελ παξαπάλσ ιύζε ηνλ ηύπν ηνπ αληίζηξνθνπ 

πίλαθα πνπ δίλεηαη ζηα πιαίζηα ηεο Γξακκηθήο Άιγεβξαο, βξίζθνπκε όηη: 

Έλα ηεηξαγωληθό ζύζηεκα A x β  έρεη κηα θαη κνλαδηθή ιύζε x   ν 

πίλαθαο A  ηωλ ζπληειεζηώλ είλαη θαλνληθόο: A 0 .  Σε απηή ηελ 

πεξίπηωζε ε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο εθθξάδεηαη κέζω ηνπ θαλόλα Cramer, 

ζύκθωλα κε ηνλ νπνίν ε ηηκή ηεο θάζε κεηαβιεηήο δίλεηαη από έλα θιάζκα 

όπνπ: 

1. Σηνλ παξαλνκαζηή εκθαλίδεηαη πάληνηε ε νξίδνπζα ηωλ ζπληειεζηώλ 

ζην αξηζηεξό κέξνο ηνπ ζπζηήκαηνο, ηελ νπνία ππνζέηνπκε κε κεδεληθή. 

2. Σηνλ αξηζκεηή εκθαλίδεηαη ε νξίδνπζα πνπ πξνθύπηεη από ηελ νξίδνπζα 

ζηνλ παξαλνκαζηή αλ αληηθαηαζηήζνπκε ηελ ζηήιε πνπ αληηζηνηρεί ζηνπο 

ζπληειεζηέο ηεο ζπγθεθξηκέλεο κεηαβιεηήο κε ηελ ζηήιε ηωλ ζηαζεξώλ ζην 

δεμηό κέξνο ηνπ ζπζηήκαηνο. 
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Παπάδειγμα.   

1. Οη ηηκέο ησλ (x,y)  ζην παξαθάησ ζύζηεκα, βξίζθνληαη σο εμήο: 

1 1 1

2 2 2

α x β y c

α x β y c

  


  
        

1 1 1 1

2 2 2 21 2 2 1 1 2 2 1

1 1 1 11 2 2 1 1 2 2 1

2 2 2 2

c β α c

c β α cc β c β α c α c
x , y

α β α βα β α β α β α β

α β α β

 
   

 
     

 

2. Η ηηκή ηνπ x  ζην 2×3 ζύζηεκα:   
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

α x β y γ z c

α x β y γ z c

α x β y γ z c

  


  
   

, δίλεηαη από 

ηελ παξάζηαζε:                    

                                          

1 1 1

2 2 2

3 3 3

1 1 1

2 2 2

3 3 3

c β γ

c β γ

c β γ
x

α β γ

α β γ

α β γ

  

θαη εληειώο όκνηα ππνινγίδνληαη νη ηηκέο ησλ {y,z} .  

 

 

 

 

 

 

 


