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1β.1  Δμηζώζεηο 
1. Πιεγκέλεο ζπλαξηήζεηο.  

Η ζρέζε ζπλάξηεζεο κεηαμύ δύν κεηαβιεηώλ κπνξεί λα εθθξαζηεί θαη 

σο εμίζσζε ζηε κνξθή : 

                             y f(x) y f(x) 0     .  

 

Η παξαπάλσ είλαη εηδηθή πεξίπησζε ηεο γεληθόηεξεο κνξθήο εμίζσζεο: 

                             f(x,y) c .  

 

΢ηηο εμηζώζεηο απηήο ηεο κνξθήο νη δύν κεηαβιεηέο αληηκεησπίδνληαη 

ζπκκεηξηθά, θαη θαηαξρήλ δελ γίλεηαη δηάθξηζε κεηαμύ εμαξηεκέλεο θαη 

αλεμάξηεηεο. Σν γξάθεκά κηαο εμίζσζεο απνηειείηαη από ηα ζεκεία 

(x,y)  πνπ ηελ ηθαλνπνηνύλ.  Αλ ζειήζνπκε λα εθθξάζνπκε ηε κία από ηηο 

δύν κεηαβιεηέο σο ζπλάξηεζε ηεο άιιεο, ηόηε γεληθά βξίζθνπκε 

πεξηζζόηεξεο από κηα ζπλαξηήζεηο.  Σέηνηεο ζπλαξηήζεηο πνπ νξίδνληαη 

κέζσ εμηζώζεσλ θαινύληαη πιεγκέλεο ζπλαξηήζεηο (implicit functions), 

αθόκε θαη αλ δελ κπνξνύκε λα ηηο εθθξάζνπκε αλαιπηηθά. Μάιηζηα 

ιύλνληαο ηελ ίδηα εμίζσζε σο πξνο y  ή σο πξνο x  βξίζθνπκε 

ζπλαξηήζεηο πνπ είλαη αληίζηξνθεο κεηαμύ ηνπο: 

               f(x,y) c y y(x)   ή x x(y) . 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1B  

Ρπζκνί Μεηαβνιήο 



 

Παξάδεηγκα.  

Γίλνπκε παξαθάησ ηα γξαθήκαηα κεξηθώλ απιώλ εμηζώζεσλ, θαη 

βξίζθνπκε ηηο αληίζηνηρεο πιεγκέλεο ζπλαξηήζεηο. 

1. 
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4. 2 2x y 0 (x 0, y 0)     έλα ζεκείν, θακία ζπλάξηεζε 

5. 2 2x y 1   : θαλέλα ζεκείν δελ ηελ επαιεζεύεη, ην ζύλνιν ησλ 

ζεκείσλ είλαη ην  θελό ζύλνιν. 

 

  

             

    

            

 

     
2 2x y 1         

2 2x y 1                  
2x y 0         

2 2x y 0   

 γξαθήκαηα εμηζώζεσλ 

  

Παξάδεηγκα.  

΢ε πνιιέο εθαξκνγέο εκθαλίδεηαη ε εμίζσζε: 

                         
α βx y c  κε x 0, y 0   θαη c 0 .  

 

Λύλνληαο σο πξνο y  βξίζθνπκε όηη ε παξαπάλσ εμίζσζε νξίδεη 

πιεγκέλα κηα ζπλάξηεζε δύλακεο. Π.ρ. 

         
1/2 3/ 4 3/ 4 1/2 1/2 4/3 4/3 4/6 4/3 2/3x y 2 y 2x y (2x ) 2 x 2 x           

δύν ζπλαξηήζεηο 

δύν ζπλαξηήζεηο 

δύν ζπλαξηήζεηο 

δύν ζπλαξηήζεηο 

δύν ζπλαξηήζεηο 

κία ζπλάξηεζε 

y  y  y  y  

x  x  x  x  



 

         
1/2 3/ 4 3/ 4 1/2 1/2 4/3 4/3 2/3x y 2 y 2x y (2x ) 2 x           .  

 

Σν πξόζεκν ηεο δύλακεο εμαξηάηαη από ηα πξόζεκα ησλ α  θαη β . Δίλαη 

αξλεηηθή αλ έρνπλ ην ίδην πξόζεκν όπσο ζηελ πξώηε εμίζσζε, ζεηηθή αλ 

έρνπλ αληίζεην πξόζεκν όπσο ζηε δεύηεξε. 

 

2. Πιεγκέλε παξαγώγηζε.   

Όηαλ έρνπκε κηα εμίζσζε: 

                                    f(x,y) c , 

ηόηε ζε θάζε ηηκή ηεο κηαο κεηαβιεηήο κπνξεί λα αληηζηνηρνύλ 

πεξηζζόηεξεο από κηα ηηκέο ηεο άιιεο.  Έηζη γηα  λα θαζνξίζνπκε έλα 

ζεκείν (x,y)  ρξεηάδεηαη γεληθά λα δώζνπκε ηηο ηηκέο ακθόηεξσλ ησλ 

κεηαβιεηώλ, πνπ λα ηθαλνπνηνύλ βέβαηα ηελ εμίζσζε. Γεληθά, θάζε 

ηέηνηα επηινγή ζεκείνπ αλήθεη ζε κηα πιεγκέλε ζπλάξηεζε πνπ νξίδεηαη 

από ηελ εμίζσζε, ηελ νπνία κπνξνύκε θαη λα παξαγσγίζνπκε. Η 

παξαγώγηζε κπνξεί λα εθηειεζηεί έκκεζα ρσξίο λα βξεζεί πξώηα ε 

αληίζηνηρε πιεγκέλε ζπλάξηεζε, παξαγσγίδνληαο ζηελ εμίζσζε 

f(x,y) c  σο πξνο ηελ κία κεηαβιεηή, ζεσξώληαο ηελ άιιε σο 

ζπλάξηεζή ηεο, νπόηε έρνπκε ηελ ηαπηόηεηα: 

          {f(x,y(x)) c f 0}     ή  {f(x(y),y) c f 0}     ,  

 

γηα όια ηα x  ή y  αληίζηνηρα. ΢ηελ παξαπάλσ ζρέζε ην c  παξηζηάλεη 

ζηαζεξή ζπλάξηεζε. Η δηαδηθαζία απηή θαιείηαη πιεγκέλε παξαγώγηζε. 

Η παξάγσγνο πνπ βξίζθνπκε θαιείηαη πιεγκέλε παξάγσγνο (implicit 

derivative) δηόηη γεληθά εθθξάδεηαη κέζσ ησλ ηηκώλ ηνπ x  θαη ηνπ y .   

 

Παξάδεηγκα.  

Έζησ ε εμίζσζε δύν κεηαβιεηώλ 
2 2x y 5  .  Παξαγσγίδνπκε πιεγκέλα 

σο πξνο x , ζεσξώληαο ην y  σο ηελ αληίζηνηρε πιεγκέλε ζπλάξηεζε ηνπ 

x : 

                                        
2 2x y(x) 5   

θαη βξίζθνπκε: 

                 
2 2(x ) (y ) 5    2x 2yy 0 y (x) x / y        



 

Π.ρ. ζην x 1  αληηζηνηρνύλ δύν ζεκεία, όπσο θαίλεηαη ζην πξώην από ηα 

παξαθάησ γξαθήκαηα. Αλάινγα ηεο ηηκήο ηνπ y  πνπ ζα επηιέμνπκε ζα 

βξνύκε γηα ηελ αληίζηνηρε πιεγκέλε παξάγσγν:   

      γηα  x 1     ε εμίζσζε γίλεηαη:        

                     
y 22

y 2

y 2 & y 1/ 2
1 y 5

y 2 & y 1/ 2





   
   

  

 

 

      

                                   γξαθήκαηα εμηζώζεσλ 

 

Παξάδεηγκα.  

΢ηε ζεηηθή πεξηνρή 
2{(x,y) : x 0, y 0}   , ζα κειεηήζνπκε ηηο 

εμηζώζεηο ηεο κνξθήο: 

                             
ρ ρx y c    κε ρ {0,1}  θαη c 0 .  

 

Παξαγσγίδνληαο πιεγκέλα σο πξνο x , βξίζθνπκε: 

                   
ρ 1

ρ ρ ρ 1 ρ 1

ρ 1

dy x
(x ) (y ) c ρx ρy y 0

dx y


 


           .  

 

Δθόζνλ νη ζπληεηαγκέλεο είλαη ζεηηθέο έρνπκε πάληνηε y 0   θαη 

επνκέλσο ε ζπλάξηεζε y y(x)  πνπ νξίδεηαη πιεγκέλα από ηελ εμίζσζε 

είλαη γλήζηα θζίλνπζα. Γηαθξίλνπκε ηηο παξαθάησ πεξηπηώζεηο όζνλ 

αθνξά ην γξάθεκα ηεο εμίζσζεο: 

0 ρ 1   

y  y  y  y  

x  x  x  x  

ρ 1  ρ 0  

x y c 2 2x y c 2 2x y 5 
1 1 x

x y c y
cx 1

    




 

1. ρ 1 . Σέκλεη ηνπο δύν άμνλεο θαζέησο, δηόηη ζηα ζεκεία ηνκήο 

έρνπκε:  

  1/ρ

x 0

x 0

dy
{x 0, y c κε y 0}

dx




     & 

1/ρ

y 0

y 0

dy
{y 0, x c κε y }

dx




      

2. 0 ρ 1  . Σέκλεη ηνπο δύν άμνλεο εθαπηνκεληθά (δει. ζηα ζεκεία 

ηνκήο νη άμνλεο είλαη εθαπηόκελεο ηεο θακπύιεο), δηόηη ζηα ζεκεία 

ηνκήο έρνπκε:  

  1/ρ

x 0

x 0

dy
{x 0, y c κε y }

dx




    

    

&    

                                                     1/ρ

y 0

y 0

dy
{y 0, x c κε y 0}

dx




     

 

3. ρ 0 . Γελ ηέκλεη ηνπο άμνλεο. Έρεη νξηδόληηα θαη θαηαθόξπθε 

αζύκπησηε, ηελ νπνία βξίζθνπκε παίξλνληαο ηα όξηα: 

          γηα x  νπόηε  
1/ρy c  θαη γηα  y   νπόηε 1/ρx c , 

αληίζηνηρα.  

 

΢ην παξαπάλσ ζρήκα δίλνπκε ην γξάθεκα ηεο εμίζσζεο ζηηο ηξεηο 

πεξηπηώζεηο. Γηα ηελ θάζε πεξίπησζε δίλνπκε θαη κηα ραξαθηεξηζηηθή 

εμίζσζε. 

 

3. Μεηαζρεκαηηζκνί (transformations).  

Θα εμεηάζνπκε ηξία είδε κεηαζρεκαηηζκώλ εμηζώζεσλ θαη ησλ 

αληίζηνηρσλ θακπύισλ ηνπο. 

 

1. Αληαλάθιαζε (reflection) σο πξνο ηνπο άμνλεο,  θαιείηαη ν 

κεηαζρεκαηηζκόο ηεο αξρηθήο εμίζσζεο πνπ πξνθύπηεη αλ θάλνπκε ηελ 

αληηθαηάζηαζε: x x  ή y y  ή θαη ηηο δύν.  

 

Παξάδεηγκα.  

Αλ ζηελ παξαβνιηθή εμίζσζε: 
2y x , αληηθαηαζηήζνπκε ην y  κε ην y  

ζα βξνύκε ηελ εμίζσζε: 



 

                            
2 2 2y x y x y x       ,  

 

ηεο νπνίαο ε θακπύιε πξνθύπηεη από ηελ αξρηθή κε θαηαθόξπθε 

αληαλάθιαζε σο πξνο ηνλ x άμνλα. Πξάγκαηη, έλα ζεκείν (δ,ε)  

ηθαλνπνηεί ηε λέα εμίζσζε   ην θαηαθόξπθα ζπκκεηξηθό ηνπ (δ, ε)  

ηθαλνπνηεί ηελ αξρηθή. Αληίζηνηρα αλ αληηθαηαζηήζνπκε ην x  κε ην x  

ζα έρνπκε νξηδόληηα αληαλάθιαζε σο πξνο ηνλ y  άμνλα πνπ ζηε 

ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε ιόγσ ζπκκεηξίαο ηεο αξρηθήο ζα ζπκπίπηεη κε 

ηελ αξρηθή θακπύιε. 

 

2. Μεηαηόπηζε (Translation), θαιείηαη ν κεηαζρεκαηηζκόο ηεο αξρηθήο 

εμίζσζεο πνπ πξνθύπηεη αλ θάλνπκε ηελ αληηθαηάζηαζε: 0x x x   ή 

0y y y   ή θαη ηηο δύν, νπόηε ε θακπύιε κεηαηνπίδεηαη θαηά ην 

δηάλπζκα: 0 0(x ,y ) , δειαδή παξάιιεια κε ηνλ νξηδόληην άμνλα θαηά 0x  

θαη παξάιιεια κε ηνλ θαηαθόξπθν άμνλα θαηά 0y . 

 

Παξάδεηγκα.  

Αλ ζηελ ππεξβνιηθή εμίζσζε: 
1/ 2 1/3 3 3/ 2x y 4 y 4 x   , 

αληηθαηαζηήζνπκε x x 1   θαη y y 2  , ηόηε ζα βξνύκε ηελ εμίζσζε: 

                   
1/2 1/3 1/2 1/3x y 4 (x 1) (y 2) 4     ,  

 

ε νπνία πξνθύπηεη από ηελ αξρηθή κεηαηνπίδνληαο θαηά 1 ζηελ 

θαηαθόξπθε θαηεύζπλζε θαη θαηά 2  ζηελ νξηδόληηα. Έηζη έρνπκε ηηο 

λέεο αζύκπησηεο: 

         - Καηαθόξπθε: x 1 0 x 1    , κεηαηόπηζε θαηά 1 κνλάδα πξνο 

ηα δεμηά. 

         - Οξηδόληηα:   y 2 0 y 2     , κεηαηόπηζε θαηά 2 κνλάδεο πξνο 

ηα θάησ. 

 

3. Αιιαγή θιίκαθαο (scaling), θαιείηαη ν κεηαζρεκαηηζκόο ηεο αξρηθήο 

εμίζσζεο πνπ πξνθύπηεη αλ θάλνπκε ηελ αληηθαηάζηαζε: x αx  ή 

y βy  ή θαη ηηο δύν.  

 



 

Παξάδεηγκα.  

Θεσξνύκε ηε εμίζσζε ηνπ κνλαδηαίνπ θύθινπ: 

                                          
2 2x y 1  . 

1. Αλ αληηθαηαζηήζνπκε x 2x , ζα βξνύκε ηελ εμίζσζε: 

                            
2 2 2 2(2x) y 1 4x y 1     .   

 

Απηή ε θακπύιε ηέκλεη ηνλ y άμνλα ζηα ίδηα ζεκεία: y 1  ,  αιιά ηνλ 

x άμνλα ζηα ζεκεία x 1/ 2  . Γειαδή έρνπκε ζπζηνιή (contraction) 

ζηελ x θαηεύζπλζε  θαηά ηνλ ζπληειεζηή 1/ 2 . Πξάγκαηη: έλα ζεκείν 

(δ,ε)  ζα ηθαλνπνηεί ηελ λέα εμίζσζε   ην (2δ,ε)  ηθαλνπνηεί ηελ αξρηθή. 

      

                                                                        

      
2

2

y x

y x

 

 
    

1/ 2 1/3

1/ 2 1/3

x y c

(x 1) (y 2) 4

 

  
      

2 2

2 2

2 2

(2x) y 1
x y 1

(x / 2) y 1

  
   

 

 

      αληαλάθιαζε             κεηαηόπηζε                 αιιαγή θιίκαθαο 

                                      κεηαζρεκαηηζκνί 

 

2. Αλ αληηθαηαζηήζνπκε x x / 2 0,5x  , ζα βξνύκε ηελ εμίζσζε: 

                         

2 2
2 2x x

y 1 y 1
2 4

 
     

 
.   

 

Σώξα ηέκλεη ηνλ x άμνλα ζηα ζεκεία x 2  . Γειαδή έρνπκε δηαζηνιή 

(expansion) ζηελ x θαηεύζπλζε  θαηά ηνλ ζπληειεζηή 2 . Πξάγκαηη: 

έλα ζεκείν (δ,ε)  ζα ηθαλνπνηεί ηελ λέα εμίζσζε   ην ζεκείν (δ / 2,ε)  

ηθαλνπνηεί ηελ αξρηθή. 

 

y  y  y  

x  x  x  



 

Σέινο ζα δώζνπκε θαη έλα παξάδεηγκα όπνπ έρνπκε ζπλδπαζκό 

κεηαζρεκαηηζκώλ: 

 

Παξάδεηγκα.   

Η εμίζσζε 
1/ 2 1/3(1 x) y c  , πξνθύπηεη από ηελ εμίζσζε: 

1/ 2 1/3x y c  κε 

ηνπο παξαθάησ δηαδνρηθνύο κεηαζρεκαηηζκνύο: 

1. 
1/2 1/3 1/2 1/3x y c (x 1) y c    : νξηδόληηα κεηαηόπηζε θαηά 1  

2. 
1/2 1/3 1/2 1/3(x 1) y c ( x 1) y c      : αληαλάθιαζε σο πξνο ηνλ y 

άμνλα.  

 

                
1/ 2 1/3x y c                 

1/2 1/3(x 1) y c              
1/ 2 1/3(1 x) y c   

δηαδνρηθνί κεηαζρεκαηηζκνί 

  

4. Παξακεηξηθέο εμηζώζεηο.   

΢ε πνιιέο πεξηπηώζεηο ε ζρέζε κεηαμύ δύν κεηαβιεηώλ x,y  δελ 

εθθξάδεηαη άκεζα ζε κνξθή εμίζσζεο αιιά έκκεζα κέζσ κηαο ηξίηεο 

κεηαβιεηήο ηελ νπνία νλνκάδνπκε παξάκεηξν (parameter):  

                                      {x x(t), y y(t)}    κε παξάκεηξν t .  

 

Γηα θάζε ηηκή ηνπ t  ηα x,y  νξίδνπλ έλα ζεκείν (x,y)  ζην επίπεδν.  

Καζώο ην t  κεηαβάιιεηαη, ην ζεκείν (x,y)  θηλείηαη ζην επίπεδν 

ζρεκαηίδνληαο κηα θακπύιε, ηεο νπνίαο ηα ζεκεία θαζνξίδνληαη από ηηο 

αληίζηνηρεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ. Καιείηαη παξακεηξηθή θακπύιε 

(parametric curve), ελώ νη δύν εμηζώζεηο πνπ ηελ νξίδνπλ θαινύληαη 

παξακεηξηθέο εμηζώζεηο (parametric equations). Γεληθά κπνξνύκε λα 

y  y  y  

x  x  x  



 

βξνύκε ηελ εμίζσζή ηεο θακπύιεο ζηε γλσζηή κνξθή απαιείθνληαο ην t  

από ηηο δύν εμηζώζεηο: 

                     2{(x,y) :x x(t),y y(t), t [a,b]} f(x,y) c      ,  

π.ρ. ιύλνληαο ηε κηα εμίζσζε σο πξνο t  θαη αληηθαζηζηώληαο ζηελ άιιε.   

Η θαηεύζπλζε αύμεζεο ησλ ηηκώλ ηεο παξακέηξνπ θαηά κήθνο ηεο 

αληίζηνηρεο θακπύιεο θαιείηαη ζεηηθή θνξά (positive direction).  Σν 

γξάθεκα ηεο θακπύιεο καδί κε ηε ζεηηθή θνξά θαιείηαη ηξνρηά (orbit). 

 

Παξάδεηγκα. 

1. 
2 2 2{x 2t, y t } {t x / 2, y t } y x / 4        

2. {x 2t 1,y t 2} {x 2t 1,t y 2} x 2y 5                 

3. 
2 2 2 2{x cost, y cost} {cos t sin t 1} x y 1         

4. 
2 2 2 2{x cos2t,y sin2t} {cos 2t sin 2t 1} x y 1        .  

 

Παξαηεξνύκε ηα εμήο: 

1. Μηα ηξνρηά κπνξεί λα κελ θαιύπηεη νιόθιεξε ηελ θακπύιε. Π.ρ. αλ 

ζην  πξώην παξάδεηγκα πάξνπκε: t 0 , ηόηε ε ηξνρηά ζα θαιύπηεη κόλν 

ην ηκήκα ηεο παξαβνιήο ζηε ζεηηθή πεξηνρή όπσο θαίλεηαη ζην πξώην 

γξάθεκα παξαθάησ. Δπίζεο αλ ζην ηξίην παξάδεηγκα πάξνπκε 

0 t π/ 2   ηόηε ε ηξνρηά ζα απνηειείηαη κόλν από ην ηόμν ζηε ζεηηθή 

πεξηνρή όπσο θαίλεηαη ζην ηξίην γξάθεκα παξαθάησ. 

2. Μηα ηξνρηά κπνξεί λα δηέξρεηαη από θάπνην ηκήκα ηεο θακπύιεο 

πεξηζζόηεξεο θνξέο. Π.ρ. ζηα παξαδείγκαηα 3 θαη 4 ε ηξνρηά θαιύπηεη 

πνιιέο θνξέο ηελ θακπύιε θαζώο ε παξάκεηξνο κεηαβάιιεηαη.  

 

 

 



 

     
2

2x

{x lnt,y t 1}

y e 1

  

  
        

{x 2t 1,y t 2}

x 2y 2

     

  
         

2 2

{x cos t,y sint}

x y 1

 

  
 

ηξνρηέο 

 

3. Η ίδηα θακπύιε κπνξεί λα πεξηγξαθεί παξακεηξηθά κε πνιιέο 

δηαθνξεηηθέο παξακεηξηθέο εμηζώζεηο θάλνληαο αιιαγή παξακέηξνπ. Π.ρ. 

αληηθαζηζηώληαο ζηηο εμηζώζεηο 3: t 2t , βξίζθνπκε ηηο εμηζώζεηο 4 πνπ 

παξηζηάλνπλ ηελ ίδηα θακπύιε ηνπ ηξίηνπ γξαθήκαηνο παξαπάλσ.  

 

5. ΢ρεηηδόκελνη ξπζκνί.  

Θεσξνύκε δύν παξακεηξηθέο εμηζώζεηο θαη ηελ αληίζηνηρε εμίζσζε ηεο 

ηξνρηάο: 

                         {x x(t), y y(t)} f(x,y) c    .  

 

Οη αληίζηνηρεο παξάγσγνη ζπλδένληαη κε ηελ παξαθάησ ζρέζε 

ζρεηηδόκελσλ ξπζκώλ (related rates). 

            
dy ydy dx

dt dtdx
x

     ή αλίζηξνθα  
dx xdx dy

dt dtdy
y

  ,  

 

όπνπ κε πάλσ ηειεία ζπκβνιίδνπκε ηηο παξαγώγνπο σο πξνο ηελ 

παξάκεηξν t .  

 

Πξάγκαηη, ρξεζηκνπνηώληαο ηνπο ηύπνπο αιπζσηήο θαη αληίζηξνθεο 

παξαγώγηζεο, βξίζθνπκε: 

                    

1
dy dy dt dy dx dy / dt

dx dt dx dt dt dx / dt



 
   

 
.  

y  y  y  

x  x  x  



 

Παξάδεηγκα. Θα επαιεζεύζνπκε ηελ ζρέζε ζρεηηδόκελσλ ξπζκώλ ζηελ 

ηξνρηά: 

                
2

2(x 1)
{x 1 2sin t, y cos t} y 1

4


       

Βξίζθνπκε: 

 αξηζηεξό κέξνο:  
                       (x 1) / 2 2yy 0 y (x 1) / 4y sint / 2cost          

 δεμηό κέξνο: y x sin t / 2cos t/   .  

 

Γηα ηελ παξάγσγν ζην αξηζηεξό κέξνο παξαγσγίζακε πιεγκέλα σο πξνο 
x . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

1β.2  Κπξηέο Πεξηνρέο 
1. Επζεία.  

Μηα επζεία (line) ζην επίπεδν παξηζηάλεηαη κε κηα γξακκηθή εμίζσζε 

(linear equation): 

                             αx βy c  . 

Δηδηθόηεξα, γηα κία επζεία πνπ δηέξρεηαη από θάπνην ζπγθεθξηκέλν 

ζεκείν 
0 0(x ,y )  ζα ηζρύεη ιόγσ ηεο παξαπάλσ: 0 0αx βy c  , θαη ε 

εμίζσζε ζα γξάθεηαη:  

       0 0 0 0αx βy αx βy α(x x ) β(y y ) 0        .  

Η εμίζσζε θαη ε αληίζηνηρε επζεία θαιείηαη νκνγελήο (homogeneous) αλ 

δηέξρεηαη από ην ζεκείν (0,0) , νπόηε ζα γξάθεηαη: 

                            αx βy 0  .  

Μηα επζεία ζην επίπεδν κπνξεί λα παξαζηαζεί θαη παξακεηξηθά, κε δύν 

παξακεηξηθέο γξακκηθέο εμηζώζεηο: 

               {x γ δt, y δ εt}     κε παξάκεηξν t θαη γ,δ,δ,ε ζηαζεξέο.  

Αλ ζηελ ηηκή ηεο παξακέηξνπ t 0  έρνπκε ην ζεκείν 0 0(x ,y )  ηεο 

επζείαο, ηόηε νη παξακεηξηθέο εμηζώζεηο κπνξνύλ λα γξαθνύλ ζηε 

κνξθή: 

                       0 0x x δt, y y εt}    .  



 

Παξακεηξηθή επζεία κπνξεί λα νξηζηεί θαη κε κε γξακκηθέο 

παξακεηξηθέο εμηζώζεηο. Π.ρ. νη παξαθάησ παξαβνιηθέο εμηζώζεηο 

νξίδνπλ παξακεηξηθή επζεία: 

                       2 2{x t ,y 2t 1} y 2x 1      .  

2. Έιιεηςε.   

Θεσξνύκε ηνλ θύθιν κε θέληξν (0,0)  θαη αθηίλα α : 
2 2

2 2 2

2 2

x y
x y α 1

α α
     .  

Η γεληθή κνξθή ηεο παξαπάλσ εμίζσζεο 

όπνπ νη παξαλνκαζηέο κπνξεί λα είλαη θαη 

δηαθνξεηηθνί, θαιείηαη έιιεηςε (ellipse): 

                 
2 2

2 2

x y
1

α β
    .  

 

Οη ηνκέο κε ηνπο άμνλεο είλαη:  

                      x 0 y β      θαη  

y 0 x α    .  

 

Σα {α,β}  θαινύληαη αθηίλεο ηεο έιιεηςεο, κία κηθξή θαη κία κεγάιε. Αλ 

είλαη ίζεο έρνπκε ηελ εηδηθή πεξίπησζε ηνπ θύθινπ.  Η παξαπάλσ 

έιιεηςε έρεη ην θέληξν ηεο ζην ζεκείν (0,0) . Γεληθόηεξα, ε έιιεηςε κε 

θέληξν 
0 0(x ,y )  θαη αθηίλεο {α,β} , παξηζηάλεηαη κε ηελ εμίζσζε: 

                               

2 2

o o

2 2

(x x ) (y y )
1

α β

 
  .  

Πξνθύπηεη από ηελ παξαπάλσ θαλνληθή κε κεηαηόπηζε θαηά ην δηάλπζκα 

0 0(x ,y ) . Αληίζηξνθα, ζπκπιεξώλνληαο ηα ηεηξάγσλα, βξίζθνπκε όηη: 

- Κάζε ηεηξαγσληθή εμίζσζε δύν κεηαβιεηώλ ηεο κνξθήο: 

                        2 2Ax By Γx Δy Z 0       κε AB 0 , 

όπνπ ηα A,B  έρνπλ γλήζηα ην ίδην πξόζεκν, παξηζηάλεη έιιεηςε (θύθιν αλ 

A B ) ή ζεκείν ή θελό. 

Παξάδεηγκα.  

1. Η 2 2 2 2x y 2x 2 c (x 1) y c 1         , παξηζηάλεη: 

α  

β  

β  

α  

έιιεηςε  



 

              θύθιν αλ c 1 , ην ζεκείν (1,0)  αλ c 1 , ην θελό αλ c 1 .  

2. Η 2 22x y x y c    , γξάθεηαη:  

      

2 2 2 21 1 1 1 1 1 1
2(x x) (y y) 2 x 2 x y 2 y

2 4 16 16 2 4 4

   
             

                           

     

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 3

2 x y c  2 x y c
4 8 2 4 4 2 8

       
                   

          

                                   

2 2(x 1/ 4) (y 1/ 2)
1

(c 3 / 8) / 2 (c 3 / 8)

 
  

 
.  

 

Παξηζηάλεη έιιεηςε c 3/8 0 c 3/8      . Γηα όιεο ηηο ηηκέο ηνπ c , 

νη ειιείςεηο πνπ πξνθύπηνπλ είλαη νκόθεληξεο, κε θέληξν: 

0 0(x 1/ 4, y 1/ 2)   , θαη αθηίλεο: 

       

c 3 / 8
α , β c 3 / 8

2


  

 
, νπόηε ε ζρέζε κεηαμύ ησλ 

αθηίλσλ είλαη γηα όιεο ηηο ειιείςεηο: 
                          

β 2α .  

Η κεγάιε αθηίλα είλαη ζηε θαηεύζπλζε ηνπ y  άμνλα. 

- Αλ c 3/8  , βξίζθνπκε ηελ εθθπιηζκέλε έιιεηςε κε κεδεληθή αθηίλα 

θαη ε εμίζσζε παξηζηάλεη έλα ζεκείν, ην θέληξν.  

- Αλ c 3/8  , ε εμίζσζε δελ ηθαλνπνηείηαη από θαλέλα ζεκείν θαη ην 

ζύλνιν ησλ ζεκείσλ πνπ παξηζηάλεη είλαη ην θελό.    

 

3. Αληζόηεηεο.  

Κάζε εμίζσζε: f(x,y) c , εθηόο από κηα θακπύιε ζην επίπεδν θαζνξίδεη 

γεληθά θαη δύν πεξηνρέο εθαηέξσζελ ηεο θακπύιεο. Απνηεινύληαη από ηα 

ζεκεία ησλ νπνίσλ νη ζπληεηαγκέλεο ηθαλνπνηνύλ ηε κηα από ηηο 

αληζόηεηεο (inequality): 

                             f(x,y) c   ή  f(x,y) c  .  

 

Γηα λα αληηζηνηρήζνπκε κηα πεξηνρή κε ηελ αληίζηνηρε αληζόηεηα αξθεί 

λα ειέγμνπκε έλα ζεκείν ηεο. Δηδηθά ζηε πεξίπησζε πνπ ε εμίζσζε έρεη 

ηε κνξθή ζπλάξηεζεο: y f(x) , ηόηε νη πεξηνρέο πάλσ θαη θάησ από ηελ 

θακπύιε ηεο ηθαλνπνηνύλ ηηο αληζόηεηεο: 

                                 y f(x)   &  y f(x) ,  

 



 

αληίζηνηρα. Αλ ε ζπλάξηεζε δίλεηαη ζηε κνξθή x f(y) , ηόηε ε δεμηά θαη 

ε αξηζηεξή πεξηνρή ζα ηθαλνπνηνύλ ηηο αληζόηεηεο: 

                            x f(y)   &  x f(y) ,  

 

αληίζηνηρα. ΢ηηο παξαπάλσ αληζόηεηεο θάζε πεξηνρή πεξηιακβάλεη θαη 

ηελ θακπύιε πνπ αληηζηνηρεί ζηελ ηζόηεηα. Λέκε όηη ε πεξηνρή είλαη 

θιεηζηή (closed). Η ίδηα ε θακπύιε απνηειεί ην ζύλνξν (boundary) ηεο 

πεξηνρήο. Αλ αθαηξέζνπκε ην ζύλνξν απηό πνπ κέλεη θαιείηαη εζσηεξηθό 

(interior)ηεο πεξηνρήο θαη πεξηγξάθεηαη κε ηελ αληίζηνηρε γλήζηα 

αληζόηεηα (strict inequality): 

                         f(x,y) c  ή f(x,y) c .  

 

Σέηνηεο πεξηνρέο θαινύληαη αλνηθηέο (open).   

 

Παξάδεηγκα. 

1. Μηα επζεία αx βy c  , ρσξίδεη ην επίπεδν ζε δύν εκηεπίπεδα πνπ 

ηθαλνπνηνύλ ηηο αληζόηεηεο: 

                            αx βy c    θαη  αx βy c  ,  

αληίζηνηρα. Γηα λα αληηζηνηρήζνπκε έλα εκηεπίπεδν ζε κηα αληζόηεηα 

αξθεί λα ειέγμνπκε έλα ζεκείν, π.ρ. ην (0,0) . Δηδηθά αλ θαη νη ηξεηο 

ζηαζεξέο {α,β,c}  είλαη ζεηηθέο, όπσο ζην πξώην γξάθεκα παξαθάησ, 

ηόηε ε πεξηνρή πνπ πεξηέρεη ην (0,0)  αληηζηνηρεί ζηελ αληζόηεηα 

αx βy c  .  

2. Μηα έιιεηςε ρσξίδεη ην επίπεδν ζε δύν πεξηνρέο, ηελ εληόο θαη ηελ 

εθηόο, νη νπνίεο ραξαθηεξίδνληαη από ηηο αληζόηεηεο: 

         
2 2

o o

2 2

(x x ) (y y )
1

α β

 
    &  

2 2

o o

2 2

(x x ) (y y )
1

α β

 
  ,  

αληίζηνηρα. ΢ην δεύηεξν γξάθεκα παξαθάησ δείρλνπκε ηελ εληόο πεξηνρή 

ελόο θύθινπ. 

3. Η εμίζσζε 1/ 4 3 / 4x y 4  νξίδεη κηα ππεξβνιηθή θακπύιε πνπ ρσξίδεη ηε 

ζεηηθή πεξηνρή ζε δύν ππνπεξηνρέο. Δηδηθά ε αληζόηεηα 1/ 4 3 / 4x y 4  

αληηζηνηρεί ζηε πεξηνρή ε νπνία δελ πεξηέρεη ην (0,0)  δηόηη ην ζεκείν 

απηό ηθαλνπνηεί ηελ άιιε αληζόηεηα. Δμάιινπ ε αληζόηεηα κπνξεί λα 

γξαθεί σο πάλσ πεξηνρή ππεξβνιηθήο θακπύιεο: 



 

                          
1/ 4 3/ 4 4/3 1/3x y 4 y 4 x   .  

       x 2y 1                           2 2(x 1) y 1                   1/ 4 3/ 4x y 4  

γξαθήκαηα αληζνηήησλ 

 

4. Κπξηή (convex) θαιείηαη κηα πεξηνρή ηνπ επηπέδνπ αλ γηα θάζε δύν 

ζεκεία ηεο πεξηιακβάλεη θαη όια ηα ελδηάκεζα, δειαδή νιόθιεξν ην 

επζύγξακκν ηκήκα πνπ ηα ελώλεη. Μηα θπξηή πεξηνρή κπνξεί λα είλαη  

θξαγκέλε ή κε θξαγκέλε. Δπίζεο κπνξεί λα είλαη θιεηζηή νπόηε 

πεξηιακβάλεη ηελ θακπύιε ηνπ ζπλόξνπ ηεο, ή αλνηθηή  νπόηε δελ ηελ 

πεξηιακβάλεη. 

 

 

                       

 

                 

                      θπξηή πεξηνρή                            κε θπξηή πεξηνρή 

 

Παξάδεηγκα.  

Δθηόο από νιόθιεξν ην επίπεδν, νη παξαθάησ είλαη θιεηζηέο θπξηέο 

πεξηνρέο: 

1. Η ζεηηθή πεξηνρή: {x 0,y 0}  . 

2. Σα εκηεπίπεδα πνπ νξίδνληαη κε γξακκηθέο αληζόηεηεο, ζηε κνξθή: 

                         αx βy c   ή αx βy c  . 

y  y  y  

x  x  x  



 

3. Οη πνιπγσληθέο πεξηνρέο πνπ νξίδνληαη σο ηνκέο εκηεπηπέδσλ, δειαδή 

από έλα ζύλνιν γξακκηθώλ αληζνηήησλ. Π.ρ.  

                        
2{(x,y) : x y 4 & x y 1 & x 0}      .  

4. Σν ηκήκα ηνπ επηπέδνπ εζσηεξηθό ελόο θύθινπ, π.ρ. 2 2 2x y α   

5. Σν εληόο κίαο παξαβνιήο ηκήκα ηνπ επηπέδνπ,  π.ρ. 
2 2{y x } ή { y x }   .  

Δηδηθά ην 3 πξνθύπηεη από ην 2 θαη ηελ παξαθάησ γεληθή ηδηόηεηα πνπ 

είλαη άκεζε ζπλέπεηα ηνπ νξηζκνύ ηεο θπξηόηεηαο: 

                            -  Η ηνκή θπξηώλ πεξηνρώλ είλαη θπξηή πεξηνρή.  

   

5. Κπξηόο ζπλδπαζκόο.  

Γύν ζεκεία ζην επίπεδν: 
0 0(x ,y )   &  

1 1(x ,y )  

νξίδνπλ κηα επζεία κε θιίζε: 

                         1 0

1 0

y y
m

x x





 

Η εμίζσζε ηεο επζείαο κπνξεί λα γξαθηεί 

κε δηάθνξνπο ηξόπνπο, π.ρ. 

                                 

0 0

0 1 0

0 1 0

0 0

1 0 1 0

y y m(x x )

y y y y

x x x x

y y x x

y y x x

  

 


 

 


 

 

Θα αζρνιεζνύκε κε ηελ ηξίηε κνξθή. ΢πκβνιίδνληαο ηνλ θνηλό ιόγν κε 

t , κπνξνύκε λα εθθξάζνπκε ηελ εμίζσζε ηεο επζείαο παξακεηξηθά κε ηηο 

εμηζώζεηο: 

     
0 1 0 0 10 0

1 0 1 0 0 1 0 0 1

x x (x x )t (1 t)x txy y x x
t

y y x x y y (y y )t (1 t)y ty

      
   

       
 .  

θπξηόο ζπλδπαζκόο  

1y  

0y  

1x  0x  

y  

x  



 

Η παξάκεηξνο t  κεηξάεη ηελ πξνζεκαζκέλε απόζηαζε ηνπ ζεκείνπ (x,y)  

από ην ζεκείν 
0 0(x ,y ) , σο πνζνζηό ηεο ζπλνιηθήο απόζηαζεο κεηαμύ ησλ 

δύν αξρηθώλ ζεκείσλ. Έηζη, ηα ζεκεία πνπ βξίζθνληαη αλάκεζά ηνπο, 

δειαδή ηα ζεκεία ζην επζύγξακκν ηκήκα πνπ ηα ζπλδέεη, πξνθύπηνπλ 

παίξλνληαο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ ζην δηάζηεκα: 

                                           0 t 1  .  

Έηζη ηα αξρηθά ζεκεία είλαη ηα αθξαία ζεκεία ηνπ δηαζηήκαηνο, θαη 

αληηζηνηρνύλ ζηηο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ:        t 0   θαη t 1 .  

Οη παξαπάλσ ζπλδπαζκνί ησλ ζπληεηαγκέλσλ δύν ζεκείσλ πνπ καο 

δίλνπλ ηα ελδηάκεζα θαινύληαη θπξηνί ζπλδπαζκνί (convex combinations) 

ησλ δύν ζεκείσλ.  Αληηθαζηζηώληαο ηελ παξάκεηξν s 1 t  , νη θπξηνί 

ζπλδπαζκνί κπνξνύλ λα εθθξαζηνύλ θαη ζηε κνξθή: 

    0 1 0 1x sx tx , y sy ty     κε 0 s 1, 0 t 1, s t 1       .  

Οη ζπληειεζηέο {s,t}  είλαη ζεηηθνί κε άζξνηζκα 1  θαη απνηεινύλ ηα βάξε 

(weights) κε ηα νπνία ζπλδπάδνληαη ηα αξρηθά αθξαία ζεκεία γηα λα 

πξνθύςνπλ ηα ελδηάκεζα. Όζν κεγαιύηεξν είλαη έλα βάξνο ηόζν 

πιεζηέζηεξα βξηζθόκαζηε ζην αληίζηνηρν αθξαίν ζεκείν. ΢πλδπάδνληαο 

ηηο παξαπάλσ έλλνηεο, κπνξνύκε λα πνύκε όηη: 

- Μηα πεξηνρή ηνπ επηπέδνπ είλαη θπξηή αλ πεξηέρεη όινπο ηνπο θπξηνύο 

ζπλδπαζκνύο ησλ ζεκείσλ ηεο. 

 

6. Κπξηνπνίεζε.  

΢ε πνιιέο εθαξκνγέο καο ελδηαθέξεη νη πεξηνρέο λα είλαη θπξηέο. Αλ κηα 

πεξηνρή δελ είλαη θπξηή κπνξνύκε λα ηελ θάλνπκε θπξηή δηεπξύλνληάο 

ηελ ώζηε λα πεξηέρεη όινπο ηνπο θπξηνύο ζπλδπαζκνύο ησλ ζεκείσλ ηεο. 

Η κηθξόηεξε δπλαηή ηέηνηα δηεύξπλζε θαιείηαη θπξηό θέιπθνο (convex 

hull) ηεο αξρηθήο πεξηνρήο, ελώ ε δηαδηθαζία ζρεκαηηζκνύ ηεο θαιείηαη 

θπξηνπνίεζε (convexification).  

 

Παξάδεηγκα. 

1. Σν θπξηό θέιπθνο δύν ζεκείσλ είλαη ην επζύγξακκν ηκήκα πνπ ηα 

ελώλεη, όπσο ζην πξώην γξάθεκα παξαθάησ. 



 

2. Σν θπξηό θέιπθνο ηξηώλ ζεκείσλ είλαη ε ηξηγσληθή πεξηνρή πνπ ηα 

έρεη σο θνξπθέο, όπσο ζην δεύηεξν γξάθεκα παξαθάησ.  

 

                                                θπξηνπνίεζε 

 

3. Η πεξηνρή πνπ βξίζθεηαη ζηε ζεηηθή πεξηνρή εθηόο ηνπ κνλαδηαίνπ 

θύθινπ δελ είλαη θπξηή. Γηα ηελ θπξηνπνίεζή ηεο αξθεί λα 

ζπκπεξηιάβνπκε ην ηκήκα ηεο πνπ νξίδεηαη από ηελ ρνξδή ε νπνία 

ελώλεη ηα ζεκεία ηνκήο ηνπ θύθινπ κε ηνπο ζεηηθνύο εκηάμνλεο, όπσο 

ζην ηξίην γξάθεκα ηνπ παξαπάλσ ζρήκαηνο. 

 

7.  Γξακκηθή παξεκβνιή (linear interpolation) κηαο ζπλάξηεζεο f(x) , 

κεηαμύ δύν ζεκείσλ ηεο 
0 0(x ,y )  θαη 

1 1(x ,y )  θαιείηαη ε γξακκηθή 

ζπλάξηεζε ηεο ρνξδήο πνπ ηα ζπλδέεη. 

  0 0y y m(x x )     γηα x  κεηαμύ ησλ 0 1{x ,x } , όπνπ 1 o

1 o

y y
m

x x





 .   

Παξάδεηγκα.  

Γηα ηελ ζπλάξηεζε 2y x , κεηαμύ ησλ ζεκείσλ 
1 1(x ,y ) (1,1)  θαη 

2 2(x ,y ) (2,4) , βξίζθνπκε ηελ γξακκηθή παξεκβνιή: 

               
4 1

y 1 (x 1) 1 3(x 1) 3x 2
2 1


       


  γηα 1 x 2  .  

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

1β.3  Διαζηηθόηεηα 
1. Ειαζηηθόηεηα.  

Θεσξνύκε δύν κεηαβιεηέο  {x,y}  πνπ ζπλδένληαη κε θάπνηα ζρέζε 

ζπλάξηεζεο ή θάπνηαο γεληθόηεξεο κεηαμύ ηνπο ζρέζεο. ΢ε πνιιέο 

εθαξκνγέο αληί ησλ κεγεζώλ: 

                      Δx, Δy , δει ησλ κεηαβνιώλ (changes) 

από θάπνηεο αξρηθέο ηηκέο, καο ελδηαθέξνπλ ηα ζρεηηθά κεγέζε:                            

            
Δx Δy

,   
x y

, δει. νη ζρεηηθέο κεηαβνιέο (relative changes),  

ή, ελαιιαθηηθά, νη πνζνζηηαίεο κεηαβνιέο (percentage changes) πνπ 

πξνθύπηνπλ αλ πνιιαπιαζηάζνπκε ηηο ζρεηηθέο κεηαβνιέο κε ηνλ 

ζπληειεζηή 100 : 

                     
Δx Δy

%Δx 100 , %Δy 100
x y

  .  

΢΄ απηή ηελ πεξίπησζε αληί ηνπ ιόγνπ ησλ κεηαβνιώλ παίξλνπκε ηνλ 

ιόγν ησλ ζρεηηθώλ κεηαβνιώλ πνπ είλαη ίζνο θαη κε ηνλ ιόγν ησλ 

πνζνζηηαίσλ κεηαβνιώλ. ΢ην όξην Δx 0  βξίζθνπκε έλα κέγεζνο 

αληίζηνηρν ηεο παξαγώγνπ ην νπνίν θαιείηαη ειαζηηθόηεηα (elasticity): 

        
%Δy Δy / y x Δy x dy xy

%Δx Δx / x y Δx y dx y


    : ειαζηηθόηεηα ηνπ y  σο πξνο x .  

 

Παξαηεξνύκε όηη: 



 

1. Η παξάγσγνο κεηξάεη ηελ κεηαβνιή ηνπ y  γηα αύμεζε ηνπ x  θαηά 1, 

νξηαθά. 

2. Η ειαζηηθόηεηα  κεηξάεη ηελ πνζνζηηαία κεηαβνιή ηνπ y  γηα αύμεζε ηνπ 

x  θαηά 1%, νξηαθά. 

 

Θα δηαθξίλνπκε ηα δύν κεγέζε ρξεζηκνπνηώληαο ηνπο παξαθάησ 

ελαιιαθηηθνύο ζπκβνιηζκνύο γηα ην θάζε κέγεζνο: 

      1.    
xm D y y  , γηα ηελ παξάγσγν ηνπ y σο πξνο x  

      2.     
xε E y xy / y  , γηα ηελ ειαζηηθόηεηα ηνπ y  σο πξνο x  

 

Παξάδεηγκα.  

Η γξακκηθή ζπλάξηεζε έρεη ζηαζεξή παξάγσγν, αιιά κεηαβαιιόκελε 

ειαζηηθόηεηα: 

                
xα αx

y αx β m α, ε
y αx β

     


.  

 

Παξάδεηγκα.  

Θεσξνύκε ηελ εμίζσζε α βx y c  ζε θάπνην ζεκείν ηεο (x,y) . 

Παξαγσγίδνληαο πιεγκέλα σο πξνο x , βξίζθνπκε ηελ παξάγσγν: 

 
α 1 β

α β α 1 β α β 1

α β 1

αx y αy
(x y ) c αx y βx y y 0 m y

βx y βx


 


             .  

Η ειαζηηθόηεηα ηνπ y  σο πξνο x  είλαη:  

                           
xy x αy α

ε
y y βx β


     : ζηαζεξή.  

΢πκπεξαίλνπκε όηη ην κέγεζνο α βx y   ζα παξακείλεη ζηαζεξό νξηαθά, αλ 

αύμεζε ηνπ x  θαηά 1% ζπλνδεπηεί κε κείσζε ηνπ y  θαηά (α /β)% , ή, 

ηζνδύλακα, αύμεζε ηνπ x  θαηά β%  ζπλνδεπηεί κε κείσζε ηνπ y  θαηά 

α% , αλεμάξηεηα ησλ αξρηθώλ ηηκώλ ηνπο. 

 

2. Ιζνειαζηηθόηεηα.  

΢ε θάζε (x,y)  ην πξόζεκν ηεο ειαζηηθόηεηαο θαζνξίδεηαη από απηό ηεο 

παξαγώγνπ. ΢ηηο εθαξκνγέο ηδηαίηεξε ζεκαζία έρεη ην κέηξν ηεο 

ειαζηηθόηεηαο. Παξαηεξνύκε ζρεηηθά όηη, ελώ ηα κέηξα ησλ κεηαβνιώλ: 

                                      Δx , Δy   



 

δελ είλαη ζπγθξίζηκα δηόηη εμαξηώληαη από ηηο ρξεζηκνπνηνύκελεο 

κνλάδεο κέηξεζεο, αληίζεηα ηα κέηξα ησλ ζρεηηθώλ θαη ησλ πνζνζηηαίσλ 

κεηαβνιώλ: 

                                            %Δx , %Δy  

είλαη ζπγθξίζηκα σο αλεμάξηεηα ηεο κνλάδαο κέηξεζεο. Η ζύγθξηζε 

αθνξά ην ιόγν ηνπο, ν νπνίνο νξηαθά ηζνύηαη κε ην κέηξν ηεο 

ειαζηηθόηεηαο: 

                            
x

%Δy
ε E y lim

%Δx
  .  

Λέκε όηη ε εμάξηεζε ηνπ y  από ην x  είλαη:  

                   1. ειαζηηθή (elastic)            αλ    xE y 1  

                   2. αλειαζηηθή (inelastic)     αλ    xE y 1   

                   3. ηζνειαζηηθή (isoelastic)  αλ    xE y 1 .  

Έηζη, ε εμάξηεζε είλαη: 

ειαζηηθή αλ νξηαθά κηα πνζνζηηαία κεηαβνιή ηνπ x  πξνθαιεί γλήζηα 

κεγαιύηεξε πνζνζηηαία κεηαβνιή ηνπ y  ζε απόιπηεο ηηκέο, θαη αλειαζηηθή 

αλ πξνθαιεί γλήζηα κηθξόηεξε. 

 

Παξαηήξεζε. ΢πρλά ε ειαζηηθόηεηα νξίδεηαη σο ην κέηξν: 

                                               ε xy / y  

νπόηε είλαη πάληνηε ζεηηθή. ΢’ απηέο ηηο πεξηπηώζεηο ζεσξνύκε όηη ην 

πξόζεκν είλαη γλσζηό.  

 

3. Γξάθεκα ειαζηηθόηεηαο.  

Πξνθεηκέλνπ λα εθηηκήζνπκε γξαθηθά ηελ ειαζηηθόηεηα γξάθνπκε ην 

κέηξν ηεο ζηελ παξαθάησ ελαιιαθηηθή  κνξθή: 

                       
x

ορηαθος ρσζκοςx dy dy y
ε E y /

y dx dx x κεζε ηηκή
     

Γειαδή ε ειαζηηθόηεηα ζπγθξίλεη  ηνλ νξηαθό ξπζκό κεηαβνιήο πξνο 

ηελ κέζε ηηκή. ΢ε θάζε ζεκείν ηεο θακπύιεο y y(x)  ηα δπν απηά 

κεγέζε έρνπλ ηελ παξαθάησ γεσκεηξηθή παξάζηαζε:  

                    
dy

θιηζε εθαπηοκελες
dx

            
y

θιηζε αθηηλας
x
   



 

 

 

                                     κέηξν ειαζηηθόηεηαο 

         

Έηζη ζην ηπρόλ ζεκείν (x,y)  ηεο θακπύιεο ηνπ γξαθήκαηνο: 

Η εμάξηεζε ηνπ y από ην x  είλαη ειαζηηθή αλ ε εθαπηόκελε είλαη 

πεξηζζόηεξν απόηνκε από ηελ αθηίλα όπσο ζηα δύν πάλσ γξαθήκαηα ηνπ 

παξαπάλσ ζρήκαηνο, αλειαζηηθή αλ είλαη ιηγόηεξν απόηνκε όπσο ζηα δύν 

θάησ γξαθήκαηα, ηζνειαζηηθή αλ είλαη ην ίδην απόηνκε. 

Σα ηκήκαηα ειαζηηθόηεηαο θαη αλειαζηηθόηεηαο ρσξίδνληαη κεηαμύ ηνπο 

από ηα ζεκεία ηζνειαζηηθόηεηαο: 

                                      ε 1 xy / y 1    .  

Αλ δελ ππάξρνπλ ηέηνηα ηόηε έρνπκε παληνύ ειαζηηθόηεηα ή παληνύ 

αλειαζηηθόηεηα. 

 

Παξάδεηγκα.  

Θα εμεηάζνπκε γξαθηθά ηελ ειαζηηθόηεηα ησλ παξαθάησ ζπλαξηήζεσλ 

ζηε ζεηηθή πεξηνρή 2{(x,y) : x 0,y 0}   . Δθόζνλ ηα x  θαη y  είλαη 

ζεηηθά ην πξόζεκν ηεο ειαζηηθόηεηαο ζπκπίπηεη κε ην πξόζεκν ηεο 

παξαγώγνπ. Δηδηθόηεξα, ε ηζνειαζηηθόηεηα θαζνξίδεηαη από ηε ζρέζε 

y  

y  

y  

y  

x  

x  

x  

x  

ε 1

ε 1
 ε 1

 

ε 1
 



 

ε 1  αλ ε ζπλάξηεζε είλαη αύμνπζα, ε 1   αλ είλαη θζίλνπζα. Ωο πξνο 

ην κέηξν ηεο ειαζηηθόηεηαο βξίζθνπκε ηα εμήο γηα δηάθνξεο πεξηπηώζεηο: 

1. Η y 2x  έρεη ζηαζεξή ειαζηηθόηεηα ίζε κε 1. Όια ηα ζεκεία ηεο είλαη 

ηζνειαζηηθά. 

2. Η 2y 1 x   είλαη θζίλνπζα κε   2 2 2ε x( 2x) /1 x 2x /1 x      .  

Δίλαη ηζνειαζηηθή όηαλ 2 2ε 1 2x /1 x 1 x 1/ 3         , 

αλειαζηηθή όηαλ 1 ε 0 0 x 1/ 3      ,  ειαζηηθή όηαλ 

ε 1 1/ 3 x 1     , όπσο ζην πξώην γξάθεκα ηνπ παξαθάησ 

ζρήκαηνο. 

 

      
2y 1 x                            xy e                            2y x 1   

                                          ηζνειαζηηθόηεηα 

 

3. Η xy e  είλαη αύμνπζα, κε x xε xe / e x  . Δίλαη ηζνειαζηηθή όηαλ 

ε 1 x 1   , αλειαζηηθή όηαλ 0 x 1  , ειαζηηθή όηαλ  x 1 , όπσο ζην 

δεύηεξν γξάθεκα ηνπ παξαπάλσ ζρήκαηνο. 

4. Η 2y x 1   είλαη αύμνπζα κε 2 2 2ε x2x /(x 1) 2x /(x 1)    . Δίλαη 

ηζνειαζηηθή όηαλ 2 2 22x / x 1 1 x 1     , εμίζσζε πνπ δελ έρεη ιύζε. 

Δίλαη παληνύ ειαζηηθή, όπσο ζην ηξίην γξάθεκα ηνπ παξαπάλσ 

ζρήκαηνο. 

 

4. Οκνγέλεηα.  

Οη γξακκηθέο είλαη νη κόλεο ζπλαξηήζεηο πνπ έρνπλ ζηαζεξή παξάγσγν. 

Αληίζηνηρα, νη δπλάκεηο είλαη νη κόλεο ζπλαξηήζεηο πνπ έρνπλ ζηαζεξή 

ειαζηηθόηεηα. Καινύληαη θαη νκνγελείο ζπλαξηήζεηο (homogeneous): 

y  y  y  

x  x  x  

ε 1  

1 
ε 1  

ε 1  

1 

ε 1  

ε 1  



 

                   
ε 1

ε

x ε

x(αεx )
y αx E y ε

αx



    .  

 

H ειαζηηθόηεηα είλαη ίζε κε ηε δύλακε. Λέκε όηη ε ζπλάξηεζε είλαη 

νκνγελήο βαζκνύ ε . Μηα νκνγελήο ζπλάξηεζε είλαη παληνύ ειαζηηθή, 

αλειαζηηθή ή ηζνειαζηηθή, δηόηη έρεη ζηαζεξή ειαζηηθόηεηα. Αλάινγα κε 

ηνλ βαζκό  ιέκε όηη ε νκνγελήο ζπλάξηεζε είλαη: 

        
- 

 
ε 1 : αύμνπζαο απόδνζεο θιίκαθαο (increasing returns to scale)  

        
-
  

ε 1 : θζίλνπζαο απόδνζεο θιίκαθαο (decreasing returns to scale)  

        
-
  

ε 1 : ζηαζεξήο απόδνζεο θιίκαθαο (constant returns to scale).   

 

Αγλνώληαο ηα πξόζεκα, κηα κεηαβνιή ηνπ x  ζα πξνθαιέζεη κεηαβνιή 

ηνπ y ζε κεγαιύηεξν πνζνζηό από απηήλ ηνπ x  αλ ε ζρέζε είλαη 

αύμνπζαο απόδνζεο, ζε κηθξόηεξν πνζνζηό αλ είλαη θζίλνπζαο 

απόδνζεο, ζην ίδην πνζνζηό αλ είλαη ζηαζεξήο απόδνζεο, δειαδή αλ 

είλαη γξακκηθή νκνγελήο:  y αx .  

 

Παξάδεηγκα.  

Αλ έρνπκε 2/3y 10x  θαη ην x  απμεζεί θαηά 1% από νηαδήπνηε αξρηθή 

ηηκή, ην y  ζα κεηαβιεζεί νξηαθά θαηά ε 2/3% 0.666...%    , δειαδή 

ζα ειαηησζεί νξηαθά θαηά  0.666...% . ΢ε απόιπηεο ηηκέο ε κεηαβνιή ηνπ 

y  είλαη κηθξόηεξε από ηελ κεηαβνιή ηνπ x . Η ζπλάξηεζε είλαη 

νκνγελήο βαζκνύ 2/ 3 , θαη επνκέλσο θζίλνπζαο απόδνζεο θιίκαθαο. 

  

5. Ειαζηηθόηεηα αληίζηξνθεο.  

Όια ηα παξαπάλσ γξαθήκαηα αθνξνύλ ηελ ειαζηηθόηεηα ηνπ y  ζηνλ 

θαηαθόξπθν άμνλα σο πξνο ην x  ζηνλ νξηδόληην άμνλα. Από ηνλ νξηζκό 

ηεο σο ιόγνπ ησλ πνζνζηηαίσλ κεηαβνιώλ ζπκπεξαίλνπκε όηη ζηα ίδηα 

(x,y)  ε ειαζηηθόηεηα ηνπ x  σο πξνο y  ζα είλαη ην αλάζηξνθν ηνπ 

παξαπάλσ, όπσο θαη γηα ηελ παξάγσγν: 

                              y

x

1
f(x,y) c E x

E y
   .  

Πξάγκαηη, έρνπκε: 



 

               
y

x

1 y yx (y)
E x

E y xy (x) x


  


, δηόηη 

1
y (x)

x (y)
 


.  

 

Δηδηθόηεξα: 

Μεηαμύ ησλ ζρέζεσλ y y(x)  θαη x x(y) , έρνπκε ηζνειαζηηθόηεηα ζηα 

ίδηα ζεκεία, ελώ ελαιιάζζνληαη ηα ηκήκαηα ειαζηηθόηεηαο θαη 

αλειαζηηθόηεηαο.   

 

Παξάδεηγκα.  

Δπαιεζεύνπκε ηνλ θαλόλα ηεο αληηζηξνθήο:  

1. Η 2y x  έρεη 
xE y 2 , σο νκνγελήο.  

2. Οη αληίζηξνθέο ηεο 1/2x y    έρνπλ  
yE x 1/ 2 , σο νκνγελείο. 

 

Παξάδεηγκα. 

Θεσξνύκε ηε γξακκηθή εμίζσζε:

 

2x y 4 

 

.  

Θα έρνπκε: 

          

x

y

y 2x 4 κε y 2 E y xy / y 2x / y
2x y 4

x y / 2 2 κε x 1/ 2 E x yx / x y / 2x

         
   

         
 

Οη δύν ειαζηηθόηεηεο είλαη αλάζηξνθεο κεηαμύ ηνπο. ΢ηα δύν γξαθήκαηα 

παξαθάησ δίλνπκε ηα ζεκεία ηζνειαζηηθόηεηαο, ειαζηηθόηεηαο θαη 

αλειαζηηθόηεηαο γηα ηηο δύν ζρέζεηο. Δπίζεο ηα ζεκεία όπνπ ε 

ειαζηηθόηεηα είλαη κεδεληθή ή άπεηξε γηα ηελ θάζε ζρέζε. 

 

                  
xE y                                                               

yE x  

                           ειαζηηθόηεηα αληίζηξνθσλ ζρέζεσλ 

 

y  y  

x  x  

0  

0  

  

  

1  

1  1  

1  



 

6. Ειαζηηθόηεηα γξακκηθώλ.  

Θεσξνύκε κηα γξακκηθή εμίζσζε: 

                                               αx βy c  ,  

θαη εμεηάδνπκε ηελ ειαζηηθόηεηα ηνπ x  ζηνλ νξηδόληην άμνλα, σο πξνο ην 

y  ζηνλ θαηαθόξπθν. Αλ ε εμίζσζε είλαη νκνγελήο ηόηε έρνπκε παληνύ 

ηζνειαζηηθόηεηα: 

                     
β

αx βy 0 x y
α

       κε  ε 1  

Αλ δελ είλαη νκνγελήο, ηόηε έρεη έλα κνλαδηθό ζεκείν ηζνειαζηηθόηεηαο 

ην νπνίν βξίζθεηαη πάληνηε ζην ελδηάκεζν ηεο ηνκήο κε ηνπο δύν άμνλεο: 

  
y

β c βy
x y E x

α α βy c


    

 
 θαη γηα yE x 1 

 

πξνζδηνξίδνπκε 

ην ζεκείν 

                   

                                                     
0 0

c c
y ,x

2β 2α

 
  

 
.  

΢ην παξαθάησ ζρήκα δείρλνπκε ην κέηξν ηεο ειαζηηθόηεηαο ηνπ x  σο 

πξνο y , γηα ηηο δηάθνξεο πεξηπηώζεηο, ζηε ζεηηθή πεξηνρή. 

 

 

κέηξν ειαζηηθόηεηαο ηνπ x  σο πξνο y  

 

Δπηζεκαίλνπκε ηηο εηδηθέο πεξηπηώζεηο ζην δεύηεξν θαη ζην ηξίην 

γξάθεκα ηνπ παξαπάλσ ζρήκαηνο. 

1. Οξηδόληηα επζεία κε 
yE x   . Λέκε όηη ε εμάξηεζε ηνπ x  από ην y  

είλαη πιήξσο ειαζηηθή (totally elastic) 

2. Καηαθόξπθε επζεία κε 
yE x 0 .  Λέκε όηη ε εμάξηεζε ηνπ x  από ην 

y  είλαη πιήξσο αλειαζηηθή (totally inelastic).  

y  y  y  

x  x  x  

1  

1  
1  

1  0  

  



 

 

Παξάδεηγκα.  

1. Η y 2x 4   αληηζηνηρεί ζην δεύηεξν από ηα παξαπάλσ γξαθήκαηα. 

΢πκπεξαίλνπκε εηδηθά όηη ζηε ζεηηθή πεξηνρή: 2{(x,y) : x 0,y 0}    

ην x  είλαη παληνύ ειαζηηθό σο πξνο ην y , δειαδή ε πνζνζηηαία 

κεηαβνιή ηνπ είλαη κεγαιύηεξε ζε απόιπηε ηηκή. 

2. Η y 2x 4   αληηζηνηρεί ζην ηξίην από ηα παξαπάλσ γξαθήκαηα. 

΢πκπεξαίλνπκε εηδηθά όηη ζηε ζεηηθή πεξηνρή: 2{(x,y) : x 0,y 0}    

ην x  είλαη παληνύ αλειαζηηθό σο πξνο ην y , δειαδή ε πνζνζηηαία 

κεηαβνιή ηνπ είλαη κηθξόηεξε ζε απόιπηε ηηκή. 

 

7. Πνζνζηηαία δηαθνξηθά.  

΢ε αληηζηνηρία κε ηα δηαθνξηθά πνπ αλαθέξακε ζε πξνεγνύκελε ελόηεηα, 

νξίδνληαη θαη ηα ζρεηηθά δηαθνξηθά ή, ηζνδύλακα, ηα πνζνζηηαία 

δηαθνξηθά σο πξνζεγγίζεηο ησλ αληίζηνηρσλ ζρεηηθώλ ή πνζνζηηαίσλ 

κεηαβνιώλ: 

             
dx dy dx dy

, ή %dx 100 , %dy 100
x y x y

   
    

   
.  

Από ηνλ νξηζκό ηνπο δηαπηζηώλνπκε όηη ε ειαζηηθόηεηα ηζνύηαη κε ην 

ιόγν ησλ ζρεηηθώλ ή ηζνδύλακα ησλ πνζνζηηαίσλ δηαθνξηθώλ: 

                                  
x

dy / y %dy
ε E y

dx / x %dx
   .  

 

Παξάδεηγκα.  

Η  ζπλάξηεζε 2y 1 x  , έρεη παξάγσγν θαη ειαζηηθόηεηα: 

           m y 2x  ,  2 2ε xy / y 2x /(1 x )   ,  

αληίζηνηρα. Π.ρ. ζην x 2 , βξίζθνπκε: m(2) 4 , ε(2) 8 / 5 . Δπνκέλσο 

νη κεηαβνιέο θαη νη πνζνζηηαίεο κεηαβνιέο από ηηο ηηκέο: (x 2,y 5)  , ζα 

ζπλδένληαη νξηαθά κε ηηο ζρέζεηο:  

                 (dy) 4(dx)    θαη  (%dy) (8 / 5)(%dx) . 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

1β.4  ΢ρεηηθόο Ρπζκόο  
1. ΢ρεηηθόο ξπζκόο.  

Θεσξνύκε δύν κεηαβιεηέο x θαη y πνπ ζπλδένληαη κε κηα εμίζσζε. 

Οξίζακε ηελ παξάγσγν παίξλνληαο ηνλ ιόγν ησλ κεηαβνιώλ θαη ηελ 

ειαζηηθόηεηα παίξλνληαο ηνλ ιόγν ησλ ζρεηηθώλ ή πνζνζηηαίσλ 

κεηαβνιώλ. ΢ε πνιιέο εθαξκνγέο, π.ρ. όηαλ ε αλεμάξηεηε κεηαβιεηή x  

είλαη ν ρξόλνο (time),  καο ελδηαθέξεη ν ιόγνο ηεο ζρεηηθήο κεηαβνιήο 

ηνπ y  πξνο ηε κεηαβνιή ηνπ x .  ΢ην όξην βξίζθνπκε ην κέγεζνο: 

                                
Δy / y Δy 1 y (x)

Δx Δx y y(x)


  , 

 

νλνκαδόκελν ζρεηηθόο ξπζκόο (relative rate) θαη ην νπνίν κεηξάεη ηε 

ζρεηηθή κεηαβνιή ηνπ y  αλά κνλαδηαία αύμεζε ηνπ x , νξηαθά.  Αλ ην 

πνιιαπιαζηάζνπκε κε 100  βξίζθνπκε ην ηζνδύλακν πνζνζηηαίν 

κέγεζνο, ην νπνίν ζηηο εθαξκνγέο θαιείηαη θαη ξπζκόο αλάπηπμεο (growth 

rate):  

                                              
y (x)

100
y(x)


.  

Σν κέγεζνο απηό κεηξάεη ηελ πνζνζηηαία κεηαβνιή ηνπ y  αλά κνλαδηαία 

αύμεζε ηνπ x , νξηαθά.  

Έηζη έρνπκε ηειηθά ηξία κεγέζε πνπ κεηξάλε ηε ζρέζε κεηαμύ νξηαθώλ 

κεηαβνιώλ: 

               1. 
x

dy
m D y y (x)

dx
   , ξπζκόο 



 

               2. 
x

xy (x) dy / y %dy
ε E y

y(x) dx / x %dx


    , ειαζηηθόηεηα 

                3. 
x

y (x) dy / y
r R y

y(x) dx


     ή 

%dy
%r 100r

dx
  , ζρεηηθόο ξπζκόο.   

  

Παξαηεξνύκε όηη κεδελίδνληαη ζηα ίδηα ζεκεία, δειαδή ηα ζηάζηκα 

ζεκεία είλαη ηα ίδηα θαη ζηηο ηξεηο πεξηπηώζεηο. Δπίζεο αλ ηα κεγέζε x

θαη y είλαη θαη ηα δύν ζεηηθά, ηόηε όινη νη ξπζκνί έρνπλ ην ίδην πξόζεκν. 

 

Παξάδεηγκα.  

Η  ζπλάξηεζε 2y 1 x  , έρεη: 

      m y 2x  ,  2 2ε xy / y 2x /(1 x )   , 2r y / y 2x /(1 x )   .  

Έηζη, π.ρ. ζην x 2 , βξίζθνπκε:  

     m(2) 4 , ε(2) 8 / 5 ,  r(2) 4 /5 %r(2) 100r 80     

Δπνκέλσο, νη νξηαθέο κεηαβνιέο ησλ {x,y}  από αξρηθέο ηηκέο: 

{x 2,y 5}  ,  ζα ζπλδένληαη κε ηηο ζρέζεηο: 

               dy 4dx ,   %dy (8 / 5)%dx ,  %dy 80dx .  

 

2. ΢ηαζεξνί ξπζκνί.  

Ιδηαίηεξν ελδηαθέξνλ παξνπζηάδνπλ νη ζπλαξηήζεηο πνπ έρνπλ θάπνηνλ 

από ηνπο ξπζκνύο ζηαζεξό. Γηαπηζηώλνπκε όηη: 

             1. Οη γξακκηθέο: y mx β  , έρνπλ ζηαζεξό ξπζκό m  

             2. Οη δπλάκεηο: εy cx ,  έρνπλ ζηαζεξή ειαζηηθόηεηα ε  

             3. Οη εθζεηηθέο: rxy ce ,  έρνπλ ζηαζεξό ζρεηηθό ξπζκό r .  

 

Παξάδεηγκα.  

Γηα νηνδήπνηε αξρηθό x : 

1. Aλ y 2x β   ηόηε dy 2dx  

2. Αλ 1/2y c x cx   ηόηε  (%dy) 0,5(%dx)  

3. Αλ 0,02xy ce  ηόηε  %dy 100( 0,02)dx 2dx    .  

 

 

 

 



 

3. Λνγαξηζκηθή θιίκαθα.   
Η παξάγσγνο κηαο ζρέζεο παξηζηάλεηαη γξαθηθά κε ηελ θιίζε ηεο 

αληίζηνηρεο θακπύιεο ζην θαλνληθό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ. Γηα λα 

παξαζηήζνπκε γξαθηθά ηελ ειαζηηθόηεηα ρξεζηκνπνηνύκε αληί ησλ 

αξρηθώλ κεηαβιεηώλ x  θαη y , ηνπο ινγαξίζκνπο ησλ απόιπησλ ηηκώλ 

ηνπο: 

                            u log x & v log y  .  

Έηζη κηα εμίζσζε ηνπ δεύγνπο (x,y)  κπνξνύκε λα ηελ παξαζηήζνπκε σο 

εμίζσζε ηνπ δεύγνπο (u, v)  .  

Γειαδή ζηνπο δύν άμνλεο ηνπνζεηνύκε αληί ησλ ηηκώλ ησλ κεηαβιεηώλ 

ηηο ηηκέο ησλ ινγαξίζκσλ ησλ απόιπησλ ηηκώλ ηνπο. Λέκε όηη 

ρξεζηκνπνηνύκε ινγαξηζκηθό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ή ινγαξηζκηθή 

θιίκαθα (logarithmic scale). Γηαπηζηώλνπκε ηώξα όηη ε θιίζε ηνπ 

γξαθήκαηνο ζηελ ινγαξηζκηθή θιίκαθα καο δίλεη ηελ ειαζηηθόηεηα. 

Γειαδή: 

Η ειαζηηθόηεηα ηνπ y  σο πξνο x  ηζνύηαη κε ηελ παξάγσγν ηνπ log y  σο 

πξνο log x , ζε νηαδήπνηε βάζε. 

Πξάγκαηη, εηδηθά γηα ηε βάζε e  έρνπκε: 

            x

d(ln y ) d(ln y )dv dy dx 1 dy 1
E y

du d(ln x ) dy dx dln x y dx 1/ x
    .  

 

Παξάδεηγκα. ΢ηε ινγαξηζκηθή θιίκαθα, νη δπλάκεηο, πνπ είλαη νη 

νκνγελείο ζπλαξηήζεηο, γίλνληαη γξακκηθέο κε ζηαζεξή θιίζε ε  ίζε κε 

ηελ ειαζηηθόηεηα: 

 
εεy cx y c x   ln y ln c ε ln x v εu ln c      .  

 

4. Ηκηινγαξηζκηθή θιίκαθα.  

Με ην ίδην ηξόπν κπνξνύκε λα παξαζηήζνπκε γξαθηθά ηνλ ζρεηηθό 

ξπζκό, παίξλνληαο ηνλ ινγάξηζκν κόλν ηεο εμαξηεκέλεο κεηαβιεηήο. 

Σώξα αληί ησλ αξρηθώλ κεηαβιεηώλ x  θαη y , έρνπκε ηηο λέεο 

κεηαβιεηέο: 

                            x  θαη v , όπνπ: v ln y .  



 

΢ηελ πεξίπησζε απηή, ιέκε όηη ρξεζηκνπνηνύκε εκηινγαξηζκηθή θιίκαθα 

(semi-logarithmic scale). Η θιίζε ηνπ γξαθήκαηνο ζηελ εκηινγαξηζκηθή 

θιίκαθα παξηζηάλεη ηνλ ζρεηηθό ξπζκό. Πξάγκαηη: 

                    
x

dln y dln ydv dy 1 dy
R y

dx dx dy dx y dx
    .  

Παξάδεηγκα.  

΢ε εκηινγαξηζκηθή θιίκαθα ε εθζεηηθή ζπλάξηεζε γίλεηαη γξακκηθή κε 

ζηαζεξή θιίζε r  ίζε κε ηνλ ζρεηηθό ξπζκό. : 

            
rx rxy ce y c e   ln y ln c rx v rx ln c      .  

 

5. Αξλεηηθά κεγέζε.    
Όζνλ αθνξά ηε ρξήζε ησλ απόιπησλ ηηκώλ ζηηο παξαπάλσ ζρέζεηο, 

παξαηεξνύκε όηη ε ζρεηηθή κεηαβνιή ελόο κεγέζνπο ζπκπίπηεη κε ηελ 

ζρεηηθή κεηαβνιή ηνπ αξλεηηθνύ ηνπ, επνκέλσο θαη κε ηε ζρεηηθή 

κεηαβνιή ηεο απόιπηεο ηηκήο ηνπ. Σν ίδην ηζρύεη θαη γηα ηηο πνζνζηηαίεο 

κεηαβνιέο: 

                  

Δ xΔx Δ( x)

x x x


 


        θαη     %Δx %Δ( x) %Δ x   .  

Πξάγκαηη αλ ην x  κεηαβιεζεί από ηελ ηηκή 
1x  ζηελ ηηκή 

2x  ηόηε ην x  

ζα κεηαβιεζεί από ηελ ηηκή 
1x  ζηελ ηηκή 

2x .  Έρνπκε: 

                      

2 1

1

x xΔx

x x


    &   2 1

1

x ( x )Δ( x)

x x

  


 
,  

κε ηα δύν θιάζκαηα λα είλαη ίζα.  

΢πκπεξαίλνπκε εηδηθά όηη: 

1. Η ειαζηηθόηεηα κεηαμύ κεηαβιεηώλ ζπκπίπηεη κε ηελ ειαζηηθόηεηα 

κεηαμύ ησλ απόιπησλ ηηκώλ ηνπο.  

2. Ο ζρεηηθόο ξπζκόο κηαο κεηαβιεηήο ζπκπίπηεη κε ην ζρεηηθό ξπζκό ηεο 

απόιπηεο ηηκήο ηεο. 

Έηζη, όζνλ αθνξά ειαζηηθόηεηεο θαη ζρεηηθνύο ξπζκνύο κπνξνύκε λα 

παίξλνπκε ηα κεγέζε πάληνηε ζεηηθά. 
  
6. Εθηηκήζεηο ξπζκώλ.  

Θεσξνύκε κηα ζρέζε y y(x) , θαη δύν  γεηηνληθά ζεκεία 

1 1 2 2(x ,y ) & (x ,y ) , πνπ ηελ ηθαλνπνηνύλ.  

΢ύκθσλα κε ηνπο νξηζκνύο νη ηξεηο ξπζκνί αλαθέξνληαη ζηα κεγέζε: 



 

        

2 1

2 1

y yΔy
m

Δx x x


 


,  1 2 1

1 2 1

x (y y )xΔy
ε

yΔx y (x x )


 


,  2 1

1 2 1

(y y )Δy
r

yΔx y (x x )


 


.  

 

Όζνλ αθνξά ηελ ειαζηηθόηεηα θαη ηνλ ζρεηηθό ξπζκό, ζε πνιιέο 

εθαξκνγέο ρξεζηκνπνηνύληαη ελαιιαθηηθά ηα κεγέζε πνπ πξνθύπηνπλ 

από ηελ ρξήζε ησλ ινγαξηζκηθώλ κεηαβιεηώλ: 

      
2 1

2 1

Δln y ln y ln y
ε

Δln x ln x ln x


 


,  2 1

2 1

Δln y ln y ln y
r

Δx x x


 


 

Μάιηζηα νη παξαπάλσ δύν ηύπνη δίλνπλ αθξηβώο ηνπο αληίζηνηρνπο 

ξπζκνύο αλ απηνί είλαη ζηαζεξνί. Η ζρέζε κεηαμύ ησλ δύν ελαιιαθηηθώλ 

δηαηππώζεσλ δίλεηαη από ηε γλσζηή γξακκηθή πξνζέγγηζε ηνπ 

ινγαξίζκνπ: 

                   ln(1 h) h    γηα κηθξά h 0 .  

Έηζη ηα αξρηθά πξνθύπηνπλ από ηα ινγαξηζκηθά αληηθαζηζηώληαο: 

2 2 2 1 2 1
2 1

1 1 1 1

x x x x x x
ln x ln x ln ln ln 1

x x x x

  
      

 
 

θαη αληίζηνηρα γηα ην y . ΢ηε δεύηεξε ηζόηεηα θαηαξγήζακε ηηο απόιπηεο 

ηηκέο δηόηη ππνζέηνπκε θνληηλά ζεκεία νπόηε ζα έρνπκε ζεηηθό ιόγν:  

2 1x / x 1 . ΢ην όξην 
2 1x x 0  , νη δύν δηαηππώζεηο δίλνπλ ην ίδην 

απνηέιεζκα. 

 

7. Πξάμεηο ξπζκώλ.  

Οη παξαπάλσ ηξεηο  ξπζκνί νξίδνληαη επίζεο γηα ζπλαξηήζεηο θαη 

αθνξνύλ ηε ζρέζε κεηαμύ νξηαθώλ κεηαβνιώλ ζηελ ηηκή ηεο 

αλεμάξηεηεο κεηαβιεηήο θαη ζηελ ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο. Έηζη έρνπκε 

ηνπο ηξεηο ξπζκνύο κεηαβνιήο ζπλαξηήζεσλ: 

           
xf (x) f (x)

Df(x) f (x), Ef(x) , Rf(x)
f(x) f(x)

 
   .  

 

Θα αλαθεξζνύκε ηώξα ζε νξηζκέλεο ηδηόηεηεο ησλ ξπζκώλ πνπ αθνξνύλ 

πξάμεηο κεηαμύ ζπλαξηήζεσλ. Έηζη, αλ έρνπκε δύν κεηαβιεηέο πνπ 

εμαξηώληαη από ηελ ίδηα κεηαβιεηή: 

                              u u(x)   &  v v(x) ,  



 

ηόηε, ελώ ε παξάγσγνο έρεη απιέο ηδηόηεηεο σο πξνο γξακκηθνύο 

ζπλδπαζκνύο, ε ειαζηηθόηεηα θαη ν ζρεηηθόο ξπζκόο έρνπλ απιέο 

ηδηόηεηεο σο πξνο ην γηλόκελν θαη ην πειίθν: 

       D(αu) αDu, D(u v) Du Dv, D(u v) Du Dv       , 

 

       E(αu) E(u) ,   E(uv) Eu Ev  ,     E(u/ v) Eu Ev  ,  

 

                 R(αu) R(u) ,   R(uv) Ru Rv  ,     R(u/ v) Ru Rv  .  

 

Π.ρ. γηα ηελ ειαζηηθόηεηα ηνπ γηλνκέλνπ βξίζθνπκε:  

               

x(uv) x(u v uv ) xu xv
E(uv) Eu Ev

uv uv u v

    
      .  

 

Με ηνλ ίδην ηξόπν απνδεηθλύνληαη θαη νη άιινη ηύπνη. 

 

8. ΢ύλζεζε ξπζκώλ.  

Αλ έρνπκε ζύλζεζε ζπλαξηήζεσλ ηόηε ζηελ ειαζηηθόηεηα, όπσο θαη 

ζηελ παξάγσγν, πνιιαπιαζηάδνληαη νη επηκέξνπο ειαζηηθόηεηεο, ελώ 

ζηνλ ζρεηηθό ξπζκό πνιιαπιαζηάδεηαη ν ζρεηηθόο ξπζκόο κε ηελ 

ειαζηηθόηεηα: 

       Αλ έρνπκε z z(y)  & y y(x) z z(y(x))   z z(y(x)) z(x)    

ηόηε:       x y xD z (D z)(D y)
 
,  x y xE z (E z)(E y)

 
θαη  x y xR z (E z)(R y) .  

 

Οη παξαπάλσ ζρέζεηο πξνθύπηνπλ από ηνπο ηύπνπο ηεο παξαγώγνπ, αιιά 

θαη απεπζείαο από ηνπο νξηζκνύο, παίξλνληαο όξηα, νπόηε βξίζθνπκε: 

             

dz dz dy

dx dy dx
 ,   

%dz %dz %dy

%dx %dy %dx
 ,   

%dz %dz %dy

dx %dy dx
 .  

 

Όζνλ αθνξά ηελ αληηζηξνθή ζπλαξηήζεσλ, σο γλσζηόλ νη παξάγσγνη 

θαη νη ειαζηηθόηεηεο αλαζηξέθνληαη. Οη ζρεηηθνί ξπζκνί ησλ 

αληίζηξνθσλ δελ ζρεηίδνληαη δηόηη αθνξνύλ δηαθνξεηηθά κεγέζε.   


