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1α.1  Βαζηθέο Σπλαξηήζεηο 
1. Γενικά ζηοισεία.  

Όπσο αλαθέξζεθε ήδε ζην εηζαγσγηθό Μέξνο 0 ησλ πξναπαηηνπκέλσλ, 

ζπλήζσο ε αλεμάξηεηε ή εμωγελήο (independent, exogenous) κεηαβιεηή 

x  θαη ε εμαξηεκέλε ή ελδνγελήο (dependent, endogenous) κεηαβιεηή y  

παίξλνπλ ηηκέο από έλα δηάζηεκα (interval) ζην ζύλνιν ησλ πξαγκαηηθώλ 

αξηζκώλ , θξαγκέλν (bounded) ή κε θξαγκέλν (unbounded), όπσο π.ρ. 

ην (2,+∞).  

Δθηόο από ην ζύλνιν όισλ ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ, πνπ είλαη έλα κε 

θξαγκέλν δηάζηεκα, αλαθέξνπκε θαη ηα παξαθάησ κε θξαγκέλα 

δηαζηήκαηα: 

       : {x : x 0}

   , πνπ είλαη νη ζεηηθνί (positive),    

       : {x : x 0}


   , πνπ είλαη νη γλήζηα ζεηηθνί (strictly 

positive).  

 

Έηζη ν όξνο «ζεηηθόο» ζα ζεκαίλεη ζπλήζσο «κε αξλεηηθόο». Έλα 

δηάζηεκα κπνξεί λα πεξηιακβάλεη ή λα κε πεξηιακβάλεη ηα άθξα ηνπ, 

νπόηε θαιείηαη θιεηζηό (closed) θαη αλνηθηό (open) αληίζηνηρα. Έηζη, από ηα 

θξαγκέλα δηαζηήκαηα: 

                          α x β  ,  α x β   

ην πξώην είλαη θιεηζηό (ζπκβ. [α, β]) θαη ην δεύηεξν αλνηθηό (ζπκβ. (α, 

β)). Τα άθξα ηνπ δηαζηήκαηνο θαινύληαη θαη ζπλνξηαθά (boundary) 

ζεκεία. Τα κε ζπλνξηαθά ζεκεία θαινύληαη εζωηεξηθά (interior).  

ΚΔΦΑΛΑΙΟ 1Α  

Παπάγωγορ 



 

Μπνξνύκε όηαλ ζρεδηάδνπκε ην γξάθεκα (graph) κηαο ζπλάξηεζεο λα 

παξηζηάλνπκε ζην ίδην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ πνιιέο δηαθνξεηηθέο 

ζπλαξηήζεηο πνπ έρνπλ ηελ ίδηα αλεμάξηεηε κεηαβιεηή, αιιά 

δηαθνξεηηθή εμαξηεκέλε. Σ’ απηή ηελ πεξίπησζε ν θαηαθόξπθνο άμνλαο 

έρεη δηαθνξεηηθή εξκελεία γηα ηελ θάζε ζπλάξηεζε. Γίλνπκε παξαθάησ 

ηα γξαθήκαηα θαη ηηο ηδηόηεηεο νξηζκέλσλ βαζηθώλ ζπλαξηήζεσλ.   

  

2. Θεηικέρ δςνάμειρ (positive powers) θαινύληαη νη ζπλαξηήζεηο ηεο 

κνξθήο: 

                               
αf(x) x  κε α 0   .  

 

Δίλαη αύμνπζεο κε πεδίν νξηζκνύ x 0 . Δθηόο από ηελ εηδηθή 

πεξίπησζε: 

                         α 1 f(x) y x    ,  

ε νπνία ζηα παξαθάησ γξαθήκαηα παξηζηάλεηαη κε δηαθεθνκκέλε 

επζεία, δηαθξίλνπκε δύν βαζηθέο θαηεγνξίεο: 

1. α 1 . Απμάλεη γξήγνξα θαζώο ην x  κεγαιώλεη, όπσο θαίλεηαη ζην 

πξώην γξάθεκα. Σηα όξην α  ηείλεη πξνο ηελ ζπαζηή γξακκή ηνπ 

δεύηεξνπ γξαθήκαηνο. 

2. α 1 . Απμάλεη αξγά θαζώο ην x  κεγαιώλεη, όπσο θαίλεηαη ζην ηξίην 

γξάθεκα. Σηα όξην α 0  ηείλεη πξνο ηελ ζπαζηή γξακκή ηνπ ηειεπηαίνπ 

γξαθήκαηνο. 

                                            θεηικέρ δςνάμειρ 

 

3. Απνηηικέρ δςνάμειρ (negative powers) θαινύληαη νη αλάζηξνθεο ησλ 

ζεηηθώλ δπλάκεσλ: 

x  x  x  x  

α 0  α 1  α 1  α    



 

                               α

α

1
f(x) x

x

    κε α 0 .  

 

Δίλαη θζίλνπζεο κε πεδίν νξηζκνύ x 0 . Δθηόο από ηελ εηδηθή 

πεξίπησζε: 

                                1α 1 f(x) y x      

ε νπνία ζηα παξαθάησ γξαθήκαηα παξηζηάλεηαη κε ηελ δηαθεθνκκέλε 

θακπύιε πνπ είλαη ζπκκεηξηθή σο πξνο ηνπο δύν άμνλεο, δηαθξίλνπκε 

δύν βαζηθέο θαηεγνξίεο: 

1. α 1 . Φζίλεη γξήγνξα θαζώο ην x  κεγαιώλεη, όπσο θαίλεηαη ζην 

πξώην γξάθεκα. Σηα όξην α  ηείλεη πξνο ηελ ζπαζηή γξακκή ηνπ 

δεύηεξνπ γξαθήκαηνο. 

2. α 1 . Φζίλεη αξγά θαζώο ην x  κεγαιώλεη, όπσο θαίλεηαη ζην ηξίην 

γξάθεκα. Σηα όξην α 0  ηείλεη πξνο ηελ ζπαζηή γξακκή ηνπ ηειεπηαίνπ 

γξαθήκαηνο. 

 

απνηηικέρ δςνάμειρ 

 

4. Δκθεηική (exponential) κε βάζε (base) ηνλ αξηζκό e , θαιείηαη ε 

ζπλάξηεζε: 

                                  xf(x) e ,  

 

όπνπ ν κε ξεηόο αξηζκόο ηεο βάζεο νξίδεηαη σο ην παξαθάησ όξην (Βι. 

θαη Κεθ. 0): 

                   

c

1/h

c h 0

1
e lim 1 lim (1 h) 2.7

c  

 
      

 
 

 

x  x  x  x  

α 0  α 1  α 1  α    



 

Έρεη πεδίν νξηζκνύ ην ζύλνιν ησλ πξαγκαηηθώλ, θαη παίξλεη γλήζηα 

ζεηηθέο ηηκέο.  Δίλαη αύμνπζα, θαη κάιηζηα απμάλεη ηαρύηεξα απ’ όιεο ηηο 

ζεηηθέο δπλάκεηο. Αληίζεηα, ε αλάζηξνθή ηεο: 

                                 x

x

1
f(x) e

e

    

 

είλαη θζίλνπζα, θαη κάιηζηα θζίλεη πην γξήγνξα απ’ όιεο ηηο αξλεηηθέο 

δπλάκεηο.  

Η εθζεηηθή πξάμε έρεη θαη ηηο παξαθάησ βαζηθέο ηδηόηεηεο, πνπ είλαη 

εηδηθέο πεξηπηώζεηο ησλ γεληθόηεξσλ ηδηνηήησλ ησλ δπλάκεσλ:  

               β βe 1/ e  ,  β γ β γe e e  , β γ βγ(e ) e ,  0e 1 , e 0  .  

 

 

 
        εκθεηική                   λογαπιθμική 

  

5. Λογαπιθμική (Logarithmic) (Βι. θαη Κεθ. 0) κε βάζε ηνλ αξηζκό e  

θαιείηαη ε ζπλάξηεζε: 

                                         ef(x) log x lnx   .      

 

Έρεη πεδίν νξηζκνύ x 0 , θαη παίξλεη σο ηηκέο ην ζύλνιν ησλ 

πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ. Δίλαη αύμνπζα αιιά απμάλεη πνιύ αξγά, πην αξγά 

απ’ όιεο ηηο ζεηηθέο δπλάκεηο. Η ινγαξηζκηθή πξάμε έρεη θαη  ηηο 

παξαθάησ βαζηθέο ηδηόηεηεο: 

             
1

ln lnβ
β
  ,       ln(βγ) lnβ lnγ  ,       γln(β ) γlnβ , 

x  x  

1 

lnx  

lnx  

1 

xe  

xe  



 

                             ln1 0 ,               ln 0  
  
. 

 

Η
 

εθζεηηθή θαη ε ινγαξηζκηθή ζπλάξηεζε σο πξνο ηελ βάζε e  
ζπλδένληαη κε ζρέζεηο αληηζηξνθήο:   

                     
v

e{u e v log u}   , δειαδή:  { lnue u   &  vlne v }  .  

 

Π.ρ.  νη παξαθάησ ζρέζεηο είλαη ηζνδύλακεο κεηαμύ ηνπο: 

                     
0 ln 1 0

ee 1, log 1 0, e 1, lne 0     .  

6. Αλλαγή βάζηρ.  

Δθηόο από ηελ παξαπάλσ βάζε, ε εθζεηηθή θαη ε ινγαξηζκηθή ζπλάξηεζε 

κπνξνύλ λα νξηζηνύλ θαη σο πξνο νηαδήπνηε ζεηηθή βάζε (base) α 1 , 

ζπλήζσο α 1 , νπόηε ζπλδένληαη κεηαμύ ηνπο κε ηηο αληίζηνηρεο ζρέζεηο 

αληηζηξνθήο: 

                        v

α{u α v log u}   , δειαδή { αlog uα u   &  v

αlog α v } .   

 

Σε θάζε πεξίπησζε κπνξνύκε λα ηηο εθθξάζνπκε κε βάζε e  

ρξεζηκνπνηώληαο ηνπο παξαθάησ ηύπνπο αιιαγήο βάζεο: 

                      exln αxα e   ,  αlog x lnx / lnα
  
.  

Οη ζπλαξηήζεηο δπλάκεηο πνπ κειεηήζακε πξνεγνπκέλσο κπνξνύλ επίζεο 

λα εθθξαζηνύλ κέζσ ησλ εθζεηηθώλ-ινγαξηζκηθώλ  κε ηνλ ηύπν: 

                                        c clnxx e .  

 

Απόδειξη. Θα δείμνπκε ηηο ηειεπηαίεο ηξεηο ζρέζεηο: 

                    1. lnα x lnα x xlnαα e α (α ) α     

                    2.  α
α α

log xlnx lnα (log x)(lnα) log x lnx / lnα     

                    3.  c lnx c clnxx (e ) e   .  

 

Σηνλ καζεκαηηθό ινγηζκό ρξεζηκνπνηνύκε ζπλήζσο ηελ εθζεηηθή θαη ηελ 

ινγαξηζκηθή ζπλάξηεζε κε βάζε e  δηόηη δίλεη απιέο ηδηόηεηεο 

παξαγώγηζεο. Η εθζεηηθή ζπλάξηεζε παξηζηάλεηαη ελαιιαθηηθά θαη κε 

ηνλ ζπκβνιηζκό: 

                              xexpx e   .   

 



 

Ο ινγάξηζκνο σο πξνο ηελ βάζε e  θαιείηαη θαη θπζηθόο ινγάξηζκνο 

(natural logarithm, ln).  

Σε πνιιέο εθαξκνγέο ρξεζηκνπνηνύληαη θαη νη παξαθάησ βάζεηο: 

             2 :δπαδηθή (dyadic),   10 :δεθαδηθή (decimal).  

 

7. Πολςωνςμικέρ  βαζκνύ  n  (polynomial of degree n ), κε πεδίν 

νξηζκνύ ην ζύλνιν ησλ αξηζκώλ R , θαινύληαη νη ζπλαξηήζεηο: 

              
n

0 1 nP(x) α α x ... α x     κε 
nα 0  βαθ(P) n  .  

 

Τν γξάθεκα απνηειείηαη από ην πνιύ n  κνλόηνλα ηκήκαηα. Σε εηδηθέο 

πεξηπηώζεηο κπνξεί λα έρεη ιηγόηεξα: n 2, n 4,...  .  Δθηόο από ηελ 

ζηαζεξή ζπλάξηεζε πνπ είλαη κεδεληθνύ βαζκνύ, αλαθέξνπκε ηηο 

παξαθάησ πνιπσλπκηθέο ζπλαξηήζεηο κέρξη ηξίηνπ βαζκνύ: 

  

1. Γξακκηθή (linear)  θαιείηαη ε ζπλάξηεζε ηεο κνξθήο: 

                               f(x) αx β    ,  

 

κε ζπληειεζηή α  θαη πξνζζεηηθό όξν β . Αλ ν πξνζζεηηθόο όξνο είλαη 

κεδεληθόο, ηόηε θαιείηαη γξακκηθή νκνγελήο (linear homogeneous) ή 

γξακκηθή κνξθή (linear form) ζε κία κεηαβιεηή: 

                                   f(x) αx  .  

 

2. Τεηξαγωληθή ή παξαβνιηθή (quadratic, parabolic) θαιείηαη ε 

ζπλάξηεζε πνπ είλαη πνιπώλπκν δεπηέξνπ βαζκνύ: 

                             2f(x) αx βx γ   ,    κε α 0  .  

 

Δηδηθά ε ηεηξαγσληθή ζπλάξηεζε πνπ έρεη κόλν ηνλ ηεηξαγσληθό όξν: 

                                      2f(x) αx , 

 

θαιείηαη ηεηξαγωληθή νκνγελήο (quadratic homogeneous), ή θαη 

ηεηξαγωληθή κνξθή (quadratic forms) ζε κία κεηαβιεηή. 

3.  Κπβηθή (cubic) θαιείηαη ε πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε ηξίηνπ βαζκνύ: 

                            
3 2f(x) αx βx γx δ     κε α 0  .  

 



 

Γεληθά έρεη ηξία κνλόηνλα ηκήκαηα αιιά γηα νξηζκέλεο ηηκέο ησλ 

ζπληειεζηώλ κπνξεί λα έρεη κόλν έλα, όπσο θαίλεηαη ζην ηειεπηαίν 

γξάθεκα παξαθάησ. 

                γξακκηθέο              παξαβνιηθέο                        θπβηθέο 

πολςωνςμικέρ  

 

Παπαηήπηζη. Αληηθαζηζηώληαο: 
0 0x (x x ) x   , θαη αλαπηύζζνληαο ηηο 

δπλάκεηο κπνξνύκε λα εθθξάζνπκε έλα πνιπώλπκν ζε δπλάκεηο ηνπ 

0x x  γηα νηνδήπνηε 
0x . Π.ρ. ζε δπλάκεηο ηνπ (x 1) : 

         
2 2 2x 2x 1 [(x 1) 1] 2[(x 1) 1] 1 (x 1) 4(x 1) 1               . 

 

8. Ρηηέρ (rational)  θαινύληαη νη ζπλαξηήζεηο πνπ νξίδνληαη παίξλνληαο 

ηνλ ιόγν δύν πνιπσλύκσλ: 

              
n

0 1 n

m

0 1 m

α α x ... α xP(x)
R(x)

Q(x) β β x .. β x

  
 

  
  .  

 

Δθηειώληαο ηελ δηαίξεζε ησλ πνιπσλύκσλ κπνξνύκε λα ηε θέξνπκε ζηε 

κνξθή. 

                       
Y(x)

R(x) Π(x)
Q(x)

     ,  

όπνπ :   

     Π(x) : πνιπώλπκν πειίθν κε   βαθ(Π) βαθ(P) βαθ(Q)   

          Y(x) : πνιπώλπκν ππόινηπν κε  βαθ(Y) βαθ(Q) . 

 

Τα ζεκεία κεδεληζκνύ ηνπ παξνλνκαζηή Q(x)  απνηεινύλ θαηαθόξπθεο 

αζύκπησηεο ηεο ξεηήο ζπλάξηεζεο. Παξαθάησ δίλνπκε ηα γξαθήκαηα 

ηξηώλ ηέηνησλ ζπλαξηήζεσλ όπνπ ν παξνλνκαζηήο είλαη ην πνιπώλπκν 

α 0  

α 0  

α 0  

α 0  

α 0  

α 0  

α 0  

α 0  



 

1
νπ

 βαζκνύ: Q(x) x . Τν πνιπώλπκν πειίθν παξηζηάλεηαη κε 

δηαθεθνκέλε γξακκή. Σην όξην x   όιεο νη ξεηέο ζπλαξηήζεηο 

ηείλνπλ αζπκπησηηθά πξνο ην πνιπώλπκν πειίθν, νπόηε έρνπκε 

αζύκπησηεο, νξηδόληηα ζηε πξώηε, πιάγηα ζηε δεύηεξε, παξαβνιή ζηελ 

ηξίηε.  

                    

                          

                              γπαθήμαηα πηηών ζςναπηήζεων  

             

9. Σπιγωνομεηπικέρ(trigonometric) θαινύληαη θαηαξρήλ νη ζπλαξηήζεηο 

ηνπ εκίηνλνπ (sine), θαη ηνπ ζπλεκίηνλνπ (cosine), κε πεδίν νξηζκνύ ην 

ζύλνιν ησλ πξαγκαηηθώλ . Δίλαη πεξηνδηθέο κε πεξίνδν 2π  θαη 

ζπκβνιίδνληαη κε: 

                     f(x) sinx, f(x) cosx    ή  f(x) ημx, f(x) ζυνx   .  

 

Γίλνπκε νξηζκέλεο ελδεηθηηθέο ηηκέο: 

            
π 1 π

sin0 0, sin , sin 1, sinπ 0
4 22

   
 

                       
π 1 π

cos0 1, cos , cos 0, cosπ 1
4 22

    
 

 

 Τα γξαθήκαηά ηνπο απεηθνλίδνληαη ζην παξαθάησ ζρήκα: 

x  x  x  

2x x 1 1
x 1

x x

 
  

3 2
2x x x 2 2

x x 1
x x

  
   

2x 1 1
2

x x


 



 

 

                 sinx                              cosx                                    tanx  

                                             ηπιγωνομεηπικέρ  

 

Αλαθέξνπκε επίζεο όηη ην εκίηνλν είλαη πεξηηηή (odd) ζπλάξηεζε ελώ ην 

ζπλεκίηνλν είλαη άξηηα (even): 

                            sin( x) sinx, cos( x) cosx      .  

 

O ιόγνο ηνπο νξίδεη ηελ ηξηγσλνκεηξηθή ζπλάξηεζε ηεο εθαπηνκέλεο 

(tangent):  

                 
sinx

f(x) tanx
cos x

    ή    
ημx

f(x) εθx
ζυνx

   .   

 

Απηή έρεη πεξίνδν π  κε θαηαθόξπθεο αζύκπησηεο ζηα πεξηηηά 

πνιιαπιάζηα ηνπ π/ 2   όπνπ κεδελίδεηαη ην ζπλεκίηνλν ηνπ 

παξνλνκαζηή (Βι. ην παξαπάλσ ζρήκα). 

 

Παπαηήπηζη. Όπσο θαίλεηαη θαη ζην παξαθάησ ζρήκα, νη 

ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο νξίδνληαη γεσκεηξηθά σο εμήο: 

1. Σην κνλαδηαίν θύθιν κε θέληξν (0,0)  θαη πεξίκεηξν κήθνπο 2π , 

κεηξνύκε ην x  σο πξνζεκαζκέλν κήθνο ηόμνπ αξρίδνληαο από ην ζεκείν 

(1,0) . Αλ x 0  ηόηε πεγαίλνπκε πξνο ηελ ζεηηθή θνξά πνπ είλαη ε 

αληίζεηε ησλ δεηθηώλ ηνπ σξνινγίνπ, ελώ αλ x 0  ηόηε πεγαίλνπκε 

πξνο ηελ αξλεηηθή θνξά πνπ είλαη  απηή ησλ δεηθηώλ ηνπ σξνινγίνπ. Γηα 

ηε γσλία πνπ ζρεκαηίδνπλ νη αθηίλεο ζηα άθξα ηνπ ηόμνπ ιέκε όηη έρεη 

κέγεζνο x  αθηίληα (radians). 

 

x  x  x  π  π  

π

2
 



 

 
 

γεωμεηπικόρ οπιζμόρ ηων ηπιγωνομεηπικών μεγεθών  

 

2. Από ην ηειηθό ζεκείν, ε πξνβνιή ζηνλ νξηδόληην άμνλα δίλεη ην 

ζπλεκίηνλν ηνπ, δει. x cosx , ελώ ε πξνβνιή ζηνλ θαηαθόξπθν άμνλα 

δίλεη ην εκίηνλν ηνπ, δει.  x sinx . Η πεξίκεηξνο έρεη κήθνο 2π , θαη 

έηζη νη ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο έρνπλ απηή ηελ πεξίνδν. 

3. Η εθαπηνκέλε tanx  νξίδεηαη γεσκεηξηθά σο ε ηνκή ηεο αθηίλαο πνπ 

πεξλάεη από ην ζεκείν x  ηεο πεξηθέξεηαο, κε ηνλ θαηαθόξπθν άμνλα 

κεηαηνπηζκέλν  ζην (0,1)  όπσο ζην δεύηεξν γξάθεκα παξαπάλσ. 

Από ηελ παξαπάλσ γεσκεηξηθή θαηαζθεπή πξνθύπηεη έλα πιήζνο 

ζρέζεσλ κεηαμύ ησλ δηαθόξσλ ηξηγσλνκεηξηθώλ κεγεζώλ. Ολνκάδνληαη 

ηξηγωλνκεηξηθέο ηαπηόηεηεο (trigonometric identities). Π.ρ. από ην 

Ππζαγόξεην Θεώξεκα έρνπκε ηε ηξηγσλνκεηξηθή ηαπηόηεηα: 

                                   2 2(sinx) (cosx) 1   .  

 

Αλαθέξνπκε θαη ηηο παξαθάησ ρξήζηκεο ηαπηόηεηεο: 
                  sin(A B) sinAcosB cosAsinB  

   

                             
cos(A B) cosAcosB sinAsinB   .  

 

10. Σμημαηικά οπιζμένερ (piecewise defined), θαινύληαη νη 

ζπλαξηήζεηο πνπ νξίδνληαη κε δηαθνξεηηθό ηύπν ζε δηαθνξεηηθά 

δηαζηήκαηα.  Αλαθέξνπκε εηδηθά ηηο παξαθάησ: 

                  1. βεκαηηθή (step function), κε ζηαζεξά ηκήκαηα. 

                  2. πνιπγωληθή (polygonal), κε γξακκηθά ηκήκαηα. 

                  3. ζθελνεηδήο (spline), κε γξακκηθά θαη παξαβνιηθά ηκήκαηα. 

 

x  

tanx  
cosx  

sinx  

x  

2π  

3π / 2  

π  

π/ 2  

0  



 

  

            βεκαηηθή                πνιπγσληθή                     ζθελνεηδήο 

              Παπαδείγμαηα ημημαηικά οπιζμένων ζςναπηήζεων  

 

Μία ζεκαληηθή θαηεγνξία ηκεκαηηθά νξηζκέλσλ ζπλαξηήζεσλ 

πξνθύπηεη αλ κεηαμύ δύν ζπλαξηήζεσλ πάξνπκε ζε θάζε ζεκείν ηελ 

κηθξόηεξε ή ηελ κεγαιύηεξε ηηκή κεηαμύ ηνπο. Βξίζθνπκε έηζη δύν λέεο 

ζπλαξηήζεηο: 

                   max{f(x), g(x)} ,   min{f(x), g(x)} ,  

πνπ θαινύληαη ζπλαξηήζεηο κεγίζηνπ (maximal) θαη ειαρίζηνπ (minimal), 

αληίζηνηρα. Δπίζεο θαινύληαη πάλω & θάηω πεξηβάιινπζα (upper, lower 

envelope), αληίζηνηρα, ησλ δύν ζπλαξηήζεσλ. Οη πξάμεηο απηέο 

επεθηείλνληαη θαη ζε πεξηζζόηεξεο ζπλαξηήζεηο. 

 

Παπάδειγμα.  

Σην ζεηηθό δηάζηεκα x 0 , νξίδνπκε ηηο ζπλαξηήζεηο: 

 
2

2

2 2

x αν x x x(1 x) 0 0 x 1 
max{x,x }

x αν x x x(1 x) 0 x 1

       
 

     
 

 
2

2

2 2

x αν  x x x 1
min{x,x }

x   αν x x 0 x 1

   
 

   
  ,  

ησλ νπνίσλ ηα γξαθήκαηα παξνπζηάδνληαη ζην παξαθάησ ζρήκα.  

 

 

x  x  x  



 

                                
            πάλσ: 2max{x,x }                                   θάησ: 2min{x,x }                     

                                         πεπιβάλλοςζερ 
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1α.2   Ιδηόηεηεο Σπλαξηήζεσλ 
 

1. Ππάξειρ με ζςναπηήζειρ.   
Σην Κεθ. 0 νξίζακε θάπνηεο βαζηθέο πξάμεηο κεηαμύ ζπλαξηήζεσλ, 

κεηαμύ απηώλ θαη ηε ζύλζεζε ζύλζεζε (composition): (f g)(x) f(g(x)) .  

Σηηο εθαξκνγέο, ε δηαδνρηθή εμάξηεζε δηαθόξσλ κεγεζώλ εθθξάδεηαη κε 

ηε ζύλζεζε ησλ αληίζηνηρσλ ζπλαξηήζεσλ: 

                    Αλ y f(x)  &  x g(z) , ηόηε  y f(g(z)) . 

 

Μπνξνύκε λα εθθξάζνπκε ηε παξαπάλσ ζύλζεζε ρσξίο ηα ζύκβνια ησλ 

ζπλαξηήζεσλ, σο εμήο: 

                 Αλ y y(x)  & x x(z) , ηόηε y y(z) .  

Γειαδή: 

Αλ ην y  είλαη ζπλάξηεζε ηνπ x  θαη ην x  είλαη ζπλάξηεζε ηνπ z , ηόηε ην 

y  είλαη επίζεο ζπλάξηεζε ηνπ z . 

 

Παπάδειγμα.   

1. 2f(x) x  θαη 2g(x) x 1 f(g(x)) (x 1)      

2. Η 
2xh(x) e είλαη ζύλζεζε ηεο xf(x) e  κε ηελ 2g(x) x  

3. Αλ 2y x  θαη x z 1  , ηόηε 2y (z 1)  .  

 

2. Μεηαζσημαηιζμοί (transformations). 

 Σε πνιιέο πεξηπηώζεηο ην γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο πνπ πξνθύπηεη κεηά 

ηελ εθαξκνγή κηαο πξάμεο βξίζθεηαη κε θάπνηνλ αληίζηνηρν γεσκεηξηθό  



 

κεηαζρεκαηηζκό ηνπ αξρηθνύ γξαθήκαηνο. Αλαθέξνπκε εηδηθά ηηο 

παξαθάησ πεξηπηώζεηο: 

     Άζξνηζκα: f(x) g(x) , ζε θάζε x  πξνζζέηνπκε ηηο δύν ηεηαγκέλεο.  

     Πνιιαπιάζην: αf(x) , πνιιαπιαζηάδνπκε ηηο ηεηαγκέλεο κε ηνλ 

ζπληειεζηή α .  

Δηδηθόηεξα, ε f(x)  είλαη ε ζπκκεηξηθή ηεο f(x)  σο πξνο ηνλ νξηδόληην 

άμνλα, δηόηη πνιιαπιαζηάδνπκε όιεο ηηο ηεηαγκέλεο ησλ ζεκείσλ ηνπ 

γξαθήκαηνο κε 1 .  

      Οξηδόληηα κεηαηόπηζε: f(x α) , όπνπ ην γξάθεκα ηεο f(x)  

κεηαηνπίδεηαη νξηδνληίσο θαηά α , δηόηη ε ηηκή ηεο λέαο ζπλάξηεζεο ζην 

x  δίλεηαη από ηελ ηηκή ηεο αξρηθήο ζην x α . Η κεηαηόπηζε είλαη πξνο 

ηα δεμηά αλ ην α  είλαη ζεηηθό, πξνο ηα αξηζηεξά αλ είλαη αξλεηηθό. Έηζη 

ζην ηξίην γξάθεκα ηνπ παξαθάησ ζρήκαηνο ην γξάθεκα ηεο x  

κεηαηνπίδεηαη πξνο ηα αξηζηεξά.  

 

  

                 
1

(x 1)
x

                      x 2 x                 x x 1   

μεηαζσημαηιζμοί 

 

3. Μονοηονία.  

Μηα ζπλάξηεζε f(x)  θαιείηαη: 

             αύμνπζα (increasing), αλ 
2 1x x  ζπλεπάγεηαη  

2 1f(x ) f(x )   

             θζίλνπζα (decreasing), αλ 
2 1x x  ζπλεπάγεηαη  

2 1f(x ) f(x ) .  

 

Μηα ζπλάξηεζε θαιείηαη κνλόηνλε (monotone) αλ είλαη είηε αύμνπζα είηε 

θζίλνπζα.  Γειαδή, ζπκβαηηθά κηα κνλόηνλε ζπλάξηεζε κπνξεί λα έρεη 

θαη δηαζηήκαηα ζηαζεξόηεηαο.  Αλ δελ έρεη, ηόηε νη παξαπάλσ αληζόηεηεο 

x  x  

1 

x  



 

είλαη γλήζηεο θαη ιέκε όηη ε ζπλάξηεζε είλαη γλήζηα κνλόηνλε (strictly 

monotone). Έηζη κηα ζπλάξηεζε είλαη:  

    γλήζηα αύμνπζα, αλ 
2 1x x  ζπλεπάγεηαη 

2 1f(x ) f(x )  

    γλήζηα θζίλνπζα, αλ 
2 1x x  ζπλεπάγεηαη 

2 1f(x ) f(x )  

 

Γηα ηε ζηαζεξή ζπλάξηεζε ιέκε ζπκβαηηθά όηη είλαη θαη αύμνπζα θαη 

θζίλνπζα αιιά βέβαηα όρη γλήζηα. 

 

Παπάδειγμα. 

1. Οη ζπλαξηήζεηο: 

    αf(x) x  κε α 0 ,      xf(x) α  κε α 1 ,      αf(x) log x κε α 1 ,  

είλαη όιεο γλήζηα αύμνπζεο.  

2. Οη ζπλαξηήζεηο: 

    αf(x) x  κε  α 0 ,      xf ( x )α κε α 1 ,     

α αf(x) log (1/ x) log x,  με α 1    ,  

είλαη όιεο γλήζηα θζίλνπζεο.  

 

Γεληθά ζε κηα ζπλερή ζπλάξηεζε δηαθξίλνπκε δηάθνξα ηκήκαηα 

κνλνηνλίαο. Τα ζεκεία όπνπ ε κνλνηνλία αιιάδεη θαινύληαη ηνπηθά 

αθξόηαηα (local extrema). Έλα ηνπηθό αθξόηαην είλαη ηνπηθό κέγηζην 

(local maxηmum)  αλ ε ζπλάξηεζε από αύμνπζα γίλεηαη θζίλνπζα, ηνπηθό 

ειάρηζην (local minimum) αλ ε ζπλάξηεζε από θζίλνπζα γίλεηαη 

αύμνπζα.  Τα ηνπηθά κέγηζηα ελαιιάζζνληαη κε ηα ηνπηθά ειάρηζηα. 

 

Παπάδειγμα.  Έλα πνιπώλπκν βαζκνύ ν , έρεη ην πνιύ ν  δηαζηήκαηα 

κνλνηνλίαο θαη επνκέλσο ην πνιύ ν 1  ηνπηθά αθξόηαηα. 

 

Οη ηδηόηεηεο κνλνηνλίαο θαη εηδηθόηεξα ε εύξεζε ησλ ηνπηθώλ αθξόηαησλ 

κηαο ζπλάξηεζεο απνηειεί βαζηθό αληηθείκελν ηεο ζεσξίαο ηνπ 

Δηαθνξηθνύ Λνγηζκνύ (Differential Calculus), δειαδή ηεο ζεσξίαο 

παξαγώγηζεο πνπ ζα εμεηάζνπκε ζην επόκελν Κεθάιαην 1β. 

   

4.  Ανηίζηποθερ ζςναπηήζειρ.  

Η εμίζσζε ζπλάξηεζεο y f(x)  εθθξάδεη κηα ζρέζε κεηαμύ ησλ 

κεηαβιεηώλ {x,y}  όπνπ ζε θάζε x  αληηζηνηρεί ην πνιύ κία ηηκή ηνπ y , 



 

ελώ αληίζηξνθα ζε θάζε y  κπνξεί  λα αληηζηνηρνύλ θαη πεξηζζόηεξεο 

από κία ηηκέο ηνπ x . Δθθξάδνπκε απηή ηελ αληίζηξνθε ζρέζε 

γξάθνληαο: 

                                           1x f (y) ,  

 

όπνπ ε 1f   θαιείηαη αληίζηξνθε (inverse) ζπλάξηεζε ηεο f . Γεληθά ε 1f   

είλαη πνιπζήκαληε (multi-valued) (δει. ζε έλα y  κπνξνύλ λα 

αληηζηνηρνύλ πεξηζζόηεξεο από κία ηηκέο ηνπ x , νπόηε δελ είλαη 

ζπλάξηεζε) θαη ζπρλά ηελ απνθαινύκε αληηζηνηρία (correspondence). 

Παξαηεξνύκε όκσο όηη: 

 

- Aλ ε f  είλαη γλήζηα κνλόηνλε, ηόηε ε 1f   είλαη κνλνζήκαληε θαη γλήζηα 

κνλόηνλε επίζεο.  

 

Μηα ζπλάξηεζε y f(x)  θαη ε αληίζηξνθή ηεο 1x f (y)  εθθξάδνπλ ηελ 

ίδηα ζρέζε κεηαμύ ησλ κεηαβιεηώλ (x,y)  θαη επνκέλσο έρνπλ ην ίδην 

γξάθεκα ζην επίπεδν Oxy . Αλ όκσο ζηελ πεξίπησζε ηεο αληίζηξνθεο 

ζέινπκε λα έρνπκε ηελ κεηαβιεηή y  ζηνλ νξηδόληην άμνλα, ηόηε ην 

γξάθεκα ηεο 1x f (y)  είλαη ην ζπκκεηξηθό ηεο f  σο πξνο ηελ δηαγώλην 

ηνπ ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ. Αλ καο ελδηαθέξεη ε ζπλάξηεζε θαη όρη 

νη ίδηεο νη κεηαβιεηέο ηόηε κπνξνύκε λα κεηνλνκάζνπκε θαη ηνπο άμνλεο 

ώζηε ε αλεμάξηεηε κεηαβιεηή ζηνλ νξηδόληην άμνλα λα είλαη πάιη ε x .  

 

Παπάδειγμα.  

1. Σην ίδην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ Oxy  ε εθζεηηθή xy e  θαη ε 

αληίζηξνθή ηεο ινγαξηζκηθή x lny  έρνπλ ην ίδην γξάθεκα. Αλ όκσο 

αιιάμνπκε ηνλ ξόιν ησλ κεηαβιεηώλ θαη γξάςνπκε ηελ αληίζηξνθε ζηελ 

ζπλεζηζκέλε κνξθή y lnx , ηόηε ην γξάθεκά ηεο ζα είλαη ην ζπκκεηξηθό 

ηεο εθζεηηθήο σο πξνο ηελ δηαγώλην.  

2. Λύλνληαο ηελ εμίζσζε 2y x  σο πξνο x , βξίζθνπκε ηελ δηζήκαληε 

αληίζηξνθε: 

                                     2y x x y     .  

3. Αλ ζεσξήζνπκε ηνλ πεξηνξηζκό ηεο 2y x  ζην ζεηηθό δηάζηεκα: x 0

, ηόηε γίλεηαη γλήζηα αύμνπζα, θαη έρεη κνλνζήκαληε αληίζηξνθε: 



 

x y ,  επίζεο γλήζηα αύμνπζα. Αλ ζηε ζπλέρεηα αιιάμνπκε ηνλ ξόιν 

ησλ κεηαβιεηώλ θαη γξάςνπκε ηελ αληίζηξνθε ζηελ ζπλεζηζκέλε κνξθή 

y x , ηόηε ην γξάθεκά ηεο ζα είλαη ην ζπκκεηξηθό σο πξνο ηελ 

δηαγώλην ηεο αξρηθήο ζπλάξηεζεο.  

 

 
              xy e & x lny                                        2y x με x 0   

            θαη παίξλνληαο ηελ                                   θαη παίξλνληαο ηελ        

        x lny   σο 1y f (x) lnx                       x y   σο  1y f (x) x                                                              

ανηίζηποθερ ζςναπηήζειρ 

 

5. Aνηίζηποθερ ηπιγωνομεηπικών ζςναπηήζεων (inverse 

trigonometric). 

Η αληίζηξνθε ζπλάξηεζε ηνπ εκηηόλνπ: 

                                         1sin x  

 

είλαη πνιπζήκαληε. Αλ όκσο πεξηνξίζνπκε ηε ζπλάξηεζε εκηηόλνπ ζην 

δηάζηεκα: [ π / 2, π / 2] , ηόηε απηή γίλεηαη γλήζηα αύμνπζα θαη ε 

αληίζηξνθή ηεο είλαη κνλνζήκαληε ζπλάξηεζε, επίζεο γλήζηα αύμνπζα. 

Τε ζπκβνιίδνπκε, επίζεο, κε: 

                             arcsinx  ή  ηοξημx .  

Έρνπκε, δει.: 

     y arcsinx x siny     κε   1 x 1     &  π / 2 y π / 2      

 

Τελ εθθξάδνπκε ιέγνληαο όηη y  είλαη ην ηόμν (arc), δειαδή ε γσλία ζε 

αθηίληα  πνπ έρεη εκίηνλν x  θαη βξίζθεηαη ζην παξαπάλσ δηάζηεκα. 

x  x  

1f (x) x   

2f(x) x  

1f (x) lnx   

xf(x) e  



 

                            sinx                                                      arcsinx 

               Η ανηίζηποθη ηπιγωνομεηπιθή ζςνάπηηζη ηος ημιηόνος 

 

Γίλνπκε κεξηθέο ελδεηθηηθέο ηηκέο ηεο παξαπάλσ αληίζηξνθεο 

ηξηγσλνκεηξηθήο ζπλάξηεζεο: 

             
1 π 1 π π

arcsin0 0, arcsin , arcsin , arcsin(1)
2 6 4 22

  
     

   
 .  

 

Η ζπλάξηεζε ηνπ εκηηόλνπ είλαη πεξηηηή, νπόηε ζηα αξλεηηθά ησλ 

παξαπάλσ ζεκείσλ έρεη ηηο αληίζηνηρεο αξλεηηθέο ηηκέο: 

                                        arcsin( x) arcsinx    .  

 

Με ηνλ ίδην ηξόπν νξίδεηαη θαη ε αληίζηξνθε ηεο εθαπηνκέλεο: 

                                     arctanx  ή  ηοξεθx , 

κε βάζε ηε ζρέζε: 

   y arctanx x tany     κε  x    θαη π / 2 y π / 2     .  

 

 
                         tanx               arctanx 

                             ανηίζηποθη ηπιγωνομεηπική 
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Τελ εθθξάδνπκε ιέγνληαο όηη y  είλαη ην ηόμν, δειαδή ε γσλία ζε 

αθηίληα  πνπ έρεη εθαπηνκέλε x  θαη βξίζθεηαη ζην παξαπάλσ δηάζηεκα.  

Αλαθέξνπκε θαη ηηο ελδεηθηηθέο ηηκέο:  

                    
π π

arctan0 0, arctan(1) , arctan( )
4 2

      .  

  

6. Μηδενικά κηαο ζπλάξηεζεο θαινύληαη ηα ζεκεία ζηα νπνία ε ηηκή ηεο 

είλαη κεδεληθή: 

                                       f(x) 0 .  

 

Τα κεδεληθά κπνξνύλ λα βξεζνύλ είηε αλαιπηηθά ιύλνληαο ηελ εμίζσζε, 

είηε αξηζκεηηθά ρξεζηκνπνηώληαο θάπνηνλ πξνζεγγηζηηθό αιγόξηζκν. 

Δπίζεο κπνξνύλ λα κειεηεζνύλ θαη γξαθηθά σο ηα ζεκεία όπνπ ην 

γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο θόβεη ηνλ x άμνλα. Μηα γλήζηα κνλόηνλε 

ζπλάξηεζε έρεη ην πνιύ έλα κεδεληθό. Τα κεδεληθά κηαο ζπλερνύο 

ζπλάξηεζεο (Βι. Κεθ. 0) ρσξίδνπλ ην δηάζηεκα νξηζκνύ ζε ππνδηα-

ζηήκαηα, ζε θαζέλα από ηα νπνία ε ζπλάξηεζε έρεη έλα ζπγθεθξηκέλν 

πξόζεκν. Μπνξνύκε λα θαζνξίζνπκε ην πξόζεκν ειέγρνληαο έλα ζεκείν 

ηνπ δηαζηήκαηνο. Η ηδηόηεηα απηή βαζίδεηαη ζην: 

 

7. Η παξαθάησ πξόηαζε ζπρλά αλαθέξεηαη θαη σο Θεώπημα Bolzano: 

 

 - Αλ κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε έρεη γλήζηα αληίζεην πξόζεκν ζε δύν ζεκεία 

ηόηε ζε θάπνην ελδηάκεζν ζεκείν ζα κεδελίδεηαη. 

 

Παπάδειγμα. 

1. Η 2f(x) x x x(1 x)     έρεη ηα κεδεληθά: 
1 2x 0, x 1  .  

Η ζπλάξηεζε έρεη ζεηηθέο ηηκέο ζηα δηαζηήκαηα x 0 ή x 1 , θαη 

αξλεηηθέο ζην ελδηάκεζν δηάζηεκα 0 x 1  . 

2. Η  3 2f(x) x x 1      έρεη ηηο ηηκέο: f(0) 1 , f(2) 3  . 

Δθόζνλ είλαη ζπλερήο κε αληίζεην πξόζεκν ζηα δύν ζεκεία, ζα έρεη 

ηνπιάρηζηνλ έλα γλήζηα ελδηάκεζν κεδεληθό:1 x 2  , κε f(x) 0 .  

3. Η f(x) xlnx  κε δηάζηεκα νξηζκνύ: x 0 , θαη κε κεδεληθό ζην x 1 , 

έρεη αξλεηηθέο ηηκέο ζην δηάζηεκα 0 x 1   θαη ζεηηθέο ηηκέο ζην 

δηάζηεκα x 1 .   



 

Έλα πνιπώλπκν βαζκνύ n  έρεη ην πνιύ n  κεδεληθά, αιιά κπνξεί λα έρεη 

θαη ιηγόηεξα. 

  

Παπάδειγμα.  Η (ηεηξαγσληθή) παξαβνιηθή ζπλάξηεζε: 

                                          2f(x) αx βx γ   ,   

κε δηαθξίλνπζα  (discriminant): 

                                               2Δ β 4αγ  ,  

έρεη: 

1. Γύν δηαθνξεηηθά κεδεληθά αλ Δ 0 , κε δηαθνξεηηθό πξόζεκν εληόο 

θαη εθηόο ησλ δύν κεδεληθώλ. 

2. Έλα κεδεληθό αλ Δ 0  κε ην ίδην πξόζεκν εθαηέξσζελ. 

3. Καλέλα κεδεληθό αλ Δ 0 . Σαπηή ηελ πεξίπησζε νη ηηκέο ηεο είλαη 

παληνύ, γλήζηα ζεηηθέο αλ α 0 , γλήζηα αξλεηηθέο αλ α 0 .  

 

           Οι ηπειρ πεπιπηώζειρ για ηα μηδενικά ηηρ παπαβολικήρ:    

                                  2y αx βx γ    κε α 0  

 

 

 

 

 

 

 

 

Δ 0  Δ 0  Δ 0  

x  x  x  



 

 

 

 

 

 

 

1α.3  Παξαγώγηζε 
1. Κλίζη (slope) κηαο επζείαο ζην επίπεδν θαιείηαη ε ηξηγσλνκεηξηθή 

εθαπηνκέλε ηεο γσλίαο , δει. ε tanθ εθθ , πνπ ζρεκαηίδεη ε επζεία κε 

ηνλ νξηδόληην ζεηηθό x εκηάμνλα, όπσο θαίλεηαη ζηα δύν πξώηα 

γξαθήκαηα ηνπ παξαθάησ ζρήκαηνο. Γεσκεηξηθά, κεηξάεη ηελ κεηαβνιή 

ηνπ y  όηαλ ην x  απμεζεί θαηά κία κνλάδα, αλεμάξηεηα ηεο αξρηθήο 

ηηκήο ηνπ, όπσο θαίλεηαη ζηα παξαθάησ γξαθήκαηα. Δθηόο από ηελ 

θαηαθόξπθε επζεία πνπ έρεη άπεηξε θιίζε: m   , κηα επζεία κε θιίζε 
m  παξηζηάλεηαη κε γξακκηθή ζπλάξηεζε ηεο κνξθήο: 

                              y mx β   .  

 

Γειαδή, ν ζπληειεζηήο m  ηζνύηαη κε ηελ θιίζε ηεο επζείαο.  

 

                               κλίζη εςθείαρ: m tanθ  

 

 

 

 

y  y  y  

x  x  x  θ  θ  

 m 1 

m 2  

m 1 m 0  

1  

m 0  

1  



 

2. Μεηαβολέρ.   

Σε πνιιέο εθαξκνγέο αληί ησλ ηηκώλ ησλ κεηαβιεηώλ καο ελδηαθέξνπλ 

νη κεηαβνιέο ηνπο από θάπνηεο αξρηθέο ηηκέο.  Αλ νη κεηαβιεηέο {x,y}  

ζπλδένληαη κε κηα ζρέζε ζπλάξηεζεο, ηόηε νη κεηαβνιέο ηνπο {Δx,Δy}  ζα 

ζπλδένληαη επίζεο κε κηα ζρέζε ζπλάξηεζεο, σο εμήο. 

                             y f(x) Δy Δf(x) f(x Δx) f(x)         .  

 

Έηζη ζε θάζε x  ην Δy  είλαη ζπλάξηεζε ηνπ Δx . Ο ιόγνο ησλ 

κεηαβνιώλ:     

                            
Δy Δf(x) f(x Δx) f(x)

Δx Δx Δx

 
 

   
νλνκάδεηαη κέζνο ξπζκόο 

κεηαβνιήο.  

 

Γεσκεηξηθά παξηζηάλεηαη κε ηελ θιίζε ηεο ρνξδήο πνπ ζπλδέεη ην αξρηθό 

ζεκείν (x,y)  κε ην ηειηθό (x Δx,y Δy)  , όπσο θαίλεηαη ζην πξώην 

γξάθεκα ηνπ παξαθάησ ζρήκαηνο.  

 

 

κλίζη σοπδήρ και κλίζη εθαπηομένηρ 

 

Γηα γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο ν ιόγνο απηόο είλαη ζηαζεξόο αλεμάξηεηα ηνπ 
x  θαη ηνπ Δx  θαη δίλεηαη από ηελ θιίζε ηεο επζείαο ηνπ γξαθήκαηνο: 

     
Δy

y mx β Δy [m(x Δx) β] [mx β] mΔx m
Δx

           .  

 

Έηζη γηα γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο ν κέζνο ξπζκόο κεηαβνιήο δίλεηαη από 

ηελ θιίζε ηεο επζείαο.  

 

x  x  θ  
Δx  

Δf(x)  

θ  



 

3. Ρςθμόρ μεηαβολήρ.  

Γεληθά, ν ιόγνο ησλ κεηαβνιώλ: Δy / Δx , εμαξηάηαη από ην αξρηθό x  

θαζώο θαη από ηελ ίδηα ηε κεηαβνιή Δx .  Σην όξην: Δx 0 , βξίζθνπκε 

έλα κέγεζνο πνπ δελ εμαξηάηαη από ην Δx , ην νπνίν παξηζηάλεηαη κε 

                            y (x)    ή      
dy Δy

lim
dx Δx

   . 

 

Καιείηαη (νξηαθόο) ξπζκόο κεηαβνιήο ή παξάγωγνο ηεο y  σο πξνο x  

(marginal rate of change, derivative).  Δπίζεο θαιείηαη θαη θιίζε ηεο 

θακπύιεο ζην ζπγθεθξηκέλν ζεκείν. Γεσκεηξηθά ηζνύηαη κε ηελ θιίζε 

ηεο εθαπηόκελεο επζείαο ζηε θακπύιε ηεο ζπλάξηεζεο ζην αληίζηνηρν 

ζεκείν: (x,y) , όπσο θαίλεηαη ζην δεύηεξν γξάθεκα ηνπ παξαπάλσ 

ζρήκαηνο. Σπρλά ε κεηαβιεηή y  παξηζηάλεη ηηο ηηκέο κίαο ζπλάξηεζεο, 

νπόηε γξάθνπκε: 

                                         f (x)   ή     
df Δf(x)

lim
dx Δx

     

 

Παπάδειγμα.  Αλ 2y f(x) x x   ,  ηόηε: 

            2 2Δy f(x Δx) f(x) [(x Δx) (x Δx) ] [x x ]          

Δπνκέλσο:  

                
2Δy (1 2x)Δx Δx   

Δy Δf(x)
1 2x Δx

Δx Δx
     

Π.ρ.  

      ζην ζεκείν 2x 2 Δy 3Δx Δx      & Δy / Δx 3 Δx 3     

όηαλ Δx 0 . 

Δπνκέλσο ε παξάγσγνο ζην x 2  είλαη f (2) 3΄  .  

Γεληθόηεξα ζην ηπρόλ x , βξίζθνπκε: 

                        

Δy
1 2x Δx 1 2x

Δx
      όηαλ Δx 0  

Δπνκέλσο:    2f(x) x x f (x) 1 2x΄     , δειαδή 2(x x ) 1 2x   . 

 

4. Παπάγωγοι βαζικών ζςναπηήζεων.  

Υπνινγίδνληαο ηελ παξάγσγν κηαο ζπλάξηεζεο f(x)  ζηα δηάθνξα x , 

βξίζθνπκε κηα λέα ζπλάξηεζε:  f (x) ,  



 

ε νπνία θαιείηαη επίζεο παξάγωγνο.  Από ηνλ νξηζκό θαη από ηηο ηδηόηε-

ηεο παξαγώγηζεο πνπ ζα κειεηήζνπκε παξαθάησ βξίζθνπκε γηα ηηο 

παξαγώγνπο ησλ βαζηθώλ ζπλαξηήζεσλ ηνπο εμήο ηύπνπο: 

 

            1.   (c) 0  ,           ε ζηαζεξή ζπλάξηεζε έρεη κεδεληθή παξάγωγν 

            2.   (mx β) m  , ε γξακκηθή ζπλάξηεζε έρεη ζηαζεξή παξάγωγν 

            3.    x x(e ) e , ln x 1/ x    

            4.    α α 1(x ) αx   , γηα όιεο ηηο δπλάκεηο α  

            5.     2

2

1
sin x cosx, cos x sinx, tan x 1 tan x

cos x
        .  

 

Απόδειξη.   

3. Ο ηύπνο x x(e ) e   απνδεηθλύεηαη απεπζείαο από ηνλ νξηζκό θαη ηηο 

ηδηόηεηεο ηεο εθζεηηθήο ζπλάξηεζεο: 

                      
x x Δx x Δx

x xΔe e e e 1
e e

Δx Δx Δx

   
   

 
 όηαλ Δx 0  

Φξεζηκνπνηήζακε ην όξην από ηνλ νξηζκό ηεο βάζεο e :  

          
1/h(1 h) e   ή  ηζνδύλακα 

he 1
1

h


 , όηαλ h 0 , 

Σηε ζπλέρεηα βξίζθνπκε ηελ παξάγσγν ηεο lnx  σο αληίζηξνθεο ηεο xe , 

ζύκθσλα κε ηνλ θαλόλα αληηζηξνθήο πνπ ζα δνύκε παξαθάησ. 

4. Γηα ηελ παξάγσγν ησλ δπλάκεσλ ρξεζηκνπνηνύκε ηελ παξάζηαζε:  

                                                α αlnxx e , 

  

θαη ηνλ θαλόλα ζύλζεηεο παξαγώγηζεο πνπ ζα δνύκε παξαθάησ.  

5. Ο ηύπνο (sinx) cosx  , απνδεηθλύεηαη από ηνλ νξηζκό ηεο 

παξαγώγνπ, ρξεζηκνπνηώληαο ηελ ηαπηόηεηα ηνπ ζπλεκηηόλνπ 

αζξνίζκαηνο:  
                   sin(A B) sinAcosA cosAsinB    

 

Βξίζθνπκε:  

      
Δsinx sin(x Δx) sinx cos Δx 1 sinΔx

sinx cosx
Δx Δx Δx Δx

  
    .  

 

Τέινο ρξεζηκνπνηνύκε θαη ηα όξηα:  



 

                       

cosh 1
0

h


 ,  

sinh
1

h
    όηαλ h 0  ,  

ηα νπνία πξνθύπηνπλ από ηηο γεσκεηξηθέο ηδηόηεηεο ησλ 

ηξηγσλνκεηξηθώλ ζπλαξηήζεσλ. Με αλάινγν ηξόπν απνδεηθλύεηαη θαη ν 

ηύπνο γηα ηελ παξάγσγν ηνπ ζπλεκηηόλνπ. Τέινο ε παξάγσγνο ηεο 

ζπλάξηεζεο εθαπηνκέλεο, πξνθύπηεη από ηνλ ηύπν γηα ηελ παξάγσγν ηνπ 

πειίθνπ δύν ζπλαξηήζεσλ πνπ ζα δνύκε παξαθάησ. 

 

5. Κανόνερ παπαγώγιζηρ.   
Από ηηο παξαγώγνπο ησλ βαζηθώλ ζπλαξηήζεσλ βξίζθνπκε παξαγώγνπο 

πεξηζζόηεξν ζύλζεησλ ζπλαξηήζεσλ,  ρξεζηκνπνηώληαο ηνπο παξαθάησ 

θαλόλεο,  πνπ αθνξνύλ ηηο ηδηόηεηεο ηεο παξαγώγνπ σο πξνο ηηο δηάθνξεο 

πξάμεηο  κεηαμύ ζπλαξηήζεσλ: 

 

            1.  [αf(x) βg(x)] αf (x) βg(x)     , γξακκηθόο ζπλδπαζκόο,  

                  εηδηθόηεξα: [αf(x)] αf (x), [f(x) g(x)] f (x) g(x)         

 

            2.   [f(x)g(x)] f (x)g(x) f(x)g(x)    , γηλόκελν,  

                       

            3.   
2

f(x) f (x)g(x) f(x)g (x)

g(x) g(x)

    
 

 
, πειίθν.  

 

Απόδειξη.   
Θα εμεηάζνπκε κόλν ην 2 ρξεζηκνπνηώληαο γηα επθνιία αληί ησλ 

ζπλαξηήζεσλ ηηο αληίζηνηρεο εμαξηεκέλεο κεηαβιεηέο:  

                        y f(x), z g(x) y z f(x)g(x)      .            

 

Θεσξώληαο αληίζηνηρεο κεηαβνιέο {Δx,Δy,Δz}  από θάπνηεο αξρηθέο 

ηηκέο, βξίζθνπκε:  

                       

Δ(y z) (y Δy)(z Δz) yz yΔz zΔy ΔyΔz

Δx Δx Δx

Δz Δy Δy Δz
          y z Δx y z y z y z 0 y z y z

Δx Δx Δx Δx

     
  

                  

 

ζηελ πεξίπησζε πνπ Δx 0 . 



 

Παπάδειγμα.  

1.  3 3 2(2x 5x 2) 2(x ) 5(x) (2) 6x 5           

2.  
2 2 2

1 1(x 1) 1(x 1) 0(x 1) 1 1 1

x 1 (x 1) (x 1) (x 1)

        
    

    
, γηα x 1  

3.  
1/ 2 1/ 2 1 1/ 21 1 1

( x) (x ) x x
2 2 2 x

       

4.  
x x x x x x1 1 2x

( xe ) ( x) e x(e ) e xe e
2 x 2 x


       , γηα x 0   

5.  
2

sinx (sinx) cosx sinx(cosx)
(tanx)

cosx cos x

   
   

 
  

                                  
2 2

2

2

cos x sin x
1 tan x

cos x


    

6.  
2

lnx 1 1
(log x) (lnx)

ln2 ln2 xln2

 
    

 
, γηα x 0  (κεηαηξέςακε ηνλ 

ινγ/ζκν κε βάζε ην 2 ζε λεπέξεην ινγ/ζκν ln )  

 

7.  (xlnx) (x) lnx x(lnx) 1lnx x(1/ x) lnx 1        , γηα x 0  

 

6. Αλςζωηή παπάγωγορ.  

 Αλ έρνπκε ζύλζεζε, όπνπ ην z  είλαη ζπλάξηεζε ηνπ y  θαη ην y  

ζπλάξηεζε ηνπ x : 

                                        z f(y)   &  y g(x) ,  

 

ηόηε νη αληίζηνηρεο κεηαβνιέο ζα ηθαλνπνηνύλ ηε ζρέζε: 

                                        

Δz Δz Δy

Δx Δy Δx
  .  

 

Παίξλνληαο ην όξην όηαλ Δx 0 , ζα έρνπκε επίζεο Δy 0 , θαη 

βξίζθνπκε όηη: 

Η παξάγωγνο ηεο ζύλζεζεο ζπλαξηήζεωλ ηζνύηαη κε ην γηλόκελν ηωλ 

επηκέξνπο παξαγώγωλ. 

                                       

dz dz dy

dx dy dx
  ,  



 

ζρέζε πνπ είλαη γλσζηή σο αιπζωηή παξάγωγνο (chain derivative) ή 

θαλόλαο ηεο αιπζίδαο (chain rule).  

 

Αλ ρξεζηκνπνηήζνπκε ην ζπκβνιηζκό ησλ ζπλαξηήζεσλ, ηόηε ν ηύπνο 

αιπζσηήο παξαγώγηζεο ζα πάξεη ηελ κνξθή: 

                                   [f(g(x))] f (g(x))g (x)   .  

 

Παξαηεξνύκε όηη ζην αξηζηεξό κέξνο πξώηα αληηθαζηζηνύκε g(x)  θαη 

κεηά παξαγσ-γίδνπκε, ελώ ζην δεμηό κέξνο πξώηα παξαγσγίδνπκε θαη 

κεηά αληηθαζηζηνύκε ην x κε ην g(x) .  

Δθαξκόδνληαο ηνλ θαλόλα αιπζσηήο παξαγώγηζεο ζηνπο βαζηθνύο 

ηύπνπο βξίζθνπκε ηνπο παξαθάησ ζύλζεηνπο ηύπνπο παξαγώγηζεο: 

 

                        1. α α 1[f (x)] αf (x)f (x)   

                        2. 
f (x) f (x) f (x)

[e ] e f (x), [ln f(x)]
f(x)


     

                        3. [sinf(x)] [cosf(x)]f (x), [cosf(x)] [sinf(x)]f (x)       

 

Παπάδειγμα. 

1. 
2 2 2x x 2 x(e ) e (x ) 2xe    

2. 
1/ 2

1/ 2

1/ 2

[(x 1) ] 1
(ln x 1) [ln(x 1) ]

(x 1) 2(x 1)


     

 
 

Τν ίδην ζα βξνύκε αλ απινπνηήζνπκε πξώηα ηε ζπλάξηεζε ζηε κνξθή: 

                                          1/ 2 1
ln(x 1) ln(x 1)

2
   .  

3. x xln2 xln2 x(2 ) (e ) e (xln2) 2 ln2          (κεηαηξέπνπκε ζε λεπέξεηα 

βάζε) 

4. x xlnx xlnx xlnx x1
(x ) (e ) e (x lnx) e (1lnx x ) x (lnx 1)

x
        , γηα x 0 .  

 

7. Παπάγωγορ  ανηίζηποθηρ.  

Αλ κηα ζπλάξηεζε y y(x)  είλαη γλήζηα κνλόηνλε ζε θάπνην δηάζηεκα, 

ηόηε ε αληίζηξνθε ζπλάξηεζε x x(y)  ζα έρεη σο παξάγσγν ηελ 

αλάζηξνθν ηεο αξρηθήο, ζηα ίδηα (x,y) : 



 

                                   
dx dy

1
dy dx

         ή      
1

x (y)
y (x)

 


.  

 

Η παξαπάλσ ζρέζε πξνθύπηεη αλ πάξνπκε όξηα ζηηο αληίζηνηρεο ζρέζεηο 

κεηαμύ ησλ κεηαβνιώλ: 

                                    

1
Δx Δy

Δy Δx



 
  
 

  

Αλ ρξεζηκνπνηήζνπκε ην ζπκβνιηζκό ησλ ζπλαξηήζεσλ, θαη 

ζεσξήζνπκε κηα ζπλάξηεζε f(x)  κε αληίζηξνθε 1f (x) , ηόηε ε ζρέζε 

αληίζηξνθεο παξαγώγνπ παίξλεη ηε κνξθή: 

                                      
1

1

1
[f (x)]

f (f (x))




 

    
.  

Έηζη, ζην αξηζηεξό κέξνο πξώηα αληηζηξέθνπκε θαη κεηά παξαγσγίδνπκε 

ελώ ζην δεμηό κέξνο πξώηα παξαγσγίδνπκε. Οη παξαπάλσ ηύπνη καο 

επηηξέπνπλ λα ππνινγίζνπκε ηηο παξαγώγνπο αληίζηξνθσλ ζπλαξηήζεσλ 

από ηηο παξαγώγνπο ησλ αξρηθώλ. 

 

Παπάδειγμα.  

Θα επαιεζεύζνπκε ηνπο ηύπνπο αληίζηξνθεο παξαγώγνπ ζε γλσζηέο 

ζπλαξηήζεηο. 

1. Η y x  είλαη αληίζηξνθε ηεο 2x y  κε y 0 . Δπνκέλσο: 

               ( x) y (x) 1/ x (y) 1/ 2y 1/ 2 x      .  

2. Η y lnx  είλαη αληίζηξνθε ηεο yx e .  Δπνκέλσο: 

                 y(lnx) y (x) 1/ x (y) 1/ e 1/ x      .  

 

Παπάδειγμα.  

Ο ηύπνο αληίζηξνθεο παξαγώγνπ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί θαη ζε 

πνιπζήκαληεο (δει. πνπ δελ είλαη 1-1) αληίζηξνθεο. Θεσξνύκε ηε 

ζπλάξηεζε:  

                 2y 1 4x x y (x) 4 2x      .  

Η (δηζήκαληε) αληίζηξνθή ηεο ζα έρεη παξάγσγν: 

            x x(y) x (y) 1/ y (x) 1/(4 2x)      .  

 



 

Π.ρ. γηα y 6  αληηζηνηρνύλ δύν ζεκεία x. Σην x 1  ζα έρνπκε 

x 1x 1/ 6


  , ελώ ζην ζπκκεηξηθό ηνπ γηα x 5  ζα έρνπκε x 1x 1/ 6


  . 

Υπνινγίζακε ηηο παξαγώγνπο ηεο αληίζηξνθεο ρσξίο λα ηελ έρνπκε βξεη. 

Μπνξνύκε λα επαιεζεύζνπκε, βξίζθνληαο πξώηα ηελ αληίζηξνθε 

ζπλάξηεζε θαη παξαγσγίδνληαο ζηε  ζπλέρεηα. Λύλνπκε σο πξνο x : 

      
   

         2 2 4 16 4(1 y)
y 1 4x x x 4x (1 y) 0 x

2
 

Δπνκέλσο: 

                     


     


1
x 2 y 3 x (y)

2 y 3    

.  

 

Κάζε θνξά επηιέγνπκε ην έλα από ηα δύν πξόζεκα γηα ην x  θαη γηα ην 

αληίζηνηρν x . 

 

Παπαηήπηζη. Όζνλ αθνξά ην γξάθεκα ηεο y y(x) , ε παξάγσγνο y (x)  

ηζνύηαη κε ηελ θιίζε ηεο εθαπηόκελεο επζείαο σο πξνο ηνλ x άμνλα, 

ελώ ε  παξάγσγνο x (y)  ηζνύηαη κε ηελ θιίζε ηεο εθαπηόκελεο επζείαο 

σο πξνο ηνλ y άμνλα. 

 

                                ανηίζηποθη ζςνάπηηζηρ 

 

8. Παπάγωγοι ανηίζηποθων ηπιγωνομεηπικών. 

Φξεζηκνπνηώληαο ηνλ θαλόλα αληίζηξνθεο παξαγώγνπ, ζα δείμνπκε όηη 

νη παξάγσγνη ησλ αληίζηξνθσλ ηξηγσλνκεηξηθώλ ζπλαξηήζεσλ είλαη νη 

παξαθάησ:            

   2y 1 4x x  

y  

y  x  

x  

   x 2 3 y  



 

         ε   arcsinx  κε 1 x 1     έρεη παξάγσγν:    
2

1
(arcsinx)

1 x
 


 

θαη ε   arctanx  κε x    έρεη παξάγσγν:    
2

1
(arctanx)

1 x
 

  
.  

Απόδειξη.  

1. Η ζπλάξηεζε y arcsinx  είλαη αληίζηξνθε ηεο  x siny   κε  

π / 2 y π / 2    . Ο ηύπνο αληίζηξνθεο παξαγώγνπ καο δίλεη : 

                             
2 2

1 1 1dy dx
1

dx dy cos y 1 sin y 1 x
   

    

.  

 

Φξεζηκνπνηήζακε ηελ ηαπηόηεηα: 

                         2 2 2sin y cos y 1 cosy 1 sin y       ,  

 

αιιά πήξακε ηε ζεηηθή ξίδα δηόηη ζην δηάζηεκα: π / 2 y π / 2   , ην 

ζπλεκίηνλν είλαη ζεηηθό.  

2. Η ζπλάξηεζε y arctanx  είλαη αληίζηξνθε ηεο  x tany   κε  

π / 2 y π / 2    . Ο ηύπνο αληίζηξνθεο παξαγώγνπ καο δίλεη : 

                                     
2 2

1 1dy dx
1

dx dy 1 tan y 1 x
  

   

  .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

1α.4  Ιδηόηεηεο ηεο Παξαγώγνπ 
1. Μονοηονία.   

Η παξάγσγνο κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ζηε κειέηε  ησλ ηδηνηήησλ 

κνλνηνλίαο ησλ ζπλαξηήζεσλ, ζύκθσλα κε ην παξαθάησ: 

 

Θεώξεκα κέζεο ηηκήο (mean value theorem).  

- Αλ ε ζπλάξηεζε f(x)  είλαη ζπλερήο ζην θιεηζηό δηάζηεκα α x β  , θαη ε 

παξάγωγόο ηεο είλαη ζπλερήο ζην εζωηεξηθό ηνπ:  α x β , ηόηε ζα 

έρνπκε: 

                                     
f(β) f(α)

f (ξ)
β α





, 

γηα θάπνην ξ  ζην εζωηεξηθό ηνπ: 

α ξ β  .  

 

Γειαδή ε θιίζε ηεο ρνξδήο είλαη ίζε 

κε ηε θιίζε ηεο εθαπηόκελεο ζε 

θάπνην γλήζηα ελδηάκεζν ζεκείν.  

 

 

 

Ωο άκεζε ζπλέπεηα ηνπ παξαπάλσ ζεσξήκαηνο, βξίζθνπκε όηη: 

 

- Μηα ζπλάξηεζε f(x)  είλαη αύμνπζα (θζίλνπζα) ζε θάπνην δηάζηεκα   

έρεη f (x) 0 ( 0)    ζε όια ηα ζεκεία ηνπ δηαζηήκαηνο. Εηδηθόηεξα είλαη 

β  α  ξ  
x  



 

γλήζηα αύμνπζα (θζίλνπζα) αλ ηθαλνπνηεί f (x) 0 ( 0)   , εθηόο ίζωο ελόο 

πεπεξαζκέλνπ πιήζνπο ζεκείωλ όπνπ ε παξάγωγνο κπνξεί λα κεδελίδεηαη. 

 

Παπάδειγμα. 

1. f(x) 2x 1 f (x) 2 0       :  γλήζηα θζίλνπζα 

2. 2f(x) x f (x) 2x   : γλήζηα θζίλνπζα γηα x 0 , 

                                         γλήζηα αύμνπζα  γηα x 0 . 

3. 3 2f(x) x f (x) 3x 0     γηα θάζε x 0  : γλήζηα αύμνπζα γηα όια ηα 

x .  

4. f(x) lnx f (x) 1/ x   : γλήζηα αύμνπζα γηα x 0 . 

 

Παπάδειγμα.  
Θεσξνύκε ηελ πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε  

                               
n

0 1 nf(x) α [α x ... α x ]      ,  

κε ζπληειεζηέο: 
0α 0,  

1α 0, …,
nα 0,  θαη ππνζέηνπκε: 

                                  0 1 nα α ... α   , 

νπόηε ηα 
1 n{α ,...α }  δελ είλαη όια κεδεληθά. Θα δείμνπκε όηη ε ζπλάξηεζε 

έρεη αθξηβώο έλα κεδεληθό 
0x  ζην δηάζηεκα 0 x 1  . Πξάγκαηη:  

1. Έρνπκε:  

                 0f(0) α 0    θαη 0 1 nf(1) α [α ... α ] 0      , νπόηε 

ζπκπεξαίλνπκε από  ην ζεώξεκα ελδηακέζνπ ηηκήο όηη έρεη ηνπιάρηζηνλ  

έλα κεδεληθό ζην δηάζηεκα 0 x 1  .  

2. Παξαηεξνύκε επίζεο όηη ε παξάγσγνο ηεο είλαη γλήζηα ζεηηθή: 

                 
n 1

1 2 nf (x) α 2α x ... nα x 0        γηα  x 0 , 

δηόηη ηα 
1 ν{α ,...,α }  δελ είλαη όια κεδεληθά.  Σπκπεξαίλνπκε όηη ε f(x)  

είλαη γλήζηα αύμνπζα γηα x 0 , θαη επνκέλσο έρεη ην πνιύ έλα κεδεληθό 

ζ’ απηό ην δηάζηεκα. 

Πξνθύπηεη από ηα παξαπάλσ όηη έρεη αθξηβώο έλα κεδεληθό 

 

2. ΢ηάζιμα (stationary)  ζεκεία κηαο ζπλάξηεζεο f(x)  θαινύληαη ηα x  

ζηα νπνία κεδελίδεηαη ε παξάγσγνο  

                                     f (x) 0  . 

 



 

Γεσκεηξηθά ραξαθηεξίδνληαη από ηελ ηδηόηεηα όηη ζηα ζεκεία απηά ε 

εθαπηόκελε ζην γξάθεκα είλαη νξηδόληηα.  Μηα ζπλάξηεζε κπνξεί λα 

έρεη θαλέλα, έλα, ή πεξηζζόηεξα ζηάζηκα ζεκεία ή θαη νιόθιεξν 

δηάζηεκα από ζηάζηκα ζεκεία αλ έρεη ζηαζεξή ηηκή ζην δηάζηεκα απηό.  

Υπνζέηνληαο ηελ παξάγσγν ζπλερή, ηα ζηάζηκα ζεκεία ρσξίδνπλ ην 

δηάζηεκα νξηζκνύ ζε ππνδηαζηήκαηα, όπνπ ζε θάζε ππνδηά-ζηεκα ε 

ζπλάξηεζε είλαη γλήζηα κνλόηνλε δηόηη ε παξάγσγνο ζα έρεη ην ίδην 

πξόζεκν. Έλα ζηάζηκν ζεκείν ζην νπνίν αιιάδεη ην πξόζεκν ηεο 

παξαγώγνπ, είλαη γλήζην ηνπηθό αθξόηαην, κέγηζην αλ από ζεηηθή γίλεηαη 

αξλεηηθή, ειάρηζην ζηελ αληίζεηε πεξίπησζε. Έλα ζηάζηκν ζεκείν ζην 

νπνίν δελ αιιάδεη ην πξόζεκν ηεο παξαγώγνπ δελ είλαη ηνπηθό αθξόηαην. 

Λέκε όηη είλαη ζεκείν θακπήο (inflection point). 

 

Παπάδειγμα.   
Θα κειεηήζνπκε ηηο κνλνηνλίεο ηεο ζπλάξηεζεο: 

                   3f(x) x αx β    , όπνπ 2f (x) 3x α   ,  

γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ α .  

 

1. Αλ α 0 , ηόηε f (x) 0   γηα όια ηα x  θαη επνκέλσο ε ζπλάξηεζε είλαη 

γλήζηα αύμνπζα. 

2. Αλ α 0 , ηόηε 2f (x) 3x 0    . Τν πξόζεκν ηεο παξαγώγνπ δελ 

αιιάδεη ζην ζηάζηκν: x 0 .  Δπνκέλσο ε ζπλάξηεζε είλαη γλήζηα 

αύμνπζα κε ζεκείν θακπήο ην ζηάζηκν. 

3. Αλ α 0 , ηόηε 2f (x) 3x α 0     
1x α / 3    , 

2x α / 3  

Τόηε ε  ζπλάξηεζε έρεη δύν ζηάζηκα. Σην πξώην ζηάζηκν ην πξόζεκν ηεο 

παξαγώγνπ αιιάδεη από ζεηηθό ζε αξλεηηθό θαη επνκέλσο είλαη ηνπηθό 

κέγηζην ηεο ζπλάξηεζεο. Σην δεύηεξν αιιάδεη από αξλεηηθό ζε ζεηηθό 

θαη είλαη ηνπηθό ειάρηζην. Γίλνπκε παξαθάησ ην γξάθεκα ηεο 

ζπλάξηεζεο γηα ηα δηάθνξα α . 

              

   

 



 

                α 0                               α 0                           α 0  

 

  Η κςβική ζςνάπηηζη: 3f(x) x αx β    για ηιρ διάθοπερ ηιμέρ ηος α .  

 

3. Αζςνέσειερ ηηρ παπαγώγος.   

Μηα ζπλάξηεζε f(x)  κπνξεί λα είλαη ζπλερήο αιιά ε παξάγσγνο ηεο λα 

κελ είλαη ζπλερήο ζε θάπνην
0x .  Γηαθξίλνπκε δύν βαζηθά είδε 

αζπλέρεηαο ηεο παξαγώγνπ:  

1. 
of (x )   : άπεηξε αζπλέρεηα, όπνπ ε εθαπηόκελε επζεία ζην γξάθεκα 

είλαη θαηαθόξπθε κε άπεηξε θιίζε. 

2.  
0 0x x x x

lim f (x) - lim f (x) 0
  

   : βεκαηηθή αζπλέρεηα,  όπνπ ην γξάθεκα 

έρεη γωλία.  

 

Η δεύηεξε πεξίπησζε εκθαλίδεηαη ζπρλά ζηα ζεκεία έλσζεο ηκεκαηηθά 

νξηζκέλσλ ζπλαξηήζεσλ, όπσο νη ζπλαξηήζεηο {max, min} . Τα 

εζωηεξηθά ζεκεία ελόο δηαζηή-καηνο Γ ζηα νπνία κία ζπλάξηεζε f  δελ 

παξαγσγίδεηαη ή ε παξάγσγόο ηεο είλαη ίζε κε ην κεδέλ, ιέγνληαη 

θξίζηκα ζεκεία ηεο f  ζην δηάζηεκα Γ. Ο όξνο απηόο ζα ρξεζηκνπνηεζεί 

παξαθάησ ζην πιαίζην ηεο βειηηζηνπνίεζεο ζπλαξηήζεσλ.  

 

Παπάδειγμα. 

1. Η f(x) x  είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα x 0 , αιιά ε παξάγσγνο 

f (x) 1/ 2 x    έρεη άπεηξε αζπλέρεηα ζην x 0 . 

2. Η 2f(x) max{x ,x}  είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα x 0 , κε παξάγσγν  

2

x οηαν 0 x 1 1 οηαν 0 x 1
f(x) f (x)

x οηαν x 1     2x οηαν x 1      

    
   

  
 

x  x  x  



 

Σην ζεκείν έλσζεο x 1  έρνπκε γσλία δηόηη ε παξάγσγνο εκθαλίδεη 

βεκαηηθή αζπλέρεηα: 
x 1 x 1

lim f (x) - lim f (x) = 2 -1 =1  0
  

   . Η θιίζε ηεο 

εθαπηόκελεο απμάλεη απόηνκα από 1  ζε 2 . 

3. 
x όηαν x 0

f(x) x
x όηαν x 0

 
  



1 όηαν x 0   
f (x)

1 όηαν x 0

 
  


 

Σην x 0  έρεη γσλία.  Η θιίζε αιιάδεη απόηνκα από 1   ζε 1 . 

  

Γίλνπκε παξαθάησ ηα γξαθήκαηα ησλ ηξηώλ ζπλαξηήζεσλ ηνπ 

παξαδείγκαηνο θαη ησλ παξαγώγσλ ηνπο. 

 

 

 

            άπεηξε                            βεκαηηθή                     βεκαηηθή 

 

αζςνέσειερ παπαγώγος 

 

Παπαηήπηζη.  Σην ζεκείν άπεηξεο αζπλέρεηαο ηεο παξαγώγνπ, 

ζεσξνύκε όηη ε ηηκή ηεο παξαγώγνπ είλαη άπεηξε, σο όξην. Σην ζεκείν 

βεκαηηθήο αζπλέρεηαο ηεο παξαγώγνπ, είηε ιέκε όηη ε παξάγσγνο δελ 

νξίδεηαη, είηε όηη νξίδεηαη ππό ηελ έλλνηα όηη απνηειεί κία πνιπζήκαληε 

απεηθόληζε κε ηηκέο όιεο ηεο ηηκέο κεηαμύ ησλ δύν πιεπξηθώλ 

παξαγώγσλ, νπόηε ηελ νλνκάδνπκε γεληθεπκέλε παξάγωγν (generalized 

x  2max{x ,x}  x  

x  x  x  

x  x  x  



 

derivative). Έηζη ζηε γσλία x 0 , ε ζπλάξηεζε f(x) x  ζα έρεη σο 

γεληθεπκέλε παξάγσγν όιεο ηηο ηηκέο ζην δηάζηεκα: 1 f (0) 1   .  

 

Παπάδειγμα.  

Θα δείμνπκε ηνλ ηύπν:  

                        (ln x ) 1/ x   γηα x 0 .  

Η ζπλάξηεζε είλαη ζύλζεζε ηεο f(x) lnx  θαη ηεο g(x) x . Από ην 

πξνεγνύκελν παξάδεηγκα θαη ηνλ ηύπν αιπζσηήο παξαγώγηζεο, 

βξίζθνπκε: 

                             
1/ x 1/ x αν x 0x 1

ln x αν x 0
1/ x 1/ x αν x 0x x

       
  

 .  

 

4.  Κανόναρ L’ Hospital.  

Θεσξνύκε ην όξην ησλ ηηκώλ κηαο ζπλάξηεζεο όηαλ x α , όπνπ ην α  

κπνξεί λα είλαη θάπνηνο πξαγκαηηθόο ή θαη  . Λέκε όηη ην όξην είλαη 

πξνζδηνξηζκέλν (determinate) αλ είλαη πξαγκαηηθόο αξηζκόο ή άπεηξν.  

Θεσξνύκε ηώξα δύν ζπλαξηήζεηο: f(x), g(x)  θαη ππνζέηνπκε όηη όηαλ 

x α  ακθόηεξεο έρνπλ όξην 0  ή  .  Σε απηή ηελ πεξίπησζε ιέκε όηη 

ην όξην ηνπ ιόγνπ: 

                                             
x α

f(x) 0
lim ή

g(x) 0





  , 

είλαη απξνζδηόξηζην (indeterminate).  

Μπνξνύκε λα απαιείςνπκε ηελ απξνζδηνξηζηία, θαη λα ππνινγίζνπκε ην 

όξην ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ παξαθάησ θαλόλα. 

 

- Κανόναρ L’ Hospital: Σηελ πεξίπηωζε απξνζδηόξηζηνπ νξίνπ ηνπ ιόγνπ 

δύν ζπλαξηήζεωλ ηζρύεη:            
f(x) f (x)

lim lim
g(x) g (x)





όηαλ x α .  

Δειαδή, όηαλ έρνπκε απξνζδηνξηζηία ηνπ ηύπνπ: 



 ή 

0

0
, ηόηε ην όξην 

ηνπ ιόγνπ ηωλ ζπλαξηήζεωλ ηζνύηαη κε ην όξην ηνπ ιόγνπ ηωλ παξαγώγωλ. 

 



 

Δθθξάδνπκε ηελ παξαπάλσ ζρέζε όπνπ δύν παξαζηάζεηο έρνπλ ην ίδην 

όξην, ιέγνληαο όηη είλαη αζπκπηωηηθά ηζνδύλακεο. Τν παξηζηάλνπκε κε:  

                                       
f(x) f (x)

g(x) g (x)




  όηαλ x α .  

Απόδειξη. Ο θαλόλαο είλαη άκεζε ζπλέπεηα ηνπ παξαθάησ γεληθεπκέλνπ 

ζεσξήκαηνο κέζεο ηηκήο, : 

Αλ νη ζπλαξηήζεηο: f(x), g(x)  είλαη ζπλερείο ζην δηάζηεκα: [α,β] , θαη νη 

παξάγσγνί ηνπο: f (x), g (x)   είλαη ζπλερείο ζην εζσηεξηθό ηνπ 

δηαζηήκαηνο (α, β) ,  κε  g(x) 0  , ηόηε ηζρύεη ε ζρέζε: 

      

f(β) f(α)

f (ξ) f(β) f(α)β α

g(β) g(α)g (ξ) g(β) g(α)

β α



 
 

 



 γηα θάπνην ξ (α, β) .  

Θέηνληαο 
0α x , θαη παίξλνληαο ην όξην όηαλ 

0β x , πξνθύπηεη ν 

θαλόλαο L’ Ho-spital γηα ηελ πεξίπησζε 
0

0
. Γηα ηελ πεξίπησζε ησλ 

άπεηξσλ νξίσλ ρξεζηκνπνηνύκε ηηο αλάζηξνθεο ζπλαξηήζεηο: 
1 1

,
f(x) g(x)

. 

 

Αλ δύν ζπλαξηήζεηο έρνπλ ακθόηεξεο άπεηξν όξην, ηόηε δηαθξίλνπκε 

ηξεηο πεξηπηώζεηο, αλάινγα αλ ην όξην ηνπ ιόγνπ ηνπο, όπσο 

ππνινγίδεηαη παξαπάλσ, είλαη άπεηξν, κεδεληθό, ή θάπνηνο άιινο 

αξηζκόο δηάθνξνο ηνπ κεδελόο θαη ηνπ απείξνπ. Αληίζηνηρε δηάθξηζε 

θάλνπκε όηαλ ακθόηεξεο έρνπλ κεδεληθό όξην. 

 

Παπάδειγμα. 

1. Οη ζπλαξηήζεηο: xlnx, x, e , έρνπλ όιεο όξην   όηαλ x  .  

Δθαξκόδνληαο ηνλ θαλόλα L’ Hopital, βξίζθνπκε: 

                       

x x xe (e ) e
οηαν x

x x 1


    


 

                  
x (x) 1

x οηαν x
lnx (lnx) 1/ x


     
  

. 

 



 

Καη ζηηο δύν πεξηπηώζεηο ππεξηζρύεη ην άπεηξν ηνπ αξηζκεηή, θαη ιέκε 

όηη όηαλ x  , ε xe  έρεη άπεηξν κεγαιύηεξεο ηάμεο από ηελ x , θαη ε 

x  κεγαιύηεξεο ηάμεο από ηελ lnx .  Αληίζεηα όηαλ ην όξην είλαη 0  ηόηε 

ιέκε όηη ν παξνλνκαζηήο έρεη άπεηξν κεγαιύηεξεο ηάμεο.  

2. Οη ζπλαξηήζεηο 2 22x , x lnx  έρνπλ ακθόηεξεο όξην ην   όηαλ 

x  .  Γηα ην ιόγν ηνπο βξίζθνπκε: 

                            
2

2 2

2x 4x 4
2

2x 1/ xx lnx 2 1/ x


 
, εθ’ όζνλ 2 0 .  

 

Σε αληηδηαζηνιή κε ηα παξαπάλσ παξαδείγκαηα, όηαλ ην όξην είλαη 

αξηζκόο δηάθνξνο ηνπ κεδελόο θαη ηνπ άπεηξνπ, ιέκε όηη νη δύν 

ζπλαξηήζεηο έρνπλ άπεηξν ηεο ίδηαο ηάμεο όηαλ x   

 

Παπάδειγμα.  

Οη ζπλαξηήζεηο xe 1  θαη x  έρνπλ ακθόηεξεο όξην ην 0  όηαλ x 0 .  

Γηα ην ιόγν ηνπο βξίζθνπκε : 

                                
x xe 1 e

~ 1 όηαν x 0
x 1


  . 

 

Δθόζνλ ην όξην ηνπ ιόγνπ είλαη δηάθνξν ηνπ κεδεληθνύ θαη ηνπ απείξνπ 

ιέκε όηη έρνπλ κεδεληθό ηεο ίδηαο ηάμεο όηαλ x 0 .  

 

Τα παξαπάλσ αθνξνύλ απξνζδηνξηζηίεο ηεο κνξθήο:
 




 ή 

0

0
.  

Απξνζδηνξηζηία ηεο κνξθήο: 0  , αλάγεηαη ζηηο παξαπάλσ 

απξνζδηνξηζηίεο. 

 

Παπάδειγμα.  

Θα κειεηήζνπκε κνλνηνλίεο, αθξόηαηα θαη όξηα θάπνησλ ζπλαξηήζεσλ. 

 

1. Η xf(x) xe  ζην ζεηηθό δηάζηεκα x 0 , έρεη ζεηηθέο ηηκέο κε 

κεδεληθό ζην x 0 . Έρεη παξάγσγν xf (x) (1 x)e    κε κεδεληθό ζην 

x 1, θαη είλαη αύμνπζα κέρξη ην x 1  θαη ζηε ζπλέρεηα γίλεηαη 

θζίλνπζα. Σην όξην x   πξνθύπηεη απξνζδηνξηζηία ηεο κνξθήο 



 

xxe 0  . Τελ  ππνινγίδνπκε κεηαηξέπνληαο ηελ  ζε απξνζδηνξηζηία 

ηεο κνξθήο 



. Βξίζθνπκε: 

             

x

x x x
x x x x

x (x) 1
lim (xe ) lim lim lim 0

e (e ) e



   


   


  .  

 

Γειαδή ην κεδεληθό όξην ηεο xe  ππεξηζρύεη ηνπ απείξνπ νξίνπ ηεο x .  

 

2.  Η f(x) xlnx  γηα x 0 , έρεη κεδεληθό ζην x 1, αξλεηηθέο ηηκέο πξηλ 

θαη ζεηηθέο κεηά. Η παξάγσγνο:   f (x) lnx 1 έρεη κεδεληθό όηαλ 

lnx 1 0 lnx 1      1x e  , ελώ παίξλεη αξλεηηθέο ηηκέο πξηλ 

θαη ζεηηθέο κεηά. Δπνκέλσο ε ζπλάξηεζε είλαη γλήζηα θζίλνπζα κέρξη ην 
1x e  θαη αύμνπζα κεηά. Γηα x 0  έρνπκε xlnx 0 ( )   , πνπ είλαη 

απξνζδηόξηζηε κνξθή. Βξίζθνπκε: 

                                 

      

2
x 0 x 0 x 0 x 0 x 0

lnx (lnx) 1/ x
lim (xlnx) lim lim lim lim ( x) 0

1/ x (1/ x) 1/ x        

 
          

.  

 

Γειαδή ην κεδεληθό όξην ηεο x  ππεξηζρύεη ηνπ άπεηξνπ νξίνπ ηεο lnx . 

Έηζη ε ζπλάξηεζε αξρίδεη ζην x 0  κε f(0) 0  θαη f (0)   . 

 

 

                  xxe                                         xlnx  

     Σα γπαθήμαηα ζςναπηήζεων ηος παπαπάνω παπαδείγμαηορ  

Παπάδειγμα.  

Απξνζδηνξηζηίεο ηεο κνξθήο: 00   ή  1  αίξνληαη παίξλνληαο 

ινγαξίζκνπο. Π.ρ.  

1. Γηα λα ππνινγίζνπκε ην απξνζδηόξηζην όξην: 

x  x  



 

                               

n
1

1 1
n

 
  

 
 όηαλ  n , 

παίξλνπκε πξώηα ηνλ ινγάξηζκν θαη ζηε ζπλέρεηα βξίζθνπκε ην όξην ηνπ 

ινγαξίζκνπ εθαξκόδνληαο ηνλ θαλόλα L’Hospital: 

                 

n 2

2

1 ln(1 1/n) 0 1/n (1 1/n) n 1
ln 1 1

n 1/n 0 n1/ ν

    
    

 
 

 

Δθόζνλ ν ινγάξηζκνο έρεη όξην 1 , ν αξρηθόο όξνο ζα έρεη όξην: 

                                       

n

11
1 e e 2,71...

n

 
    

 
 

Με ηνλ ίδην ηξόπν, ή κε αιιαγή κεηαβιεηήο: n π m  , βξίζθνπκε ην 

γεληθό όξην: 

                                

π
n m

ππ 1
1 1 e

n m

    
       

     

.  

 

2. Γηα λα άξνπκε ηελ απξνζδηνξηζηία x 0x 0  όηαλ x 0 , παίξλνπκε 

ηνλ ινγάξηζκν θαη βξίζθνπκε xlnx 0  από πξνεγνύκελν παξάδεηγκα. 

Δπνκέλσο x 0x e 1  . Δμάιινπ έρνπκε: 

                                       x xlnx 0x e e 1                                                                         

  

5. Γπαμμική πποζέγγιζη ή γπαμμική επέκηαζη (linear approximation, 

linear extrapolation) κηαο ζπλάξηεζεο f(x)  ζε θάπνην 
0x  θαιείηαη ε 

γξακκηθή ζπλάξηεζε ε νπνία ζην 
0x  έρεη ηελ ίδηα ηηκή θαη ηελ ίδηα 

παξάγσγν κε ηελ f(x) .  Δθθξάδνληαο ηελ γξακκηθή πξνζέγγηζε ζε 

δπλάκεηο ηνπ 0(x x ) , δηαπηζηώλνπκε όηη δίλεηαη από ηνλ ηύπν:                                        

0 0 0y f(x ) f (x )(x x )   .  

 

Τν γξάθεκά ηεο είλαη ε εθαπηόκελε επζεία ζην αληίζηνηρν ζεκείν ηεο 

θακπύιεο. Λέκε όηη γηα ηηκέο ηνπ x  γεηηνληθέο ηνπ 
0x , ε ηηκή ηεο 

πξνζεγγίδεη ηελ ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο, «θαιιίηεξα» από θάζε άιιε 

γξακκηθή ζπλάξηεζε.  Γξάθνπκε: 

                                       0 0 0f(x) f(x ) f (x )(x x )     όηαλ  0x x .  

 



 

Παπάδειγμα.   
Γίλνπκε ηηο γξακκηθέο πξνζεγγίζεηο νξηζκέλσλ ζπλαξηήζεσλ ζε 

ραξαθηεξηζηηθά ζεκεία ηνπο.  

Με βάζε ηελ ηειεπηαία ζρέζε: 

         ζην 
0x 0 :    xe 1 x  ,      ln(1 x) x  ,     1 x 1 x / 2   ,            

                        1(1 x) 1 x   ,        sinx x ,        cosx 1  

  θαη  ζην 
0x 1 :      lnx x 1   ,    

1 1 x
x 1 (x 1)

2 2


    .  

 

 Έηζη,  ιόγνπ ράξε,  0.1e 1 0.1 1.1   ,      l n 0 . 9 l n ( 1 0 . 1 ) 0 . 1    ,         

sin0.1 0.1  

                                 
0,1

1,1 1 0,1 1 1.05
2

     ,     

11
(1 0,1) 1 0,1 0,9

1,1

     .  

     Γηα     x 0  xe 1 x               Γηα   
1 x

x 1 x 0,5x 0,5
2


      

γπαμμικέρ πποζεγγίζειρ 

 

6. Γιαθοπικά.  

Θεσξνύκε κηα ζπλάξηεζε y f(x)  θαη ην γξάθεκά ηεο ζην επίπεδν. 

Αξρίδνληαο από θάπνηεο αξρηθέο ηηκέο x  θαη y , νλνκάδνπκε κεηαβνιέο 

(changes, differences):  

                              Δx  θαη Δy  

ηηο κεηαηνπίζεηο πάλσ ζηε θακπύιε. Αληίζηνηρα, νλνκάδνπκε δηαθνξηθά 

(differentials): 

                               dx θαη dy  

x  x  



 

ηηο κεηαηνπίζεηο πάλσ ζηελ εθαπηόκελε επζεία ηεο θακπύιεο, ζην ίδην 

ζεκείν.  

 
 

                       μεηαβολέρ                             διαθοπικά 

 

Σε αληίζεζε κε ηηο κεηαβνιέο ηα δηαθνξηθά έρνπλ κεηαμύ ηνπο απιή 

ζρέζε δηόηη ν ιόγνο ηνπο ηζνύηαη κε ηελ παξάγσγν ζην ζπγθεθξηκέλν 

ζεκείν: 

                                             dy y (x)dx  .  

Οη δύν έλλνηεο, απηή ηεο κεηαβνιή θαη απηή ηνπ δηαθνξηθνύ, ζπκπίπηνπλ 

κόλν γηα ηηο γξακκηθέο εμηζώζεηο. Σηε γεληθή πεξίπησζε ηα δηαθνξηθά 

ζεσξνύληαη σο πξνζεγγίζεηο ησλ κεηαβνιώλ όηαλ απηέο είλαη κηθξέο, κε 

ηελ παξαθάησ έλλνηα πνπ είλαη άκεζε ζπλέπεηα ηνπ νξηζκνύ ηεο 

παξαγώγνπ: 

 

- Αλ γηα ηελ αλεμάξηεηε κεηαβιεηή πάξνπκε ην δηαθνξηθό ίζν κε ηε 

κεηαβνιή ηόηε γηα ηελ εμαξηεκέλε κεηαβιεηή ην δηαθνξηθό πξνζεγγίδεη ηελ 

κεηαβνιή ηεο, κε ηελ έλλνηα όηη ν ιόγνο ηνπο ηείλεη ζην 1: 

    Αλ Δx dx 0   ηόηε Δy / dy 1  εθόζνλ dy 0 , δειαδή f (x) 0  .  

 

Με ηελ παξαπάλσ έλλνηα ηα δηαθνξηθά νλνκάδνληαη θαη νξηαθέο 

κεηαβνιέο (marginal changes). Λέκε επίζεο όηη ηα δηαθνξηθά δίλνπλ κηα 

εθηίκεζε (estimate) ησλ κεηαβνιώλ. Σε πνιιέο πεξηπηώζεηο καο 

ελδηαθέξεη κόλν ην πξόζεκν ησλ κεηαβνιώλ.  Σπκπεξαίλνπκε από ηελ 

παξαπάλσ ζρέζε όηη: 

- Γηα κηθξά Δx dx  ην πξόζεκν ηεο κεηαβνιήο Δy  ζπκπίπηεη κε ην 

πξόζεκν ηνπ δηαθνξηθνύ dy  αλ ην ηειεπηαίν είλαη κε κεδεληθό, δειαδή 

ζηα ζεκεία κε κε κεδεληθή παξάγωγν.  

 

dy  

dx  

(x,y)  
(x,y)  

 

Δx  

Δy  



 

Παπάδειγμα.  

Αλ 2y x x  ,  βξίζθνπκε:  

          
2Δy Δf(x) (1 2x)Δx (Δx)    ,   dy f (x)dx (1 2x)dx    

Π.ρ.  ζην {x 2, y 2}    κε Δx dx 0,1  , βξίζθνπκε 2Δx 0,01 ,  

                  θαη Δy 0,3099, dy 0,3100     

   

Τα δηαθνξηθά πξνζεγγίδνπλ ηηο κεηαβνιέο κε ηνλ ίδην ηξόπν πνπ νη 

γξακκηθέο πξνζεγγίζεηο πξνζεγγίδνπλ ηηο ζπλαξηήζεηο, παξαβιέπνληαο 

ηνπο όξνπο αλώηεξεο ηάμεο νη νπνίνη γηα «κηθξέο κεηαβνιέο» είλαη 

ζρεηηθά αζήκαληνη. 

 

Παπάδειγμα.  

Γηα ηελ εθζεηηθή ζπλάξηεζε xy e , ζα βξνύκε ην δηαθνξηθό ηεο ζε 

ηπρόλ ζεκείν αξρίδνληαο από ηελ κεηαβνιή, ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ 

γλσζηό ηύπν γξακκηθήο πξνζέγγηζεο: 

                     Δxe 1 Δx   εθόζνλ ην Δx  είλαη κηθξό: Δx dx 0   

Έρνπκε: 

             x Δx x x Δx x x xΔy e e e (e 1) e (1 Δx 1) e Δx e dx dy          .  


