
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΟΙΚΟΝΟΜΙΚΗΣ ΕΠΙΣΤΗΜΗΣ  I. Καηαηαθηήξηεο               13/12/21   

Διάρκεια εξέτασης: 2 ώρες 

 

1. (4 κνλάδεο)  

(α). Η ζπλάξηεζε  f(x)  έρεη ην γξάθεκα ηνπ παξαπιεύξσο  

ζρήκαηνο. Να γίλνπλ ηα γξαθήκαηα ησλ ζπλαξηήζεσλ 

κέζεο ηηκήο: Af(x) f(x) / x  θαη νξηαθήο ηηκήο: Mf(x) f (x)   

(β) Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 2f(x) 3 x  , ζην δηάζηεκα: x 0 . Να βξεζεί ην ζεκείν 

ηζνειαζηηθόηεηαο, γξαθηθά θαη αλαιπηηθά.  

(γ). Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε f(x) ln(1 x) 2x   , ζην δηάζηεκα x 0 . Να 

δηαπηζησζεί όηη είλαη θνίιε θαη λα βξεζεί ε κέγηζηε ηηκή ηεο. 

 (δ). Να βξεζεί ην όξην ηεο παξάζηαζεο: xxe  όηαλ x   θαη ζηε ζπλέρεηα λα 

ππνινγηζηεί ην νινθιήξσκα: x

0
xe dx




 . 

2. (4 κνλάδεο) 

(α). Οη εμηζώζεηο: 2{xy s, 2x y t}    νξίδνπλ πιεγκέλα ηα {x,y}  σο ζπλαξηήζεηο 

ησλ {s,t} . Να βξεζεί ε κεξηθή παξάγσγνο ηνπ x  σο πξνο t  ρξεζηκνπνηώληαο 

ηνπο ηύπνπο πιεγκέλεο παξαγώγηζεο.  

(β). Μηα ζπλάξηεζε f(x,y)  είλαη x αύμνπζα θαη y θζίλνπζα. Να 

ζθηαγξαθεζεί κηα ηζνζηαζκηθή ηεο ζηε ζεηηθή πεξηνρή. Να γίλεη ην ίδην αλ είλαη 

επηπιένλ γλσζηό όηη νξίδεη αύμνληα ξπζκό ππνθαηάζηαζεο/αληηζηάζκηζεο. 

(γ). Να δηαπηζησζεί όηη ε ζπλάξηεζε f(x,y) x / (x y)   είλαη νκνγελήο κεδεληθνύ 

βαζκνύ, θαη λα δηαηππσζεί ε αληίζηνηρε εμίζσζε Euler. 

(δ). Να βξεζεί γξαθηθά θαη αλαιπηηθά, ζηε ζεηηθή πεξηνρή: x 0,y 0  , ε ιύζε 

(x ,y )   ησλ πξνβιεκάησλ βειηηζηνπνίεζεο:  
2max{f(x,y) x y g(x,y) x y 4}    ,  1/2 1/4max{h(x,y) x y g(x,y) x y 4}    .  

 

3.(1 κνλάδα) 

(α). Η πνζόηεηα δήηεζεο Q  ελόο αγαζνύ εμαξηάηαη από ηελ κνλαδηαία ηηκή ηνπ 

P  θαη από ην εηζόδεκα Y , ζύκθσλα κε ηελ ζρέζε: 2Q P Y . Αλ ε ηηκή απμεζεί 

θαηά 2% , λα εθηηκεζεί πόζν πξέπεη λα κεηαβιεζεί ην εηζόδεκα ώζηε λα κελ 

αιιάμεη ε δήηεζε.  

(β). Η ζπλνιηθή δαπάλε γηα ηελ αγνξά ελόο αγαζνύ είλαη E QP , όπνπ Q  είλαη 

ε πνζόηεηα θαη P  ε κνλαδηαία ηηκή. Αλ ε πνζόηεηα απμεζεί θαηά 6%  θαη ε 

ηηκή ειαηησζεί θαηά 4%  λα εθηηκεζεί ε πνζνζηηαία κεηαβνιή ζηε ζπλνιηθή 

δαπάλε. Η πξαγκαηηθή κεηαβνιή ζα είλαη κεγαιύηεξε ή κηθξόηεξε από ηελ 

παξαπάλσ εθηίκεζε;  

4. (1 κνλάδα) 

Μηα παξαγσγηθή κνλάδα ρξεζηκνπνηεί δύν ζπληειεζηέο παξαγσγήο {K,L}  κε 

ζπλάξηεζε παξαγσγήο Q KL , θαη κε θόζηνο C vK wL  . Να βξεζεί ην 

κέγηζην θέξδνο αλ ε κνλαδηαία ηηκή ηνπ πξνηόληνο είλαη p  

 

ΤΕΛΟΣ     



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΟΙΚΟΝΟΜΙΚΗΣ ΕΠΙΣΤΗΜΗΣ  I. Καηαηαθηήξηεο               13/12/21 

Διάρκεια εξέτασης: 2 ώρες 

Θεωξία 

1. (4 κνλάδεο)  
(α). Η ζπλάξηεζε f(x)  έρεη ην γξάθεκα ηνπ παξαπιεύξωο 

ζρήκαηνο. Να γίλνπλ ηα γξαθήκαηα ηωλ ζπλαξηήζεωλ, 

κέζεο ηηκήο: Af(x) f(x) / x  θαη νξηαθήο ηηκήο: Mf(x) f (x)   

Λύζε. Σε θάζε ζεκείν, ε νξηαθή ηηκή δίλεηαη από ηελ θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο θαη ε κέζε από 

ηελ θιίζε ηεο αθηίλαο. Μέρξη ηελ γσλία ε νξηαθή ηηκή είλαη ζηαζεξή θαη ζπκπίπηεη κε ηελ 

κέζε ηηκή, δηόηη ε εθαπηνκέλε ζπκπίπηεη κε ηελ αθηίλα. Σηε ζπλέρεηα ε νξηαθή ηηκή γίλεηαη 

απόηνκα κεδεληθή ελώ ε κέζε κεηώλεηαη ζπλερώο δηόηη ε θιίζε ηεο αθηίλαο κηθξαίλεη. 

Δηδηθόηεξα: 

1. Μέρξη ηελ γσλία, έρνπκε: 

   
Af(x) f(x) / x α

f(x) αx
Mf(x) f (x) α

 
  

 
  

2. Μεηά ηελ γσλία, έρνπκε: 

    
Af(x) f(x) / x β / x 0 , όταν x

f(x) β
Mf(x) f (x) 0

    
  

 
 

 

(β) Δίλεηαη ε ζπλάξηεζε 2f(x) 3 x  , ζην δηάζηεκα: x 0 . Να βξεζεί ην ζεκείν 

ηζνειαζηηθόηεηαο, γξαθηθά θαη αλαιπηηθά.  

Λύζε. Τν γξάθεκα είλαη κηα αλεζηξακκέλε παξαβνιή, πςσκέλε 

θαηά 3. Τν ζεκείν ηζνειαζηηθόηεηαο βξίζθεηαη ζην ζεκείν όπνπ ε 

αθηίλα θαη ε εθαπηνκέλε έρνπλ ηελ ίδηα απόιπηε θιίζε. 

Δίλαη θζίλνπζα ζπλάξηεζε κε ζεκείν ηζνειαζηηθόηεηαο 

 
xf (x)

ε 1:
f(x)


       

2

xf (x) x( 2x)
1 1

f(x) 3 x

 
    



2x 1   

Δπνκέλσο έρνπκε ηζνειαζηηθόηεηα όηαλ x 1 , δηόηη x 0 . 

Παξαηήξεζε. Η άιιε επηινγή: ε 1:  δελ δίλεη ιύζε. 

 
(γ). Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε f(x) ln(1 x) 2x   , ζην δηάζηεκα x 0 . Να δηαπηζηωζεί όηη είλαη 

θνίιε θαη λα βξεζεί ε κέγηζηε ηηκή ηεο. 

Λύζε. Δίλαη θνίιε σο άζξνηζκα ηεο θνίιεο ln(1 x)  θαη ηεο γξακκηθήο 2x . Δμάιινπ, ε 

δεύηεξε παξάγσγνο είλαη (γλήζηα) αξλεηηθή: 
1

f (x) 2
1 x

  


,  
2

1
f (x) 0

(1 x)
   


.  

Έρνπκε πξόβιεκα Κπξηνύ Πξνγξακκαηηζκνύ. Τν κέγηζην ζα είλαη: 

1. ζηάζηκν:  
1 1

f (x) 2 0 x 0
1 x 2

       


, δελ ηθαλνπνηείηαη. 

2. αξηζηεξό ζύλνξν: x 0  κε f (0) 1 2 1 0      , ηθαλνπνηείηαη. 

Δπνκέλσο ην κέγηζην βξίζθεηαη ζην ζύλνξν x 0  , κε κέγηζηε ηηκή f ln(1 0) 0 0     . 

 

(δ). Να βξεζεί ην όξην ηεο παξάζηαζεο: xxe  όηαλ x   θαη ζηε ζπλέρεηα λα ππνινγηζηεί 

ην νινθιήξωκα: 
x

0
xe dx




 . 

Λύζε. Ο θαλόλαο L’ Hopital καο δίλεη: x

x x

x 1 1
xe 0

e e

 
   

 
, όηαλ x   

Με νινθιήξσζε θαηά κέξε, βξίζθνπκε: x x{f(x) x,g (x) e } {f (x) 1,g(x) e }         

 
β β

β

α
α α

f g f g f g       
x x x x

0 0
0 0

xe dx xe e dx (0 0) ( e ) 1
 

                      

 

3  

Mf  

Af  

Af Mf  



2 (4 κνλάδεο) 
(α). Οη εμηζώζεηο: 2{xy s, 2x y t}    νξίδνπλ πιεγκέλα ηα {x,y}  ωο ζπλαξηήζεηο ηωλ {s,t} . Να 

βξεζεί ε κεξηθή παξάγωγνο ηνπ x  ωο πξνο t  ρξεζηκνπνηώληαο ηνπο ηύπνπο πιεγκέλεο 

παξαγώγηζεο.  

Λύζε1. Με ηνπο ηύπνπο πιεγκέλεο παξαγώγηζεο 

 

t y

2
t y

22
x y

x y

f f 0 2xy

g g 1 1f(x,y,s, t) xy s 0 2xyx

f ft y 4xyg(x,y,s, t) 2x y t 0 y 2xy

2 1g g

    
      

     
 

Λύζε2. Με πιεγκέλε παξαγώγηζε, σο πξνο t , γηα ζηαζεξό s ,  απαιείθνληαο ην 
ty  

2 22
t t t t 2

t t t 2

t t t t

x y x2yy 0 x y x2yy 0xy s 2xy
x y x2y(1 2x ) 0 x

y 4xy2x y t 2x y 1 y 1 2x

       
          

        

  
 

(β). Μηα ζπλάξηεζε f(x,y)  είλαη x αύμνπζα θαη y θζίλνπζα. Να ζθηαγξαθεζεί κηα 

ηζνζηαζκηθή ηεο ζηε ζεηηθή πεξηνρή. Να γίλεη ην ίδην αλ είλαη επηπιένλ γλωζηό όηη νξίδεη 

αύμνληα ξπζκό ππνθαηάζηαζεο/αληηζηάζκηζε. 

Λύζε.  Οη ηζνζηαζκηθέο ζα έρνπλ θιίζε ζεηηθή όπσο π.ρ. ζην πξώην γξάθεκα. 

  f(x,y) c y y(x)     κε  x

x y

y

fdy
{f 0, f 0} 0

dx f
       

Αλ επηπιένλ νξίδεη αύμνληα ξπζκό ππνθαηάζηαζεο/αληηζηάζκηζεο, ηόηε 

ην κέηξν ηνπ ξπζκνύ ππνθαηάζηαζεο: dy / dx , δειαδή ην κέηξν ηεο 

θιίζεο ηεο ηζνζηαζκηθήο, ζα απμάλεη κε ην x , όπσο ζην δεύηεξν 

γξάθεκα. Δλαιιαθηηθά, ζαπηή ηελ πεξίπησζε νη παξάγσγνη {y , y }   ζα 

έρνπλ ην ίδην πξόζεκν, νπόηε ζα είλαη ακθόηεξνη ζεηηθνί, θαη ε 

ζπλάξηεζε ππνθαηάζηαζεο/αληηζηάζκηζεο πνπ νξίδεηαη πιεγκέλα από ηελ 

ηζνζηαζκηθή: f(x,y) c y y(x)   , ζα είλαη αύμνπζα θπξηή.  

 
(γ). Να δηαπηζηωζεί όηη ε ζπλάξηεζε f(x,y) x / (x y)   είλαη νκνγελήο κεδεληθνύ βαζκνύ, θαη 

λα δηαηππωζεί (κόλν) ε αληίζηνηρε εμίζωζε Euler. 

Λύζε. Η ζπλάξηεζε είλαη νκνγελήο κεδεληθνύ βαζκνύ, δηόηη είλαη ζπλάξηεζε ηνπ ιόγνπ ησλ 

ζπληεηαγκέλσλ: y / x , όπσο βξίζθνπκε δηαηξώληαο αξηζκεηή θαη παξνλνκαζηή κε x : 

x 1
f

x y 1 y / x
 

 
.  Δμάιινπ ηθαλνπνηεί: 

tx x
f(tx, ty) f(x,y)

tx ty x y
  

 
  

Η αληίζηνηρε εμίζσζε Euler είλαη:  
x yxf yf 0   

 

(δ). Να βξεζεί γξαθηθά θαη αλαιπηηθά, ζηε ζεηηθή πεξηνρή: x 0,y 0  , ε ιύζε (x ,y )   ηωλ 

πξνβιεκάηωλ βειηηζηνπνίεζεο:  
2max{f(x,y) x y g(x,y) x y 4}    ,  1/2 1/4max{h(x,y) x y g(x,y) x y 4}    .  

Λύζε. Τα δύν πξνβιήκαηα έρνπλ ηελ ίδηα ιύζε, δηόηη ε θάζε 

αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε είλαη αύμσλ κεηαζρεκαηηζκόο ηεο άιιεο:  

 1/4 2,h f , f h    κε  h 0  

Σην πξώην πξόβιεκα, ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε είλαη  αύμνπζα, 

επνκέλσο ε ιύζε ζα βξίζθεηαη ζηελ επζεία ηνπ ηζνηηθνύ πεξηνξηζκνύ: 

 2max{f(x,y) x y g(x,y) x y 4} με x 0, y 0       

Δηδηθόηεξα είλαη ηύπνπ C-D κε ππεξβνιηθέο ηζνζηαζκηθέο πνπ δίλνπλ εζωηεξηθή ιύζε, όπσο 

ζην γξάθεκα. Ο πεξηνξηζκόο βξίζθεηαη εμνινθιήξνπ ζηελ θάησ ζηαζκηθή ηεο 

αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο, νπόηε έρνπκε γλήζην πεξηνξηζκέλν νιηθό κέγηζην.  

f   



Λύζε1. Η ιύζε δίλεηαη από ηηο εμηζώζεηο Lagrange, ή ηζνδύλακα από ηηο εμηζώζεηο 

πεξηνξηζκέλεο ζηαζηκόηεηαο: 

 
2

x y y xf / g f / g x 2y2xy x 8 4
x ,y

x y 4 3 3x y 4g c

 
    

      
    

 

Τν ζύζηεκα έρεη θαη ηελ κεδεληθή ιύζε: (x 0, y 4}  , ε νπνία όκσο είλαη ζπλνξηαθή θαη 

απνξξίπηεηαη. Γηα ηνλ ραξαθηεξηζκό ηεο ιύζεο κπνξνύκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην θξηηήξην 

ηεο πιαηζησκέλεο Δζζηαλήο, κε ζπλάξηεζε Lagrange: 

 
x2

2

y

L 2xy λ
L(x,y,λ) f λ[c g)] x y λ(4 x y)

L x λ

  
        

  

 

xx xy x

L yx yy y

x y

L L g 2y 2x 1
8 4

H L L g 2x 0 1 1( 2x 0) 1( 2y 2x) 4x 2y 4 2 8
3 3

1 1 0g g 0

 

               

  

 

Βξήθακε: L L ΛΔ H 8 0 Η 0     , θαη επνκέλσο είλαη γλήζην πεξηνξηζκέλν ηνπηθό 

κέγηζην. Γξαθηθά, δηαπηζηώζακε παξαπάλσ όηη είλαη γλήζην πεξηνξηζκέλν νιηθό κέγηζην. 

Λύζε2. Με αληηθαηάζηαζε από ηνλ πεξηνξηζκό, βξίζθνπκε: 

 2 2 2 3y 4 x f x y x (4 x) 4x x ,        γηα 0 x 4   

Έρεη νιηθό κέγηζην ζην εζσηεξηθό ζηάζηκν: 

 2f 8x 3x x(8 3x) 0 x 8 / 3         

 

 

Εθαξκνγέο 

3.(1 κνλάδεο) 

(α). Η πνζόηεηα δήηεζεο Q  ελόο αγαζνύ εμαξηάηαη από ηελ κνλαδηαία ηηκή ηνπ P  θαη από ην 

εηζόδεκα Y , ζύκθωλα κε ηελ ζρέζε: 2Q P Y . Αλ ε ηηκή απμεζεί θαηά 2% , λα εθηηκεζεί πόζν 

πξέπεη λα κεηαβιεζεί ην εηζόδεκα ώζηε λα κελ αιιάμεη ε δήηεζε.  

(β). Η ζπλνιηθή δαπάλε γηα ηελ αγνξά ελόο αγαζνύ είλαη E QP , όπνπ Q  είλαη ε πνζόηεηα θαη 

P  ε κνλαδηαία ηηκή. Αλ ε πνζόηεηα απμεζεί θαηά 6%  θαη ε ηηκή ειαηηωζεί θαηά 4%  λα 

εθηηκεζεί ε πνζνζηηαία κεηαβνιή ζηε ζπλνιηθή δαπάλε. Η πξαγκαηηθή κεηαβνιή ζα είλαη 

κεγαιύηεξε ή κηθξόηεξε από ηελ παξαπάλω εθηίκεζε;  

Λύζε. Γηα εθηηκήζεηο ρξεζηκνπνηνύκε δηαθνξηθά 

(α). Γηα ζηαζεξή δήηεζε Q q  ηα {P,Y}  ζα ηθαλνπνηνύλ ηελ εμίζσζε: 

 2 2P Υ q Υ qP     

Έρνπκε δύλακε, νπόηε ε ειαζηηθόηεηα ηνπ Y  σο πξνο P  γηα ζηαζεξό Q  , ζα είλαη: ε 2  

Δπνκέλσο ε απαηηνύκελε κεηαβνιή ηoπ εηζνδήκαηνο ζα ηθαλνπνηεί: 

 %dΥ ε(%dP) 2 2 4%    , αύμεζε 

Δλαιιαθηηθά, έρνπκε όηη ζύκθσλα κε ηελ ζεσξία ησλ ειαζηηθνηήησλ, ε πνζνζηηαία 

κεηαβνιή ηεο πνζόηεηαο δήηεζεο ζα ηθαλνπνηεί ηελ ζρέζε: 

 %dQ 2(%dP) 1(%dΥ) 0 %dY 2(%dP) 2 2 4%          

(β). Σην γηλόκελν ηα πνζνζηηαία δηαθνξηθά πξνζηίζεληαη. Δπνκέλσο: 

 %dE %dQ %dP 6 4 2%      

είλαη ε εθηίκεζε γηα ηελ κεηαβνιή ηεο δαπάλεο. Έρνπκε αύμεζε 2% . Σηελ πξαγκαηηθόηεηα 

ε αύμεζε ζα είλαη ιίγν κηθξόηεξε, δηόηη νη κεηαβνιέο ηθαλνπνηνύλ ηε ζρέζε: 

 

ΔE (Q ΔQ)(P ΔP) QP PΔQ QΔP ΔQΔP

ΔE PΔQ QΔP ΔQΔP ΔQ ΔP ΔQ ΔP

E E E E Q P Q P

%ΔQ%ΔP
%ΔE %ΔQ %ΔP 6 4 0.24 1.76%

100
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4. (1 κνλάδεο) 

Μηα παξαγωγηθή κνλάδα ρξεζηκνπνηεί δύν ζπληειεζηέο παξαγωγήο {K,L}  κε ζπλάξηεζε 

παξαγωγήο Q KL , θαη κε θόζηνο C vK wL  . Να βξεζεί ην κέγηζην θέξδνο αλ ε κνλαδηαία 

ηηκή ηνπ πξνηόληνο είλαη p  

Λύζε.  
Η ζπλάξηεζε θέξδνπο: 
 Π pKL vK wL    

έρεη ην ζηάζηκν: 

 
K

L

Π pL v 0 K w /p

Π pK w 0 L v /p

    
 

    
  κε 

w v w v vw
Π p v w 0

p p p p p
       

Πξνθαλώο δελ δίλεη κέγηζην δηόηη έρνπκε ηελ επηινγή: {K 0,L 0} Π 0    .  

Δμάιινπ ν Δζζηαλόο πίλαθαο καο δίλεη όηη ην ζεκείν δελ είλαη αθξόηαην: 
2 2

KK LL KL KK LL KLΠ 0, Π 0, Π p & Δ Π Π Π p 0        ,  ζαγκαηηθό 

Τν κέγηζην ζα βξίζθεηαη ζην ζύλνξν ή ζην άπεηξν. Σην ζύλνξν έρνπκε: 

 {K 0 Π wL 0}       ή {L 0 Π vK 0}      

Τν κέγηζην βξίζθεηαη ζην άπεηξν, θαη είλαη άπεηξν, όπσο δηαπηζηώλνπκε π.ρ. αλ πάξνπκε: 
2K L Π pL (v w)L        

Παξαηεξνύκε όηη ε ζπλάξηεζε παξαγσγήο είλαη αύμνπζαο απόδνζεο θιίκαθαο: 

 2Q(tK,tL) t Q(K,L) .   

 
ΤΕΛΟΣ     


