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ΦξνληηζηήξηνΕθ.ΙΙΙ(Β) 

1. 
Χξεζηκνπνηώληαο εξγαζία  L  κε κνλαδηαίν θόζηνο w , κηα επηρείξεζε έρεη παξαγωγή 

Q ln(1 L)  ε νπνία δηαηίζεηαη ζηελ αγνξά κε  κνλαδηαία ηηκή p . Αλ ε επηρείξεζε 

ιεηηνπξγεί κεγηζηνπνηώληαο ην θέξδνο, λα βξεζνύλ ηα παξαθάηω: 

(α). Οη ηηκέο ηωλ {p,w}  γηα ηηο νπνίεο ζα ππάξμεη παξαγωγή. 

(β). Τν (κέγηζην) θέξδνο π  ωο ζπλάξηεζε ηωλ {p,w} .  Να δηεξεπλεζνύλ νη ηδηόηεηεο 

κνλνηνλίαο θαη θπξηόηεηαο απηήο ηεο ζπλάξηεζεο. 

2 

Μηα παξαγωγηθή κνλάδα ρξεζηκνπνηεί ζπληειεζηή παξαγωγήο K  κε κνλαδηαίν θόζηνο 

v  θαη παξάγεη πνζόηεηα Q K  ελόο πξνϊόληνο ην νπνίν δηαηίζεηαη κε κνλαδηαία ηηκή 

p . Να βξεζεί ην κέγηζην θέξδνο π  ωο ζπλάξηεζε ηωλ παξακέηξωλ {v,p}  θαη λα 

δηεξεπλεζνύλ νη ηδηόηεηεο κνλνηνλίαο, θπξηόηεηαο θαη νηνλεί θπξηόηεηαο απηήο ηεο 

ζπλάξηεζεο. Να εξκελεπηνύλ νη παξαπάλω ηδηόηεηεο, θαη λα ζθηαγξαθεζνύλ νη 

ηζνζηαζκηθέο ηεο ζπλάξηεζεο κέγηζηνπ θέξδνπο: π(v,p) . 

3.  
Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε παξαγωγήο: 3/ 2 3/ 2 2/3Q(K,L) (K L )   κε {K 0,L 0}  . 

α). Να γίλεη ην γξάθεκα κηαο θακπύιεο ηζνπαξαγωγήο, θαη λα δηεξεπλεζεί αλ ε 

ζπλάξηεζε παξαγωγήο είλαη νηνλεί θνίιε ή νηνλεί θπξηή θαη αλ νξίδεη αύμνληα ή 

θζίλνληα ξπζκό ππνθαηάζηαζεο ηωλ ζπληειεζηώλ παξαγωγήο. 

β). Να  βξεζεί γξαθηθά ε ιύζε ηνπ παξαθάηω πξνβιήκαηνο ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ 

θόζηνπο: 

 3/ 2 3/ 2 2/3min{C 2K L Q(K,L) (K L ) 1}      

4.  
Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε παξαγωγήο: 3/2 3/2Q(K,L) K 8L   όπνπ {K 0,L 0}   είλαη νη 

πνζόηεηεο ζπκκεηνρήο ηωλ δύν ζπληειεζηώλ παξαγωγήο. 

α) Να γίλεη ην γξάθεκα κηαο θακπύιεο ηζνπαξαγωγήο, θαη λα ζρνιηαζηεί. 

β) Αλ νη κνλαδηαίεο ηηκέο ηωλ δύν ζπληειεζηώλ είλαη {v,w}  αληίζηνηρα, λα βξεζνύλ νη 

βέιηηζηεο πνζόηεηεο ζπκκεηνρήο ηωλ δύν ζπληειεζηώλ πνπ ειαρηζηνπνηνύλ ηελ δαπάλε 

γηα επηζπκεηό επίπεδν παξαγωγήο q .  

5.  
Θεωξνύκε ην πξόβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ θόζηνπο παξαγωγήο γηα δνζκέλε 

πνζόηεηα παξαγωγήο: 

 ρ ρmin{C vK wL Q K L q}       κε  0 ρ 1   

όπνπ {v,w}  είλαη νη κνλαδηαίεο ηηκέο ηωλ ζπληειεζηώλ παξαγωγήο, θεθαιαίνπ θαη 

εξγαζίαο: {K,L}  αληίζηνηρα. 

1. Να γίλνπλ ηα γξαθήκαηα ηωλ θακπύιωλ ηζνπαξαγωγήο. 

2. Να δηαπηζηωζεί όηη ζηηο βέιηηζηεο πνζόηεηεο ηωλ ζπληειεζηώλ παξαγωγήο, ν ιόγνο 

ζπκκεηνρήο: K / L  εμαξηάηαη κόλν από ην ιόγν ηωλ κνλαδηαίωλ ηηκώλ: v / w  

6.  
Έλα κνλνπώιην πνπ ιεηηνπξγεί κεγηζηνπνηώληαο ην θέξδνο, δηαζέηεη ην πξνϊόλ ηνπ ζε 

δύν αγνξέο, ζε πνζόηεηεο {X,Y}  κε κνλαδηαίεο ηηκέο {V,W}  θαη κε εμηζώζεηο δήηεζεο: 

{V 5 Y, W 4 2X}     αληίζηνηρα, θαη κε εληαίν ζπλνιηθό θόζηνο: C 2 2(X Y)   . 

α) Να βξεζεί ε ζπλάξηεζε θέξδνπο Π(Χ,Υ) , θαη λα ζθηαγξαθεζνύλ νη ηζνζηαζκηθέο ηεο. 

β) Να βξεζνύλ νη ηηκέο δηάζεζεο ηνπ πξνηόληνο ζηηο δύν αγνξέο γηα κέγηζην θέξδνο. 

γ) Τν θέξδνο ζα είλαη κεγαιύηεξν ή κηθξόηεξν αλ επηβιεζεί εληαία ηηκή ζηηο δύν αγνξέο; 

Να γίλνπλ θαη ηα ζρεηηθά γξαθήκαηα. 
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7.  
Έλα κνλνπώιην πνπ ιεηηνπξγεί κεγηζηνπνηώληαο ηα θέξδε ηνπ δηαζέηεη ην πξνϊόλ ηνπ ζε 

δύν αγνξέο, ζε πνζόηεηεο {X,Y} κε κνλαδηαίεο ηηκέο {V,W}  θαη κε εμηζώζεηο δήηεζεο 

{V 1 2X, W 4 Y}     αληίζηνηρα, θαη κε εληαίν ζπλνιηθό θόζηνο C 2 2(X Y)   . 

1. Να δηαηππωζεί ε ζπλάξηεζε θέξδνπο, θαη λα ζθηαγξαθεζνύλ νη ηζνζηαζκηθέο ηεο. 

2. Να βξεζνύλ αλαιπηηθά θαη γεωκεηξηθά νη πνζόηεηεο δηάζεζεο ζηηο δύν αγνξέο πνπ 

κεγηζηνπνηνύλ ην θέξδνο. 

3. Να ππνινγηζηεί ην θέξδνο. 

8.  

Μηα επηρείξεζε δηαζέηεη ην ίδην πξνϊόλ  ζε δηαθνξεηηθέο αγνξέο, ζε πνζόηεηεο {X,Y}  

αληίζηνηρα, κε ζπλνιηθό θόζηνο C X Y  , θαη εμηζώζεηο δήηεζεο: V 2 X   θαη  

W 4 Y   αληίζηνηρα, όπνπ {w,v}  είλαη νη αληίζηνηρεο κνλαδηαίεο ηηκέο. Η επηρείξεζε 

ιεηηνπξγεί κεγηζηνπνηώληαο ην θέξδνο: Π(X,Y) VX WY C(X,Y)   . 

α)  Να βξεζεί ε ζπλάξηεζε θέξδνπο θαη λα γίλεη ην γξάθεκα ηωλ ηζνζηαζκηθώλ ηεο. 

β) Να βξεζνύλ νη ηηκέο ζηηο δύν αγνξέο πνπ κεγηζηνπνηνύλ ην θέξδνο. 

9.  
Θεωξνύκε ην πξόβιεκα κεγηζηνπνίεζεο ρξεζηκόηεηαο U  ζηελ θαηαλάιωζε δύν 

αγαζώλ ζε πνζόηεηεο {X,Y} , κε δνζκέλεο κνλαδηαίεο ηηκέο {v,w}  θαη δνζκέλε δαπάλε 

c : 

     
{X,Y}
max{U 2 X Y C vX wY c}    

α) Να βξεζεί ε ιύζε {x,y}  γξαθηθά θαη αλαιπηηθά.   

β) Να δηαπηζηωζεί όηη ν ιόγνο ζπκκεηνρήο ηωλ δύν αγαζώλ ζηε δαπάλε: vx / wy , 

εμαξηάηαη κόλν από ην ιόγν ηωλ κνλαδηαίωλ ηηκώλ: v / w .  

10. 
Θεωξνύκε ην πξόβιεκα κεγηζηνπνίεζεο ηεο ρξεζηκόηεηαο U  ζηελ θαηαλάιωζε δύν 

αγαζώλ ζε πνζόηεηεο {X,Y}  κε δνζκέλεο κνλαδηαίεο ηηκέο {v,w}  θαη δνζκέλε δαπάλε c : 

 
{X,Y}
max{U X 2 Y C vX wY c}        

Να βξεζεί ε ιύζε {x,y}  γξαθηθά θαη αλαιπηηθά.   

11. 

Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε ρξεζηκόηεηαο: 5/2 5/2U(X,Y) ln(X 4Y )   όπνπ {X 0,Y 0}   

είλαη νη πνζόηεηεο θαηαλάιωζεο δύν αγαζώλ. 

α). Να γίλεη ην γξάθεκα κηαο θακπύιεο αδηαθνξίαο. 

β). Αλ νη κνλαδηαίεο ηηκέο ηωλ δύν αγαζώλ είλαη {v,w}  αληίζηνηρα, λα βξεζνύλ νη 

βέιηηζηεο πνζόηεηεο θαηαλάιωζεο {X ,Y }   ηωλ δύν αγαζώλ πνπ ειαρηζηνπνηνύλ ηελ 

δαπάλε γηα επηζπκεηό επίπεδν ρξεζηκόηεηαο u . 

12.  
Σε κηα ζύλζεηε παξαγωγή δύν πξνηόληα παξάγνληαη ζε πνζόηεηεο (X,Y)  κε ζπλάξηεζε 

θόζηνπο:  1/ 2 1/ 2 2C(X,Y) 1 (X Y )   . 

α). Να γίλεη ην γξάθεκα κηαο θακπύιεο ηζνθόζηνπο θαη λα δηεξεπλεζεί αλ ε ζπλάξηεζε 

θόζηνπο είλαη νηνλεί θνίιε ή νηνλεί θπξηή, θαη αλ νξίδεη θζίλνληα ή αύμνληα ξπζκό 

ππνθαηάζηαζεο ηωλ πξνϊόληωλ ζην θόζηνο. 

β). Να  βξεζεί γξαθηθά ε ιύζε ηνπ παξαθάηω πξνβιήκαηνο κεγηζηνπνίεζεο ηνπ εζόδνπ: 

 1/ 2 1/ 2 2max{R 2X Y C 1 (X Y ) 2}      , 

θαη λα ζρνιηαζηεί ην απνηέιεζκα.  
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13.  
Μηα παξαγωγηθή κνλάδα ρξεζηκνπνηεί δύν ζπληειεζηέο παξαγωγήο {K,L}  κε ζπλάξηεζε 

παξαγωγήο Q KL , θαη κε θόζηνο C vK wL  . Να βξεζεί ην κέγηζην θέξδνο αλ ε 

κνλαδηαία ηηκή ηνπ πξνηόληνο είλαη p  

14.  
Μηα παξαγωγηθή κνλάδα ιεηηνπξγεί κε ζπλάξηεζε παξαγωγήο Q(K,L)  

ρξεζηκνπνηώληαο δύν ζπληειεζηέο παξαγωγήο: θεθάιαην K  κε κνλαδηαίν θόζηνο v  θαη 

εξγαζία L  κε κνλαδηαίν θόζηνο w .  Αλ ην πξνηόλ δηαηίζεηαη κε κνλαδηαία ηηκή p , λα 

βξεζεί ην κέγηζην θέξδνο ζηηο παξαθάηω πεξηπηώζεηο: 

α)  Q K 2 L   β) Q KL   γ)  Q K 2L   

15.  
Θεωξνύκε ην πξόβιεκα κεγηζηνπνίεζεο θέξδνπο: 1/2 1/4max{f x y wx vy}   ,  ζηε ζεηηθή 

πεξηνρή  {x 0,y 0}  , κε παξακέηξνπο: {w 0,v 0}  . Να εξκελεπηεί θαη λα βξεζεί ε 

κέγηζηε ηηκή  f    ωο ζπλάξηεζε ηωλ παξακέηξωλ. Επίζεο λα δηεξεπλεζνύλ νη ηδηόηεηεο 

κνλνηνλίαο απηήο ηεο ζπλάξηεζεο.   

16 
Μηα επηρείξεζε δηαζέηεη ην ίδην πξνϊόλ  ζε δηαθνξεηηθέο αγνξέο, ζε πνζόηεηεο {X,Y}  

αληίζηνηρα, κε ζπλνιηθό θόζηνο C X Y  , θαη εμηζώζεηο δήηεζεο: V 2 X   θαη  

W 4 Y   αληίζηνηρα, όπνπ {W,V}  είλαη νη αληίζηνηρεο κνλαδηαίεο ηηκέο. Η επηρείξεζε 

ιεηηνπξγεί κεγηζηνπνηώληαο ην θέξδνο: Π(X,Y) VX WY C(X,Y)   . 

α)  Να βξεζεί ε ζπλάξηεζε θέξδνπο θαη λα γίλεη ην γξάθεκα ηωλ ηζνζηαζκηθώλ ηεο. 

β) Να βξεζνύλ νη ηηκέο ζηηο δύν αγνξέο πνπ κεγηζηνπνηνύλ ην θέξδνο: 

1. ζηελ πεξίπηωζε πνπ επηηξέπεηαη δηαθνξνπνίεζε ηηκώλ,  

2. ζηελ πεξίπηωζε πνπ επηβάιιεηαη εληαία ηηκή ζηηο δύν αγνξέο.  

Πόηε ζα είλαη ην θέξδνο κεγαιύηεξν?  

17. (1 κνλάδα) 

Μηα επηρείξεζε δηαζέηεη ην ίδην πξνϊόλ  ζε δηαθνξεηηθέο αγνξέο, ζε πνζόηεηεο {X,Y}  

αληίζηνηρα, κε ζπλνιηθό θόζηνο C X Y  , θαη εμηζώζεηο δήηεζεο: V 3 X   θαη  

W 5 Y   αληίζηνηρα, όπνπ {V,W}  είλαη νη αληίζηνηρεο κνλαδηαίεο ηηκέο. Η επηρείξεζε 

ιεηηνπξγεί κεγηζηνπνηώληαο ην θέξδνο: Π(X,Y) VX WY C(X,Y)   . Να ππνινγηζηνύλ νη 

ηηκέο δηάζεζεο θαη ην θέξδνο, ζηηο παξαθάηω πεξηπηώζεηο:  

α) Επηηξέπεηαη δηαθνξνπνίεζε ηηκώλ ζηηο δύν αγνξέο 

β) Επηβάιιεηαη εληαία ηηκή ζηηο δύν αγνξέο.  

18 
Μηα παξαγωγηθή κνλάδα ρξεζηκνπνηεί δύν ζπληειεζηέο παξαγωγήο {K,L}  κε ζπλάξηεζε 

παξαγωγήο Q K L , θαη κε θόζηνο C 8K L  .  

1. Να βξεζεί ε κέγηζηε παξαγωγή κε επηηξεπηό θόζηνο C 300  

2. Να εθηηκεζεί ε αύμεζε ηεο κέγηζηεο παξαγωγήο αλ ην επηηξεπηό θόζηνο απμεζεί ζε 

C 304  
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ΦξνληηζηήξηνΕθ.ΙΙΙ(Β)-Λύζεηο 

1. 
Χξεζηκνπνηώληαο εξγαζία  L  κε κνλαδηαίν θόζηνο w , κηα επηρείξεζε έρεη παξαγωγή 

Q ln(1 L)  ε νπνία δηαηίζεηαη ζηελ αγνξά κε  κνλαδηαία ηηκή p . Αλ ε επηρείξεζε 

ιεηηνπξγεί κεγηζηνπνηώληαο ην θέξδνο, λα βξεζνύλ ηα παξαθάηω: 

(α). Οη ηηκέο ηωλ {p,w}  γηα ηηο νπνίεο ζα ππάξμεη παξαγωγή. 

(β). Τν (κέγηζην) θέξδνο π  ωο ζπλάξηεζε ηωλ {p,w} .  Να δηεξεπλεζνύλ νη ηδηόηεηεο 

κνλνηνλίαο θαη θπξηόηεηαο απηήο ηεο ζπλάξηεζεο. 

Λύζε.  

(α).Τν θέξδνο:     Π(L) pQ C pln(1 L) wL , είλαη θνίιε, κε κέγηζην ζην ζηάζηκν: 

  
p

Π' w 0
1 L

  


  
p

L 1
w

   , αλ    L 0 p w ,  

νπόηε θαη ζα έρνπκε παξαγσγή.  

Αλ ε ζπλζήθε δελ ηθαλνπνηείηαη: p w , ηόηε ε ιύζε ζα βξίζθεηαη ζην ζύλνξν:  L 0 , δηόηη: 

   Π'(0) p w 0 ,  

νπόηε θαη δελ ζα έρνπκε παξαγσγή . 

(β). Αλ p w , ηόηε ην θέξδνο είλαη: π 0 .  

     Αλ  p w ,  ηόηε ην (κέγηζην) θέξδνο είλαη:  

 π pln(1 L ) wL   
p

pln( ) (p w) plnp p plnw w
w

        

Έρνπκε:  

 
p

w

π lnp lnw ln(p / w) 0
π plnp p plnw w

π p / w 1 0

     
      

     
p αύμνπζα, w  θζίλνπζα 

Όζνλ αθνξά θπξηόηεηα, βξίζθνπκε: 

 
pp pwp

2

wp www

π 1/p π 1/ wπ lnp lnw ln(p / w) 0

π 1/ w π p / wπ p / w 1 0

         
              

  κε 
2 2

1 1
Δ 0

w w
    

Δίλαη {p,w}  θπξηή, δηόηη έρνπκε: 

 2

pp ww pp ww pwπ 0, π 0, Δ π π π 0      

  
2 

Μηα παξαγωγηθή κνλάδα ρξεζηκνπνηεί ζπληειεζηή παξαγωγήο K  κε κνλαδηαίν θόζηνο 

v  θαη παξάγεη πνζόηεηα Q K  ελόο πξνϊόληνο ην νπνίν δηαηίζεηαη κε κνλαδηαία ηηκή 

p . Να βξεζεί ην κέγηζην θέξδνο π  ωο ζπλάξηεζε ηωλ παξακέηξωλ {v,p}  θαη λα 

δηεξεπλεζνύλ νη ηδηόηεηεο κνλνηνλίαο, θπξηόηεηαο θαη νηνλεί θπξηόηεηαο απηήο ηεο 

ζπλάξηεζεο. Να εξκελεπηνύλ νη παξαπάλω ηδηόηεηεο, θαη λα ζθηαγξαθεζνύλ νη 

ηζνζηαζκηθέο ηεο ζπλάξηεζεο κέγηζηνπ θέξδνπο: π(v,p) . 

Λύζε. Η ζπλάξηεζε θέξδνπο: 

  Π(K) R(K) C(K) pQ(K) vK p K vK       

είλαη θνίιε κε κέγηζην ζην ζηάζηκν ζεκείν: 

 2 2Π(K) p / 2 K v 0 K p / 4v       

Τν κέγηζην θέξδνο είλαη: 

 
2 2

2 1

2

p p p
π Π(K ) p K vK p v p v / 4

2v 4v4v

           

Ωο ζπλάξηεζε ησλ παξακέηξσλ ε παξαπάλσ ζπλάξηεζε κέγηζηνπ θέξδνπο είλαη: 

1. p αύμνπζα, v θζίλνπζα 

Τν κέγηζην θέξδνο απμάλεη όηαλ απμάλεη ε ηηκή ηνπ πξνηόληνο ή όηαλ κηθξαίλεη ην θόζηνο 

ηνπ ζπληειεζηή 
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2. p θπξηή, v θπξηή, (v,p) θπξηή, δηόηη ν Δζζηαλόο πίλαθαο 
πH  είλαη ζεηηθά 

εκηνξηζκέλνο: 

 

1 2 2

p v

1 2 3 2

pp vv pv

2 2 4 2 4

pp vv pv

{π pv / 2, π p v / 4},

{π v / 2, π p v / 2, π pv / 2},

Δ π π (π ) p v / 4 p v / 4 0

 

  

 

  

   

    

 

     vv pp π{π 0, π 0, Δ 0} H 0      . 

Καζώο ε ηηκή ηνπ πξνηόληνο απμάλεη ή/θαη ην θόζηνο ηνπ ζπληειεζηή κηθξαίλεη, ην κέγηζην 

θέξδνο απμάλεη κε αύμνληα ξπζκό  

3. (v,p) νηνλεί θπξηή, δηόηη είλαη (v,p) θπξηή. Δμάιινπ νη θάησ ζηαζκηθέο πεξηνρέο είλαη 

θπξηέο, όπσο θαίλεηαη ζην γξάθεκα, δηόηη δίλνληαη από ην εζσηεξηθό παξαβνιώλ.  

Αθξαίνη ζπλδπαζκνί ηηκήο ηνπ πξνηόληνο θαη θόζηνπο ηνπ ζπληειεζηή: {A,B} , είλαη 

πεξηζζόηεξν θεξδνθόξνη από ελδηάκεζνπο ζπλδπαζκνύο Γ , όπσο θαίλεηαη ζην δεύηεξν 

γξάθεκα παξαπάλσ. Δπίζεο θαζώο ην v  απμάλεη ηόηε γηα λα δηαηεξεζεί ζηαζεξή ε 

θεξδνθνξία, ζα πξέπεη βέβαηα θαη ην p  λα απμάλεη αιιά κε θζίλνληα ξπζκό, όπσο θαίλεηαη 

ζην δεύηεξν γξάθεκα παξαπάλσ. 

3.  
Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε παξαγωγήο: 3/ 2 3/ 2 2/3Q(K,L) (K L )   κε {K 0,L 0}  . 

α). Να γίλεη ην γξάθεκα κηαο θακπύιεο ηζνπαξαγωγήο, θαη λα δηεξεπλεζεί αλ ε 

ζπλάξηεζε παξαγωγήο είλαη νηνλεί θνίιε ή νηνλεί θπξηή θαη αλ νξίδεη αύμνληα ή 

θζίλνληα ξπζκό ππνθαηάζηαζεο ηωλ ζπληειεζηώλ παξαγωγήο. 

β). Να  βξεζεί γξαθηθά ε ιύζε ηνπ παξαθάηω πξνβιήκαηνο ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ 

θόζηνπο: 

 3/ 2 3/ 2 2/3min{C 2K L Q(K,L) (K L ) 1}      

Λύζε.  

α). Οη ζηαζκηθέο ηεο Q(K,L)  είλαη ίδηεο κε ηηο ζηαζκηθέο ηεο 3/ 2 3/ 2H(K,L) K L  , δηόηη ε Q  

είλαη αύμσλ κεηαζρεκαηηζκόο ηεο H : 2/3Q H . Η ζπλάξηεζε H  είλαη ηεο γλσζηήο κνξθήο: 

 α αx y   κε α 1  

Οη ηζνζηαζκηθέο ηεο έρνπλ ην γλσζηό ζρήκα ηνπ πξώηνπ από ηα παξαθάησ δύν γξαθήκαηα, 

κε ηηο θάησ ζηαζκηθέο θπξηέο. Τν ίδην ζα ηζρύεη γηα ηηο ζηαζκηθέο ηεο αξρηθήο Q . 

Σπκπεξαίλνπκε όηη, όπσο θαη ε H , ε Q  είλαη νηνλεί θπξηή θαη νξίδεη αύμνληα ξπζκό 

ππνθαηάζηαζεο, δειαδή δελ είλαη θαλνληθή.  

β). Τέινο όπσο θαίλεηαη από ην δεύηεξν γξάθεκα παξαθάησ, ε ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη 

πάληνηε ζπλνξηαθή. Δμάιινπ νη αθξαίνη ζπλδπαζκνί (K,L)  είλαη πην παξαγσγηθνί. 

Δηδηθόηεξα εδώ βξίζθεηαη ζην πάλσ ζύλνξν A : (K 0,L 1)  , όπνπ ε κηθξόηεξε ηζνζηαζκηθή 

ηεο C 2K L   ζπλαληάεη ηελ πεξηνρή Q 1 , κε C 2 0 1 1     . Σην άιιν ζύλνξν 

Β: (K 1,L 0)  , ην θόζηνο είλαη κεγαιύηεξν: C 2 1 0 2     . 

2π α v p / 4α    

3π α  

2π α  

1π α  

π α  π  

v  

p  
B  

A  

p  

v  

2π α v p / 4α    

Γ  

Q  A  

L  

K  
Q c  

Q 1  

C  
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Παξαηήξεζε. 

1. Η ζπλάξηεζε παξαγσγήο δελ είλαη θαλνληθή σο πξνο ηελ θπξηόηεηα. 

2. Οη δύν ζπληειεζηέο παξαγσγήο είλαη πιήξσο ππνθαηάζηαηνη. Καζώο νη ηηκέο 

κεηαβάιινληαη ε ιύζε πεγαίλεη από ηελ κηα θνξπθή ζηελ άιιε. Αγλνεί ην ελδηάκεζν ηκήκα. 

3. Δλδηάκεζνη ζπλδπαζκνί ησλ ζπληειεζηώλ είλαη ιηγόηεξν παξαγσγηθνί.  

  

4.  
Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε παξαγωγήο: 3/2 3/2Q(K,L) K 8L   όπνπ {K 0,L 0}   είλαη νη 

πνζόηεηεο ζπκκεηνρήο ηωλ δύν ζπληειεζηώλ παξαγωγήο. 

α) Να γίλεη ην γξάθεκα κηαο θακπύιεο ηζνπαξαγωγήο, θαη λα ζρνιηαζηεί. 

β) Αλ νη κνλαδηαίεο ηηκέο ηωλ δύν ζπληειεζηώλ είλαη {v,w}  αληίζηνηρα, λα βξεζνύλ νη 

βέιηηζηεο πνζόηεηεο ζπκκεηνρήο ηωλ δύν ζπληειεζηώλ πνπ ειαρηζηνπνηνύλ ηελ δαπάλε 

γηα επηζπκεηό επίπεδν παξαγωγήο q .  

Λύζε.  

α) Η εμίζσζε ηζνπαξαγσγήο αλήθεη ζηελ γλσζηή θαηεγνξία 

ησλ εμηζώζεσλ ηνπ ηύπνπ: 

 α αx y c  , κε α 1     

Παξηζηάλεηαη κε ηελ καύξε γξακκή ζην γξάθεκα.  

Η ζπγθεθξηκέλε ζπλάξηεζε παξαγωγήο δελ είλαη θαλνληθή. 

Δίλαη θπξηή αληί θνίιε. Οη θάησ ζηαζκηθέο ηεο: {Q q}  είλαη 

θπξηέο πεξηνρέο, κε απνηέιεζκα, όπσο θαίλεηαη θαη από ηελ δηαθεθνκκέλε γξακκή ζην 

γξάθεκα, ελδηάκεζνη ζπλδπαζκνί ηωλ ζπληειεζηώλ παξαγωγήο 
3{K }  λα είλαη ιηγόηεξν 

παξαγωγηθνί από αθξαίνπο ζπλδπαζκνύο 
1 2{K ,K } . 

β) Η ιύζε ειάρηζηεο δαπάλεο βξίζθεηαη πάληνηε ζέλα από ηα ζπλνξηαθά ζεκεία {A,B} . (Τν 

πεξηνξηζκέλν ζηάζηκν C  δίλεη κέγηζηε δαπάλε). Υπνινγίδνπκε ηελ αληίζηνηρε δαπάλε ζηα 

δύν ζπλνξηαθά ζεκεία: 

 3/2 3/2 2/3 2/3

AA : {K 8L q, L 0} {K q ,L 0}, C vK wL vq          

 3/2 3/2 2/3 2/3 2/3

BB: {K 8L q, K 0} {K 0,L 8 q }, C vK wL w4q            

Η ειάρηζηε δαπάλε είλαη: 

 
αν

αν

2/3

A2/3 2/3

A B 2/3

B

C vq v 4w
c min{C ,C } min{vq ,w4q }

C w4q v 4w

  
   

 

 

Έηζη, ζα ρξεζηκνπνηεζεί κόλν ην  2/3K q   αλ v 4w , κόλν ην  2/3L 4q   αλ v 4w .   

5.  
Θεωξνύκε ην πξόβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ θόζηνπο παξαγωγήο γηα δνζκέλε 

πνζόηεηα παξαγωγήο: 

 ρ ρmin{C vK wL Q K L q}       κε  0 ρ 1   

όπνπ {v,w}  είλαη νη κνλαδηαίεο ηηκέο ηωλ ζπληειεζηώλ παξαγωγήο, θεθαιαίνπ θαη 

εξγαζίαο: {K,L}  αληίζηνηρα. 

1. Να γίλνπλ ηα γξαθήκαηα ηωλ θακπύιωλ ηζνπαξαγωγήο. 

2. Να δηαπηζηωζεί όηη ζηηο βέιηηζηεο πνζόηεηεο ηωλ ζπληειεζηώλ παξαγωγήο, ν ιόγνο 

ζπκκεηνρήο: K / L  εμαξηάηαη κόλν από ην ιόγν ηωλ κνλαδηαίωλ ηηκώλ: v / w  

Λύζε. Οη ζπγθεθξηκέλεο θακπύιεο ηζνπαξαγσγήο έρνπλ ηελ γλσζηή κνξθή ηνπ παξαθάησ 

ζρήκαηνο. Δηδηθόηεξα θόβνπλ ηνπο δύν άμνλεο εθαπηνκεληθά, επεηδή έρνπκε 0 ρ 1  .  

 

1
ρ 1ρ 1

1 ρ
K K

ρ 1
L L

C Q v ρK K v K w

C Q w L w L vρL






   
         

   
 

Παξαηεξνύκε όηη ν βέιηηζηνο ιόγνο ζπκκεηνρήο ησλ ζπληειεζηώλ 

εμαξηάηαη κόλν από ηνλ ιόγν ησλ αληίζηνηρσλ κνλαδηαίσλ ηηκώλ, είλαη 

αληηζηξόθσο αλάινγνο.                                                                              

C  
3K  

2K  

1K  

A  

B  

Q q  

L  

K  

1/ρq  

1/ρq  
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6.  
Έλα κνλνπώιην πνπ ιεηηνπξγεί κεγηζηνπνηώληαο ην θέξδνο, δηαζέηεη ην πξνϊόλ ηνπ ζε 

δύν αγνξέο, ζε πνζόηεηεο {X,Y}  κε κνλαδηαίεο ηηκέο {V,W}  θαη κε εμηζώζεηο δήηεζεο: 

{V 5 Y, W 4 2X}     αληίζηνηρα, θαη κε εληαίν ζπλνιηθό θόζηνο: C 2 2(X Y)   . 

α) Να βξεζεί ε ζπλάξηεζε θέξδνπο Π(Χ,Υ) , θαη λα ζθηαγξαθεζνύλ νη ηζνζηαζκηθέο ηεο. 

β) Να βξεζνύλ νη ηηκέο δηάζεζεο ηνπ πξνηόληνο ζηηο δύν αγνξέο γηα κέγηζην θέξδνο. 

γ) Τν θέξδνο ζα είλαη κεγαιύηεξν ή κηθξόηεξν αλ επηβιεζεί εληαία ηηκή ζηηο δύν αγνξέο; 

Να γίλνπλ θαη ηα ζρεηηθά γξαθήκαηα. 

Λύζε.   

(α) Π WX VY C (4 2X)X (5 Y)Y [2 2(X Y)]           

 2 22 2X 3Y 2X Y      

Δίλαη παξαβνιηθή ζπλάξηεζε κε παξαγώγνπο: 

 

XX

X 2 2

ΥΥ XX ΥΥ XY

Y

ΧΥ

Π 4 0
Π 2 4X

Π 2 0 Δ Π Π Π ( 4)( 2) (0) 8 0
Π 3 2Y

Π 0

   
   

             
    

 

Ο εζζηαλόο πίλαθαο ηεο δεύηεξεο παξαγώγνπ είλαη αξλεηηθά νξηζκέλνο, θαη επνκέλσο ε 

ζπλάξηεζε θέξδνπο είλαη γλήζηα θνίιε. Οη ηζνζηαζκηθέο ηεο είλαη όξζηεο ειιείςεηο κε ην ίδην 

θέληξν ζην ζηάζηκν, όπνπ ε ζπλάξηεζε θέξδνπο ζα έρεη θαη ηελ κέγηζηε ηηκή: 

0X

Y 0

Χ 1/ 2 0.5Π 2 4X 0

Π 3 2Y 0 Y 3 / 2 1.5

    
 

     
 

Δλαιιαθηηθά κπνξνύκε λα ην βξνύκε ζπκπιεξώλνληαο ηα ηεηξάγσλα. Οη ειιείςεηο έρνπλ 

ηελ κεγάιε αθηίλα ζηε y θαηεύζπλζε δηόηη ν ζπληειεζηήο ηνπ 2Y  είλαη κηθξόηεξνο από ηνλ 

ζπληειεζηή ηνπ 2X . Βέβαηα, ηζρύεη κόλν ην ηκήκα ηεο έιιεηςεο πνπ βξίζθεηαη ζηε ζεηηθή 

πεξηνρή, όπσο θαίλεηαη ζην γξάθεκα παξαθάησ. 

Παξαηήξεζε. Δλαιιαθηηθά κπνξνύκε λα βξνύκε ηελ ιύζε σο ρσξηδνκέλσλ κεηαβιεηώλ. 

 
β) Τν θέξδνο ζα είλαη κέγηζην ζην ζηάζηκν, πνπ είλαη ην παξαπάλσ θέληξν. Οη αληίζηνηρεο 

ηηκέο ησλ πξνηόλησλ ζα είλαη: 

 
0 0 0

0 0 0

V 5 Y V 5 1.5 3.5

W 4 2X W 4 2(0.5) 3

     
 

     
  

κε θέξδνο: 

 2 2 2 2

0 0 0 0 0

3
Π 2 2X 3Y 2X Y 2 2(0.5) 3(1.5) 2(0.5) (1.5) 0.75

4
               

γ).  Τν θέξδνο ζα είλαη κηθξόηεξν αλ επηβιεζεί εληαία ηηκή. Η εληαία ηηκή είλαη πεξηνξηζκόο 

ζηηο επηινγέο θαη επνκέλσο ειαηηώλεη ην κέγηζην θέξδνο.   

Παξαηήξεζε. Αλ ε ηηκή είλαη εληαία ηόηε ζα έρνπκε ηνλ πεξηνξηζκό: 

 W V 4 2X 5 Y Y 1 2X         

Αληηθαζηζηώληαο ζηε ζπλάξηεζε θέξδνπο βξίζθνπκε ην θέξδνο σο ζπλάξηεζε κόλν ηνπ X : 

  2 2 2Π 2 2X 3(1 2X) 2X (1 2X) 4X 6X           

Δίλαη θνίιε κε κέγηζην θέξδνο ζην ζηάζηκν: 

 Π 4 12X 0 {X 1/3, Y 1 2/3}         

θαη εληαία ηηκή: W V 10/3 3.33   , ελδηάκεζε  

Τν θέξδνο είλαη:  

 2Π 4(1/ 3) 6(1/ 3) 2 / 3   ,  

κηθξόηεξν από πξνεγνπκέλσο. Γξαθηθά ε ιύζε βξίζθεηαη ζην 

ζεκείν όπνπ ε πξώηε έιιεηςε ησλ ηζνζηαζκηθώλ ηνπ θέξδνπο 

ζπλαληάεη εθαπηνκεληθά ηελ επζεία ηνπ πεξηνξηζκνύ. 

 

 

Y 1 2X   

X  

Y  
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7.  
Έλα κνλνπώιην πνπ ιεηηνπξγεί κεγηζηνπνηώληαο ηα θέξδε ηνπ δηαζέηεη ην πξνϊόλ ηνπ ζε 

δύν αγνξέο, ζε πνζόηεηεο {X,Y} κε κνλαδηαίεο ηηκέο {V,W}  θαη κε εμηζώζεηο δήηεζεο 

{V 1 2X, W 4 Y}     αληίζηνηρα, θαη κε εληαίν ζπλνιηθό θόζηνο C 2 2(X Y)   . 

1. Να δηαηππωζεί ε ζπλάξηεζε θέξδνπο, θαη λα ζθηαγξαθεζνύλ νη ηζνζηαζκηθέο ηεο. 

2. Να βξεζνύλ αλαιπηηθά θαη γεωκεηξηθά νη πνζόηεηεο δηάζεζεο ζηηο δύν αγνξέο πνπ 

κεγηζηνπνηνύλ ην θέξδνο. 

3. Να ππνινγηζηεί ην θέξδνο. 

Λύζε.  

1. Σπλάξηεζε θέξδνπο: 
2 2Π R C VX WY C (1 2X)X (4 Y)Y [2 2(X Y)] 2 X 2Y 2X Y                   

Δίλαη παξαβνιηθή θνίιε κε καζεκαηηθό κέγηζην εθηόο ηεο ζεηηθήο πεξηνρήο, ζην ζηάζηκν: 

 
x

y

f 1 4X 0 X 1/ 4 0

f 2 2Y 0 Y 1 0

        
 

      
 

θαη κε ειιεηπηηθέο ηζνζηαζκηθέο όπσο ζην γξάθεκα.  

2. Τν κέγηζην  ηεο ζπλάξηεζεο θέξδνπο βξίζθεηαη γεσκεηξηθά ζην 

πξώην ζεκείν επαθήο  κηαο ηζνζηαζκηθήο κε ηελ ζεηηθή πεξηνρή πνπ 

απνηειεί ηελ πεξηνρή επηινγήο. Γίλεηαη από ηελ καύξε δηαθεθνκέλε 

ηζνζηαζκηθή. Δθόζνλ ην ζηάζηκν έρεη αξλεηηθή Xζπληεηαγκέλε, 

ην κέγηζην ζα είλαη ζπλνξηαθό κε X 0 : 

 {X 0, Y 1} Π 1        

3. Έρνπκε δεκηά. Η επηρείξεζε δελ είλαη θεξδνθόξνο. Η δεκηά νθείιεηαη ζην ζηαζεξό θόζηνο 

πνπ είλαη: FC 2 .  Τν ιεηηνπξγηθό θέξδνο θαιύπηεη κόλν ην κηζό ηνπ ζηαζεξνύ θόζηνπο.  

Παξαηήξεζε. Μπνξεί λα ιπζεί θαη σο πξόβιεκα ρσξηδνκέλσλ κεηαβιεηώλ, νπόηε έρνπκε 

ηελ ηζνδπλακία ηνπ παξαπάλσ πξνβιήκαηνο: 

 2 2max{Π 2 X 2Y 2X Y X 0,Y 0}         

κε ηα δύν πξνβιήκαηα: 

1. 2

1max{Π 2 X 2X X 0} X 0       , ζπλνξηαθό 

2. 2

2max{Π 2Y Y Y 0} Y 1     , ζηάζηκν εζσηεξηθό 

  

8.  

Μηα επηρείξεζε δηαζέηεη ην ίδην πξνϊόλ  ζε δηαθνξεηηθέο αγνξέο, ζε πνζόηεηεο {X,Y}  

αληίζηνηρα, κε ζπλνιηθό θόζηνο C X Y  , θαη εμηζώζεηο δήηεζεο: V 2 X   θαη  

W 4 Y   αληίζηνηρα, όπνπ {w,v}  είλαη νη αληίζηνηρεο κνλαδηαίεο ηηκέο. Η επηρείξεζε 

ιεηηνπξγεί κεγηζηνπνηώληαο ην θέξδνο: Π(X,Y) VX WY C(X,Y)   . 

α)  Να βξεζεί ε ζπλάξηεζε θέξδνπο θαη λα γίλεη ην γξάθεκα ηωλ ηζνζηαζκηθώλ ηεο. 

β) Να βξεζνύλ νη ηηκέο ζηηο δύν αγνξέο πνπ κεγηζηνπνηνύλ ην θέξδνο. 

Λύζε 

α) 2 2Π (2 X)X (4 Y)Y (X Y) X 3Y X Y                                                                

Οη ηζνζηαζκηθέο είλαη θπθιηθέο κε θέληξν ζην ζηάζηκν ζεκείν: 

 X 0Π 1 2X 0 X 1/ 2         

 Y 0Π 3 2Y 0 Y 3/ 2      

Ιζρύεη κόλν ην ηκήκα ζηε ζεηηθή πεξηνρή. Βξίζθεηαη θαη κε ζπκπιήξσζε ηεηξαγώλσλ 

β). Η ζπλάξηεζε θέξδνπο είλαη παξαβνιηθή θνίιε κε κέγηζην ζην παξαπάλσ ζηάζηκν. Οη 

αληίζηνηρεο ηηκέο είλαη:  

 {v 2 1/ 2 3/ 2, w 4 3/ 2 5/ 2}                                                                              

 

 

 

Y  

X  
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9.  
Θεωξνύκε ην πξόβιεκα κεγηζηνπνίεζεο ρξεζηκόηεηαο U  ζηελ θαηαλάιωζε δύν 

αγαζώλ ζε πνζόηεηεο {X,Y} , κε δνζκέλεο κνλαδηαίεο ηηκέο {v,w}  θαη δνζκέλε δαπάλε 

c : 

     
{X,Y}
max{U 2 X Y C vX wY c}    

α) Να βξεζεί ε ιύζε {x,y}  γξαθηθά θαη αλαιπηηθά.   

β) Να δηαπηζηωζεί όηη ν ιόγνο ζπκκεηνρήο ηωλ δύν αγαζώλ ζηε δαπάλε: vx / wy , 

εμαξηάηαη κόλν από ην ιόγν ηωλ κνλαδηαίωλ ηηκώλ: v / w .  

Λύζε 

α) Γξαθηθά ε ιύζε δίλεηαη όπσο ζην γξάθεκα παξαθάησ. Παξαηεξνύκε όηη είλαη πάληνηε 

εζσηεξηθή, επνκέλσο πεξηνξηζκέλε ζηάζηκε. Δθόζνλ δελ δεηείηαη ν πνιιαπιαζηαζηήο 

Lagrange, ηελ βξίζθνπκε από ηηο εμηζώζεηο πεξηνξηζκέλεο  ζηαζηκόηεηαο: 

 
X X

Y Y

U C 1/ X v

U C w1/ 2 Y

C c vX wY c


  

 
    

2 2

2

2 Y v
Y v X / 4w

wX
vX v X / 4w c

vX wY c


  

  
    

 

 
2 2

4cw cv
x , y

4vw v vw 4w

 
   

  
  είλαη ε ιύζε 

β) Γηα ηνλ ιόγν ζπκκεηνρήο ησλ δύν αγαζώλ ζηε ζπλνιηθή δαπάλε, 

βξίζθνπκε: 

 

122

2

2

4wvc
vx 4(4w wv) w v4wv v 4 4

wvcwy 4wv v v w

4w wv


       
  



 

Δμαξηάηαη κόλν από ην ιόγν ησλ ηηκώλ. 

Παξαηήξεζε. Η παξαπάλσ ζρέζε βξίζθεηαη θαη απεπζείαο από ηελ εμίζσζε πεξηνξηζκέλεο 

ζηαζηκόηεηαο: 

 
2

X X

2

Y Y

2 yU C v x 4w vx 4w

U C w y v wy vx
        

                                                                                  

10. 
Θεωξνύκε ην πξόβιεκα κεγηζηνπνίεζεο ηεο ρξεζηκόηεηαο U  ζηελ θαηαλάιωζε δύν 

αγαζώλ ζε πνζόηεηεο {X,Y}  κε δνζκέλεο κνλαδηαίεο ηηκέο {v,w}  θαη δνζκέλε δαπάλε c : 

 
{X,Y}
max{U X 2 Y C vX wY c}        

Να βξεζεί ε ιύζε {x,y}  γξαθηθά θαη αλαιπηηθά.   

Λύζε 

Γξαθηθά ε ιύζε δίλεηαη όπσο ζην γξάθεκα παξαπιεύξσο. 

Παξαηεξνύκε όηη είλαη πάληνηε εζσηεξηθή, επνκέλσο πεξηνξηζκέλε 

ζηάζηκε. Δθόζνλ δελ δεηείηαη ν πνιιαπιαζηαζηήο Lagrange, ηελ 

βξίζθνπκε θαη από ηηο εμηζώζεηο πεξηνξηζκέλεο  ζηαζηκόηεηαο: 

 
X X 2 2

Y Y 2

U C 1/ 2 X v Y v
Y 4v X / w

U C w w1/ Y 2 X
vX 4v X / w c

C c vX wY c vX wY c

 
     

     
           

 

 
2 2

cw 4cv
x ,y

vw 4v w 4vw

 
   

  
  είλαη ε ιύζε 

Οη ζπλαξηήζεηο ηεο ιύζεο {x(v,w,c), y(v,w,c)}  εθθξάδνπλ ηελ δήηεζε αγαζώλ σο 

ζπλάξηεζε ησλ ηηκώλ ηνπο θαη ηνπ δηαζέζηκνπ εηζνδήκαηνο γηα δαπάλε.  

 

(x,y)  

Y  

X  

U  

C c  

(x,y)  

Y  

X  

U  

C c  



 10 

11. 

Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε ρξεζηκόηεηαο: 5/2 5/2U(X,Y) ln(X 4Y )   όπνπ {X 0,Y 0}   

είλαη νη πνζόηεηεο θαηαλάιωζεο δύν αγαζώλ. 

α). Να γίλεη ην γξάθεκα κηαο θακπύιεο αδηαθνξίαο. 

β). Αλ νη κνλαδηαίεο ηηκέο ηωλ δύν αγαζώλ είλαη {v,w}  αληίζηνηρα, λα βξεζνύλ νη 

βέιηηζηεο πνζόηεηεο θαηαλάιωζεο {X ,Y }   ηωλ δύν αγαζώλ πνπ ειαρηζηνπνηνύλ ηελ 

δαπάλε γηα επηζπκεηό επίπεδν ρξεζηκόηεηαο u . 

Λύζε.  

α). Οη ηζνζηαζκηθέο ηεο είλαη ίδηεο κε ηηο ηζνζηαζκηθέο ηεο 

νκνγελνύο 5/2 5/2V X 4Y   πνπ σο γλσζηό έρνπλ ην γξάθεκα 

ηνπ παξαπιεύξσο ζρήκαηνο, δηόηη ε δύλακε 5 / 2  είλαη 

κεγαιύηεξε ηεο κνλάδνο. Δηδηθόηεξα ε ζπλάξηεζε 

ρξεζηκόηεηαο είλαη νηνλεί θπξηή αληί νηνλεί θνίιε σο ζπλήζσο. 

β). Όπσο θαίλεηαη θαη ζην γξάθεκα ε θαηαλάισζε κε ην 

κηθξόηεξν θόζηνο ζα βξίζθεηαη πάληνηε ζην ζύλνξν, ζέλα από ηα δύν ζεκεία: 

 2 2 2 u/2A : {X 0,ln(X 4Y ) u} {X 0,ln(4Y ) u} {X 0,Y e / 2}          

 2 2 2 u/2B: {Y 0,ln(X 4Y ) u} {Y 0,ln(X ) u} {X e ,Y 0}          

Τα αληίζηνηρα θόζηε είλαη: 

 u/2

AV vX wY wY we / 2      θαη  u/2

BV vX wY vX ve     

Δπνκέλσο ζα έρνπκε θαηαλάισζε ζην A  κε X 0   αλ u/2 u/2

A BV V we / 2 ve w 2v     , 

ζην B  κε Y 0  αλ ηζρύεη ην αληίζεην.  

  

12.  
Σε κηα ζύλζεηε παξαγωγή δύν πξνηόληα παξάγνληαη ζε πνζόηεηεο (X,Y)  κε ζπλάξηεζε 

θόζηνπο:  1/ 2 1/ 2 2C(X,Y) 1 (X Y )   . 

α). Να γίλεη ην γξάθεκα κηαο θακπύιεο ηζνθόζηνπο θαη λα δηεξεπλεζεί αλ ε ζπλάξηεζε 

θόζηνπο είλαη νηνλεί θνίιε ή νηνλεί θπξηή, θαη αλ νξίδεη θζίλνληα ή αύμνληα ξπζκό 

ππνθαηάζηαζεο ηωλ πξνϊόληωλ ζην θόζηνο. 

β). Να  βξεζεί γξαθηθά ε ιύζε ηνπ παξαθάηω πξνβιήκαηνο κεγηζηνπνίεζεο ηνπ εζόδνπ: 

 1/ 2 1/ 2 2max{R 2X Y C 1 (X Y ) 2}      , 

θαη λα ζρνιηαζηεί ην απνηέιεζκα.  

Λύζε.  

α) Έρνπκε: 2C 1 H    όπνπ: 1/ 2 1/ 2H(X,Y) X Y   

Δπνκέλσο νη ηζνζηαζκηθέο ηεο C  είλαη ίδηεο κε ηηο ηζνζηαζκηθέο ηεο H . Η ζπλάξηεζε H  

είλαη ηεο γλσζηήο κνξθήο  

 α αx y   κε α 1  

Oη ηζνζηαζκηθέο ηεο έρνπλ ην γλσζηό ζρήκα ηνπ πξώηνπ από ηα παξαθάησ δύν γξαθήκαηα, 

κε ηηο πάλσ ζηαζκηθέο θπξηέο. Τν ίδην ζα ηζρύεη γηα ηηο ζηαζκηθέο ηεο αξρηθήο C . 

Η C  είναι οιονεί κοίλη και ορίζει θθίνονηα ρσθμό σποκαηάζηαζης. Η ζσνάρηηζη κόζηοσς δεν 

είναι κανονική φς προς ηην κσρηόηηηα. Ενδιάμεζες ποζόηηηες έτοσν συηλόηερο κόζηος.  

β). Τέινο,ε ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη ζπλνξηαθή ζην θάησ ζύλνξν A :(X 1,Y 0)  , όπνπ 

ε κεγαιύηεξε ηζνζηαζκηθή ηεο R 2X Y   ζπλαληάεη ηελ πεξηνρή C 2 H 1   . Παξάγεηαη 

κόλν ην πξώην πξνηόλ πνπ δίλεη «ζρεηηθά» κεγαιύηεξν έζνδν αλά κνλάδα θόζηνπο.  

 

H 1  
A  

Y  

X  

C c  
R  

U u  
Y  

X  

A  

B  
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13.  
Μηα παξαγωγηθή κνλάδα ρξεζηκνπνηεί δύν ζπληειεζηέο παξαγωγήο {K,L}  κε ζπλάξηεζε 

παξαγωγήο Q KL , θαη κε θόζηνο C vK wL  . Να βξεζεί ην κέγηζην θέξδνο αλ ε 

κνλαδηαία ηηκή ηνπ πξνηόληνο είλαη p  

Λύζε. 

Η ζπλάξηεζε θέξδνπο: 
 Π pKL vK wL    

έρεη ην ζηάζηκν: 

 
K

L

Π pL v 0 K w /p

Π pK w 0 L v /p

    
 

    
  κε 

w v w v vw
Π p v w 0

p p p p p
       

Πξνθαλώο δελ είλαη κέγηζην δηόηη έρνπκε {K 0,L 0} Π 0    .  

Δμάιινπ ν Δζζηαλόο πίλαθαο καο δίλεη όρη αθξόηαην: 
2

KK LL KL KK LL KLΠ 0, Π 0, Π p & Δ Π Π Π p 0        : ζαγκαηηθό 

Τν κέγηζην ζα βξίζθεηαη ζην ζύλνξν ή ζην άπεηξν. Σην ζύλνξν έρνπκε: 

 K 0 Π wL 0       θαη L 0 Π vK 0      

Δπνκέλσο ην κέγηζην βξίζθεηαη ζην άπεηξν, θαη είλαη άπεηξν, όπσο δηαπηζηώλνπκε π.ρ. αλ 

πάξνπκε: 
2K L Π pL (v w)L       . 

14.  
Μηα παξαγωγηθή κνλάδα ιεηηνπξγεί κε ζπλάξηεζε παξαγωγήο Q(K,L)  

ρξεζηκνπνηώληαο δύν ζπληειεζηέο παξαγωγήο: θεθάιαην K  κε κνλαδηαίν θόζηνο v  θαη 

εξγαζία L  κε κνλαδηαίν θόζηνο w .  Αλ ην πξνηόλ δηαηίζεηαη κε κνλαδηαία ηηκή p , λα 

βξεζεί ην κέγηζην θέξδνο ζηηο παξαθάηω πεξηπηώζεηο: 

α)  Q K 2 L   β) Q KL   γ)  Q K 2L   

Λύζε. Σε θάζε πεξίπησζε ζα ιύζνπκε ην πξόβιεκα κεγηζηνπνίεζεο ηνπ θέξδνπο: 

 κέρδος = έσοδο - κόστος      
K,L

max{Π(K,L) pQ(K,L) vK wL Κ 0, L 0}   

α)       Q K 2 L Π p( K 2 L) vK wL}  

Η ζπλάξηεζε θέξδνπο είλαη θνίιε (σο άζξνηζκα θνίισλ) θαη ην κέγηζην βξίζθεηαη ζην 

ζηάζηκν, αλ ππάξρεη: 




       
     

     

2 2

K K

2 2
L L

Π 0 pQ v p / 2 K v K p / 4v

Π 0 pQ w L p / wp / L w
 

Βξήθακε ζηάζηκε ιύζε θαη επνκέλσο ην κέγηζην θέξδνο είλαη: 

       
          

 

2 2 2 2

2 2

p p p p 1 p p
Π p( K 2 L ) vK wL p 2 v w

2v w 4v w 4 v w
 

β)     Q KL Π KL vK wL  

Η ζπλάξηεζε παξαγσγήο είλαη C-D βαζκνύ 2, αύμνπζαο απόδνζεο θιίκαθαο, θαη δελ είλαη 

θνίιε. Τν ζηάζηκν είλαη ζαγκαηηθό θαη  δελ δίλεη αθξόηαην, εηδηθόηεξα δελ δίλεη κέγηζην. Τν 

κέγηζην βξίζθεηαη ζην άπεηξν:  {K ,L } , κε άπεηξν θέξδνο, όπσο πξνθύπηεη αλ π.ρ. 

πάξνπκε K L . 

γ)           Q K 2L Π pK 2pL vK wL (p v)K (2p w)L  

Η ζπλάξηεζε θέξδνπο είλαη γξακκηθή, θαη ην κέγηζην βξίζθεηαη ζην άπεηξν αλ p v   ή  

p w / 2  , αιιηώο βξίζθεηαη ζην κεδέλ:  K 0,L 0  
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15.  
Θεωξνύκε ην πξόβιεκα κεγηζηνπνίεζεο θέξδνπο: 1/2 1/4max{f x y wx vy}   ,  ζηε ζεηηθή 

πεξηνρή  {x 0,y 0}  , κε παξακέηξνπο: {w 0,v 0}  . Να εξκελεπηεί θαη λα βξεζεί ε 

κέγηζηε ηηκή  f    ωο ζπλάξηεζε ηωλ παξακέηξωλ. Επίζεο λα δηεξεπλεζνύλ νη ηδηόηεηεο 

κνλνηνλίαο απηήο ηεο ζπλάξηεζεο.   

Λύζε. 

 

1/ 2 1/ 4 1/ 2 1/ 4
x

1/ 2 3 / 4 1/ 2 3 / 4
y

3

2 2

f (1/ 2)x y w 0 (1/ 2)ln x (1/ 4)ln y ln2wx y 2w

f (1/ 4)x y v 0 (1/ 2)ln x (3 / 4)ln y ln4vx y 4v

ln x 3ln2w ln4v ln x ln32w v x 1/ 32w

(1/ 2)ln y ln2w ln4v ln y 2ln8w v

 

 



       
   

     

      
   

     

3

2 2

v

y 1/ 64w v




 

 

 

1/ 2 1/ 4

5 / 2 3 / 2 1/ 2 6 / 4 1/ 2 1/ 2 5 3 6 2 2

6 2 1

4 2 5 2 6 2

1 w v
f x y wx vy

2 w v 2 w v 2 w v 2 w v

1 1 1
2 w v

2 w v 2 w v 2 w v

    

  

     

   

 

Δίλαη θζίλνπζα 

  

16 
Μηα επηρείξεζε δηαζέηεη ην ίδην πξνϊόλ  ζε δηαθνξεηηθέο αγνξέο, ζε πνζόηεηεο {X,Y}  

αληίζηνηρα, κε ζπλνιηθό θόζηνο C X Y  , θαη εμηζώζεηο δήηεζεο: V 2 X   θαη  

W 4 Y   αληίζηνηρα, όπνπ {W,V}  είλαη νη αληίζηνηρεο κνλαδηαίεο ηηκέο. Η επηρείξεζε 

ιεηηνπξγεί κεγηζηνπνηώληαο ην θέξδνο: Π(X,Y) VX WY C(X,Y)   . 

α)  Να βξεζεί ε ζπλάξηεζε θέξδνπο θαη λα γίλεη ην γξάθεκα ηωλ ηζνζηαζκηθώλ ηεο. 

β) Να βξεζνύλ νη ηηκέο ζηηο δύν αγνξέο πνπ κεγηζηνπνηνύλ ην θέξδνο: 

1. ζηελ πεξίπηωζε πνπ επηηξέπεηαη δηαθνξνπνίεζε ηηκώλ,  

2. ζηελ πεξίπηωζε πνπ επηβάιιεηαη εληαία ηηκή ζηηο δύν αγνξέο.  

Πόηε ζα είλαη ην θέξδνο κεγαιύηεξν?  

Λύζε 

α) 2 2Π (2 X)X (4 Y)Y (X Y) X 3Y X Y                                                                

Δίλαη παξαβνιηθή ζπλάξηεζε κε θπθιηθέο ηζνζηαζκηθέο πνπ έρνπλ 

όιεο ην θέληξν ηνπο ζην ζηάζηκν ζεκείν:  

 X 0Π 1 2X 0 X 1/ 2         

 Y 0Π 3 2Y 0 Y 3/ 2      

Ιζρύεη κόλν ην ηκήκα ζηε ζεηηθή πεξηνρή. Τν θέληξν κπνξεί λα βξεζεί θαη κε ζπκπιήξσζε 

ηεηξαγώλσλ.  

β1)  Η ζπλάξηεζε θέξδνπο είλαη παξαβνιηθή θνίιε. Αλ επηηξέπεηαη δηαθνξνπνίεζε ηηκώλ 

ηόηε ην κέγηζην θέξδνο βξίζθεηαη ζην παξαπάλσ ζηάζηκν (εθόζνλ βξίζθεηαη ζηελ ζεηηθή 

πεξηνρή), πνπ καο δίλεη θαη ηελ βέιηηζηε θαηαλάισζε: 

 2 2max{Π X 3Y X Y X 0,Y 0} {x 1/ 2, y 3 / 2}         .  

Οη αληίζηνηρεο βέιηηζηεο κνλαδηαίεο ηηκέο είλαη:  

 {v 2 1/ 2 3/ 2, w 4 3/ 2 5/ 2}       

β2). Αλ δελ επηηξέπεηαη δηαθνξνπνίεζε ηηκώλ, ηόηε ζα έρνπκε ηνλ πεξηνξηζκό: 

 V W 2 X 4 Y Y 2 X            

Αληηθαζηζηώληαο από ηνλ πεξηνξηζκό βξίζθνπκε θέξδνο: 

 2 2 2Π X 3(2 X) X (2 X) 2 2X         

κε κέγηζην ζην x 0 y 2 0 2     , θαη ηελ εληαία ηηκή: 

 v 2 0 2, w 4 2 2       

Γειαδή ζηελ πξάμε ην πξνηόλ δηαηίζεηαη κόλν ζηε δεύηεξε αγνξά.  
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Παξαηήξεζε. Τν θέξδνο ζα είλαη κηθξόηεξν όηαλ επηβάιιεηαη εληαία ηηκή, δηόηη θάζε 

πεξηνξηζκόο κηθξαίλεη ην κέγηζην ηεο ζπλάξηεζεο θέξδνπο. Πξάγκαηη, έρνπκε κέγηζηα 

θέξδε αληίζηνηρα: 

 
1 3 3 5 1 3 10

π 2.5
2 2 2 2 2 2 4

 
      

 
,        π 0 2 2 2 (0 2) 2         

 

17. (1 κνλάδα) 

Μηα επηρείξεζε δηαζέηεη ην ίδην πξνϊόλ  ζε δηαθνξεηηθέο αγνξέο, ζε πνζόηεηεο {X,Y}  

αληίζηνηρα, κε ζπλνιηθό θόζηνο C X Y  , θαη εμηζώζεηο δήηεζεο: V 3 X   θαη  

W 5 Y   αληίζηνηρα, όπνπ {V,W}  είλαη νη αληίζηνηρεο κνλαδηαίεο ηηκέο. Η επηρείξεζε 

ιεηηνπξγεί κεγηζηνπνηώληαο ην θέξδνο: Π(X,Y) VX WY C(X,Y)   . Να ππνινγηζηνύλ νη 

ηηκέο δηάζεζεο θαη ην θέξδνο, ζηηο παξαθάηω πεξηπηώζεηο:  

α) Επηηξέπεηαη δηαθνξνπνίεζε ηηκώλ ζηηο δύν αγνξέο 

β) Επηβάιιεηαη εληαία ηηκή ζηηο δύν αγνξέο.  

Λύζε 

α) Η ζπλάξηεζε θέξδνπο: 
2 2Π (3 X)X (5 Y)Y (X Y) 2X X 4Y Y                                                                

είλαη παξαβνιηθή θνίιε κε κέγηζην ζην ζηάζηκν: 

 XΠ 2 2X 0 X 1         

 YΠ 4 2Y 0 Y 2      

θαη αληίζηνηρεο ηηκέο: 

 {V 3 1 2, W 5 2 3}       

Τν θέξδνο ζα είλαη: Π VX WY C 2 1 3 2 (1 2) 5            

β) Αλ επηβάιιεηαη εληαία ηηκή ζηηο δύν αγνξέο, ηόηε ζα έρνπκε  ηνλ  πεξηνξηζκό: 

 V W 3 X 5 Y X Y 2         

νπόηε έρνπκε ην πξόβιεκα: 
2 2

{X,Y}
max{Π 2X X 4Y Y Y X 2}       

Αληηθαζηζηώληαο από ηνλ πεξηνξηζκό βξίζθνπκε ην θέξδνο σο ζπλάξηεζε κόλν ηνπ X : 

 2 2 2Y X 2 Π 2X X 4(X 2) (X 2) 4 2X 2X             

Δίλαη θνίιε παξαβνιηθή κε κέγηζην ζην ζηάζηκν: 

 Π 2 4X 0 Χ 1/ 2, Υ 2 1/ 2 5 / 2         ,   

Η εληαία ηηκή ζα είλαη: 
 V 3 1/ 2 5 / 2, W 5 5 / 2 5 / 2        

Τν θέξδνο ζα είλαη: 
 Π (5 / 2)(1/ 2) (5 / 2)(5 / 2) (1/ 2 5 / 2) 5 / 4 25 / 4 6 / 2 18 / 4 4.5          

Τν θέξδνο είλαη ηώξα κηθξόηεξν δηόηη έρνπκε πεξηνξηζκό. 
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18 
Μηα παξαγωγηθή κνλάδα ρξεζηκνπνηεί δύν ζπληειεζηέο παξαγωγήο {K,L}  κε ζπλάξηεζε 

παξαγωγήο Q K L , θαη κε θόζηνο C 8K L  .  

3. Να βξεζεί ε κέγηζηε παξαγωγή κε επηηξεπηό θόζηνο C 300  

4. Να εθηηκεζεί ε αύμεζε ηεο κέγηζηεο παξαγωγήο αλ ην επηηξεπηό θόζηνο απμεζεί ζε 

C 304  

Λύζε 

1. Tν πξόβιεκα πεξηνξηζκέλεο βειηηζηνπνίεζεο: 

 max{Q K L C 8K L 300}     

ιύλεηαη κε ηηο ζπλζήθεο πεξηνξηζκέλεο ζηαζηκόηεηαο: 

    K L

K L

L 4KQ Q L K
, C c , 8K L 300 K 25,L 100

8K L 300C C 8 2 L

 
  

            
   

 

 Q K L 25 100 250     , κέγηζηε παξαγσγή κε επηηξεπηό θόζηνο  C 300  

2. Γηα ην λέν επηηξεπηό θόζηνο C 304 , κπνξνύκε λα επαλαιάβνπκε ηελ παξαπάλσ 

δηαδηθαζία. Δλαιιαθηηθά, επεηδή ε κεηαβνιή είλαη ζρεηηθά κηθξή, κπνξνύκε λα ηελ 

εθηηκήζνπκε ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ πνιιαπιαζηαζηή Lagrange: 

 K

K

Q L 10
λ

C 8 8


   


 

Από ηελ εξκελεία ηνπ πνιιαπιαζηαζηή, βξίζθνπκε: 

 
dQ ΔQ 10

λ ΔQ λΔC 4 5
dC ΔC 8

 
      , ζα απμεζεί πεξίπνπ ε κέγηζηε παξαγσγή 

 


