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ΦξνληηζηήξηνΕθ.ΙΙ (Β) 

1  
Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε παξαγωγήο: 3/2 3/2Q(K,L) K 8L   όπνπ {K 0,L 0}   είλαη νη 

πνζόηεηεο ζπκκεηνρήο ηωλ δύν ζπληειεζηώλ παξαγωγήο. Να γίλνπλ ηα γξαθήκαηα κηαο 

θακπύιεο ηζνπαξαγωγήο, θαη ηεο δηαλπζκαηηθήο παξαγώγνπ, θαη λα δηεξεπλεζεί αλ ε 

ζπλάξηεζε α) νξίδεη αύμνληα ή θζίλνληα ξπζκό ππνθαηάζηαζεο, β) είλαη νηνλεί θνίιε ή 

νηνλεί θπξηή, θαη γ) είλαη θνίιε ή θπξηή.  

2. 
Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε παξαγωγήο: 3/ 2 3/ 2 2/3Q(K,L) (K L )   κε {K 0,L 0}  . 

Να γίλεη ην γξάθεκα κηαο θακπύιεο ηζνπαξαγωγήο, θαη λα δηεξεπλεζεί αλ ε ζπλάξηεζε 

παξαγωγήο είλαη νηνλεί θνίιε ή νηνλεί θπξηή θαη αλ νξίδεη αύμνληα ή θζίλνληα ξπζκό 

ππνθαηάζηαζεο ηωλ ζπληειεζηώλ παξαγωγήο. 

3.  
Έλα κνλνπώιην δηαζέηεη ην πξνϊόλ ηνπ ζε δύν αγνξέο, ζε πνζόηεηεο {X,Y}  κε κνλαδηαίεο 

ηηκέο {V,W}  θαη κε εμηζώζεηο δήηεζεο: {V 5 Y, W 4 2X}     αληίζηνηρα, θαη κε εληαίν 

ζπλνιηθό θόζηνο: C 2 2(X Y)   . 

Να βξεζεί ε ζπλάξηεζε θέξδνπο Π(Χ,Υ) , θαη λα ζθηαγξαθεζνύλ νη ηζνζηαζκηθέο ηεο. 

4.  
Έλα κνλνπώιην δηαζέηεη ην πξνϊόλ ηνπ ζε δύν αγνξέο, ζε πνζόηεηεο {X,Y} κε κνλαδηαίεο 

ηηκέο {V,W}  θαη κε εμηζώζεηο δήηεζεο {V 1 2X, W 4 Y}     αληίζηνηρα, θαη κε εληαίν 

ζπλνιηθό θόζηνο C 2 2(X Y)   . 

Να δηαηππωζεί ε ζπλάξηεζε θέξδνπο, θαη λα ζθηαγξαθεζνύλ νη ηζνζηαζκηθέο ηεο. 

5.  
Μηα επηρείξεζε δηαζέηεη ην ίδην πξνϊόλ  ζε δηαθνξεηηθέο αγνξέο, ζε πνζόηεηεο {X,Y}  

αληίζηνηρα, κε ζπλνιηθό θόζηνο C X Y  , θαη εμηζώζεηο δήηεζεο: V 2 X   θαη  

W 4 Y   αληίζηνηρα, όπνπ {w,v}  είλαη νη αληίζηνηρεο κνλαδηαίεο ηηκέο.  

Να βξεζεί ε ζπλάξηεζε θέξδνπο θαη λα γίλεη ην γξάθεκα ηωλ ηζνζηαζκηθώλ ηεο. 

6.  
Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε ρξεζηκόηεηαο: 5/2 5/2U(X,Y) ln(X 4Y )   όπνπ {X 0,Y 0}   

είλαη νη πνζόηεηεο θαηαλάιωζεο δύν αγαζώλ.  

Να γίλεη ην γξάθεκα κηαο θακπύιεο αδηαθνξίαο. 

7.  
Έλαο ωξνκίζζηνο εξγαδόκελνο εξγάδεηαη L  ώξεο εκεξεζίωο κε ρξεζηκόηεηα: 

U lnC lnT  , όπνπ C 0  είλαη ην δηαζέζηκν πνζό γηα εκεξήζηα θαηαλάιωζε θαη 

T 16 L   ν ειεύζεξνο ρξόλνο. Να βξεζνύλ: 

1. Τν γξάθεκα ηωλ ηζνζηαζκηθώλ ηεο U  ζην επίπεδν {C,T}  

2. Τν γξάθεκα ηωλ ηζνζηαζκηθώλ ηεο U  ζην επίπεδν {C,L} . 

8.  
Θεωξνύκε ηελ ζπλάξηεζε ρξεζηκόηεηαο: U (X 1)(Y 2)     κε  X 0, Y 0  . Να γίλεη ην 

γξάθεκα ηεο θακπύιεο αδηαθνξίαο U (X 1)(Y 2) u     

9.  
Σε κηα ζύλζεηε παξαγωγή δύν πξνηόληα παξάγνληαη ζε πνζόηεηεο (X,Y)  κε ζπλάξηεζε 

θόζηνπο:  1/ 2 1/ 2 2C(X,Y) 1 (X Y )   . 

Να γίλεη ην γξάθεκα κηαο θακπύιεο ηζνθόζηνπο θαη λα δηεξεπλεζεί αλ ε ζπλάξηεζε 

θόζηνπο είλαη νηνλεί θνίιε ή νηνλεί θπξηή, θαη αλ νξίδεη θζίλνληα ή αύμνληα ξπζκό 

ππνθαηάζηαζεο ηωλ πξνϊόληωλ ζην θόζηνο. 
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10.  
Μία επηρείξεζε παξάγεη δύν πξνηόληα ζε πνζόηεηεο {x,y} ,  κε θόζηνο 2C x y  ,  θαη 

έζνδν R vx wy  , όπνπ {v 0,w 0}   είλαη νη κνλαδηαίεο ηηκέο ηνπο. 

Να γίλεη ην γξάθεκα ηεο θακπύιεο C 1 , θαη ην γξάθεκα ηωλ ηζνζηαζκηθώλ ηεο 

ζπλάξηεζεο εζόδνπ R , ζην ίδην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλωλ. 
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Φξνληηζηήξην.Εθ.ΙΙ(Β) 

1  
Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε παξαγωγήο: 3/2 3/2Q(K,L) K 8L   όπνπ {K 0,L 0}   είλαη νη 

πνζόηεηεο ζπκκεηνρήο ηωλ δύν ζπληειεζηώλ παξαγωγήο. Να γίλνπλ ηα γξαθήκαηα κηαο 

θακπύιεο ηζνπαξαγωγήο, θαη ηεο δηαλπζκαηηθήο παξαγώγνπ, θαη λα δηεξεπλεζεί αλ ε 

ζπλάξηεζε α) νξίδεη αύμνληα ή θζίλνληα ξπζκό ππνθαηάζηαζεο, β) είλαη νηνλεί θνίιε ή 

νηνλεί θπξηή, θαη γ) είλαη θνίιε ή θπξηή.  

Λύζε.  

Η εμίζσζε ηζνπαξαγσγήο αλήθεη ζηελ γλσζηή θαηεγνξία ησλ εμηζώζεσλ ηνπ ηύπνπ: 

 r rαx βy c  , κε r 1 ,  {α 0, β 0}     

Παξηζηάλεηαη κε ηελ καύξε γξακκή ζην γξάθεκα.  

Η ζπγθεθξηκέλε ζπλάξηεζε παξαγωγήο δελ είλαη θαλνληθή.  
α) Οξίδεη αύμνληα, αληί ηνπ θζίλνληνο ξπζκνύ ππνθαηάζηαζεο. Ο 

ξπζκόο ππνθαηάζηαζεο ηνπ L   από ην K   απμάλεη κε ην K , δηόηη 

απμάλεη ε θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο ζε απόιπηε ηηκή ,   

β) Είλαη θαη νηνλεί θπξηή αληί θνίιεο, δειαδή αληί ησλ πάλσ, νη 

θάησ ζηαζκηθέο: {Q q}  είλαη θπξηέο πεξηνρέο, κε απνηέιεζκα, 

όπσο θαίλεηαη θαη από ηελ δηαθεθνκκέλε γξακκή ζην γξάθεκα, 

ελδηάκεζνη ζπλδπαζκνί ηωλ ζπληειεζηώλ παξαγωγήο 
3{K }  λα είλαη ιηγόηεξν 

παξαγωγηθνί από αθξαίνπο ζπλδπαζκνύο 
1 2{K ,K } . 

γ) Είλαη θπξηή αληί θνίιε, δηόηη είλαη άζξνηζκα θπξηώλ ζπλαξηήζεσλ, δειαδή ηα νξηαθά 

πξνηόληα ησλ ζπληειεζηώλ παξαγσγήο απμάλνπλ κε ηνπο ζπληειεζηέο. Τν ίδην βξίζθνπκε αλ 

ππνινγίζνπκε ηνλ εζζηαλό πίλαθα  

2 

Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε παξαγωγήο: 3/ 2 3/ 2 2/3Q(K,L) (K L )   όπνπ {K 0,L 0}   είλαη νη 

πνζόηεηεο ζπκκεηνρήο ηωλ δύν ζπληειεζηώλ παξαγωγήο. Να γίλνπλ ηα γξαθήκαηα κηαο 

θακπύιεο ηζνπαξαγωγήο, θαη ηεο δηαλπζκαηηθήο παξαγώγνπ, θαη λα δηεξεπλεζεί αλ ε 

ζπλάξηεζε είλαη: α) νηνλεί θπξηή ή νηνλεί θνίιε β) νξίδεη αύμνληα ή θζίλνληα ξπζκό 

ππνθαηάζηαζεο.  

Λύζε.  

Η Q  είλαη αύμσλ κεηαζρεκαηηζκόο ηεο  αληίζηνηρεο ζπλάξηεζεο ζηελ παξαπάλσ άζθεζε 1. 

Επνκέλσο έρνπλ ηηο ίδηεο ηζνζηαζκηθέο θαη ηηο ίδηεο ζηαζκηθέο πεξηνρέο. Οπόηε έρεη θαη ηηο 

ίδηεο ζρεηηθέο ηδηόηεηεο. Δειαδή είλαη νηνλεί θπξηή κε αύμνληα ξπζκό ππνθαηάζηαζεο.  

Σεκ. Γηα ηελ θπξηόηεηα πξέπεη λα ππνινγίζνπκε ηνλ εζζηαλό πίλαθα.  

3  
Έλα κνλνπώιην δηαζέηεη ην πξνϊόλ ηνπ ζε δύν αγνξέο, ζε πνζόηεηεο {X,Y}  κε κνλαδηαίεο 

ηηκέο {V,W}  θαη κε εμηζώζεηο δήηεζεο: {V 5 Y, W 4 2X}     αληίζηνηρα, θαη κε εληαίν 

ζπλνιηθό θόζηνο: C 2 2(X Y)   . 

Να βξεζεί ε ζπλάξηεζε θέξδνπο Π(Χ,Υ) , θαη λα ζθηαγξαθεζνύλ νη ηζνζηαζκηθέο ηεο. 

Λύζε.   

Π WX VY C (4 2X)X (5 Y)Y [2 2(X Y)]           

    2 22 2X 3Y 2X Y       

Είλαη παξαβνιηθή ζπλάξηεζε κε παξαγώγνπο: 

 

XX

X 2 2

ΥΥ XX ΥΥ XY

Y

ΧΥ

Π 4 0
Π 2 4X

Π 2 0 Δ Π Π Π ( 4)( 2) (0) 8 0
Π 3 2Y

Π 0

   
   

             
    

 

Ο εζζηαλόο πίλαθαο ηεο δεύηεξεο παξαγώγνπ είλαη αξλεηηθά νξηζκέλνο, θαη επνκέλσο ε 

ζπλάξηεζε θέξδνπο είλαη γλήζηα θνίιε.  

Q   

3K  

2K  

1K  

Q q  

L  

K  
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Οη ηζνζηαζκηθέο ηεο είλαη όξζηεο ειιείςεηο κε ην ίδην θέληξν ζην ζηάζηκν, όπνπ ε ζπλάξηεζε 

θέξδνπο ζα έρεη θαη ηελ κέγηζηε ηηκή: 

0X

Y 0

Χ 1/ 2 0.5Π 2 4X 0

Π 3 2Y 0 Y 3 / 2 1.5

    
 

     
 

Οη ειιείςεηο έρνπλ ηελ κεγάιε αθηίλα ζηε y θαηεύζπλζε δηόηη ν 

ζπληειεζηήο ηνπ 2Y  είλαη κηθξόηεξνο από ηνλ ζπληειεζηή ηνπ 2X . Βέβαηα, 

από ηελ θάζε ηζνζηαζκηθή ηζρύεη κόλν ην ηκήκα ηεο έιιεηςεο πνπ βξίζθεηαη 

ζηε ζεηηθή πεξηνρή, όπσο θαίλεηαη ζην γξάθεκα. 

Παξαηήξεζε. Μπνξνύκε λα βξνύκε ηηο ηζνζηαζκηθέο θαη ζπκπιεξώλνληαο 

ηα ηεηξάγσλα: 
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2

Π 2 2X 3Y 2X Y 2(X X) (Y 3Y) 2

2[X 2(1/ 2)X (1/ 2) (1/ 2) ] [Y 2(3 / 2)Y (3 / 2) (3 / 2) ] 2

2(x 1/ 2) (Y 3 / 2) 2(1/ 4) (9 / 4)

2(x 1/ 2) (Y 3 / 2) 11/ 4

           

         

      

     

 

Οη ηζνζηαζκηθέο δίλνληαη από ηηο ειιείςεηο: 

 
2 2

2 2

Π 2(x 1/ 2) (Y 3 / 2) 11/ 4 c

2(x 1/ 2) (Y 3 / 2) 11/ 4 c

      

     
, κε c 11/ 4  

4  
Έλα κνλνπώιην δηαζέηεη ην πξνϊόλ ηνπ ζε δύν αγνξέο, ζε πνζόηεηεο {X,Y} κε κνλαδηαίεο 

ηηκέο {V,W}  θαη κε εμηζώζεηο δήηεζεο {V 1 2X, W 4 Y}     αληίζηνηρα, θαη κε εληαίν 

ζπλνιηθό θόζηνο C 2 2(X Y)   . 

Να δηαηππωζεί ε ζπλάξηεζε θέξδνπο, θαη λα ζθηαγξαθεζνύλ νη ηζνζηαζκηθέο ηεο. 

Λύζε.  

Σπλάξηεζε θέξδνπο: 

2 2

Π R C VX WY C (1 2X)X (4 Y)Y [2 2(X Y)]

2 X 2Y 2X Y

           

     
 

Είλαη παξαβνιηθή θνίιε κε ζηάζηκν εθηόο ηεο ζεηηθήο πεξηνρήο, ζην 

ζηάζηκν: 

 
x

y

f 1 4X 0 X 1/ 4 0

f 2 2Y 0 Y 1 0

        
 

      
 

θαη κε ειιεηπηηθέο ηζνζηαζκηθέο όπσο ζην γξάθεκα, ην ηκήκα ηνπο πνπ 

βξίζθεηαη ζηε ζεηηθή πεξηνρή θαη ζεκεηώλεηαη κε καύξε γξακκή. Ο κεγάινο άμνλαο  είλαη 

ζηελ y θαηεύζπλζε δηόηη ν ζπληειεζηήο ηνπ 2Y  είλαη κηθξόηεξνο από ηνλ ζπληειεζηή ηνπ 
2X . Οη ηηκέο ηνπο πέθηνπλ θαζώο ε αθηίλα κεγαιώλεη 

5  
Μηα επηρείξεζε δηαζέηεη ην ίδην πξνϊόλ  ζε δηαθνξεηηθέο αγνξέο, ζε πνζόηεηεο {X,Y}  

αληίζηνηρα, κε ζπλνιηθό θόζηνο C X Y  , θαη εμηζώζεηο δήηεζεο: V 2 X   θαη  

W 4 Y   αληίζηνηρα, όπνπ {w,v}  είλαη νη αληίζηνηρεο κνλαδηαίεο ηηκέο.  

Να βξεζεί ε ζπλάξηεζε θέξδνπο θαη λα γίλεη ην γξάθεκα ηωλ ηζνζηαζκηθώλ ηεο. 

Λύζε 

 2 2Π (2 X)X (4 Y)Y (X Y) X 3Y X Y                                                                

Οη ηζνζηαζκηθέο είλαη θπθιηθέο κε θέληξν ζην ζηάζηκν ζεκείν: 

 X 0Π 1 2X 0 X 1/ 2         

 Y 0Π 3 2Y 0 Y 3/ 2      

Ιζρύεη κόλν ην ηκήκα ζηε ζεηηθή πεξηνρή πνπ ζεκεηώλεηαη κε καπξε 

γξακκή. Τν θέληξν κπνξεί λα βξεζεί θαη κε ζπκπιήξσζε ηεηξαγώλσλ 

 

Y  

X  

Y  

X  
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6  
Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε ρξεζηκόηεηαο: 5/2 5/2U(X,Y) ln(X 4Y )   όπνπ {X 0,Y 0}   

είλαη νη πνζόηεηεο θαηαλάιωζεο δύν αγαζώλ. Να γίλεη ην γξάθεκα κηαο θακπύιεο 

αδηαθνξίαο, θαη λα δηεξεπλεζεί ε θαλνληθόηεηα ηεο . 

Λύζε.  

Οη ηζνζηαζκηθέο ηεο είλαη ίδηεο κε ηηο ηζνζηαζκηθέο ηεο 

ζπλάξηεζεο CES: 5/2 5/2V X 4Y  , πνπ σο γλσζηό έρνπλ ην 

γξάθεκα ηνπ παξαπιεύξσο ζρήκαηνο, δηόηη ε δύλακε 5 / 2  

είλαη κεγαιύηεξε ηεο κνλάδνο. Εηδηθόηεξα ε ζπλάξηεζε 

ρξεζηκόηεηαο δελ είλαη θαλνληθή, είλαη νηνλεί θπξηή αληί νηνλεί 

θνίιε, νπόηε ελδηάκεζνη ζπλδπαζκνί ησλ αγαζώλ είλαη 

ιηγόηεξν επηζπκεηνί από αθξαίνπο ζπλδπαζκνύο . 

  

7  
Έλαο ωξνκίζζηνο εξγαδόκελνο εξγάδεηαη L  ώξεο εκεξεζίωο κε ρξεζηκόηεηα: 

U lnC lnT  , όπνπ C 0  είλαη ην δηαζέζηκν πνζό γηα εκεξήζηα θαηαλάιωζε θαη 

T 16 L   ν ειεύζεξνο ρξόλνο. Να βξεζνύλ: 

1. Τν γξάθεκα ηωλ ηζνζηαζκηθώλ ηεο U  ζην επίπεδν {C,T}  

2. Τν γξάθεκα ηωλ ηζνζηαζκηθώλ ηεο U  ζην επίπεδν {C,L} . 

Λύζε.  

1. U lnC lnT lnCT   : όπσο θαίλεηαη ζην δεύηεξν γξάθεκα, νη ηζνζηαζκηθέο είλαη νη 

ππεξβνιέο: CT u , πεξηνξηζκέλεο ζηε πεξηνρή:  

 0 C, 0 T 16   ,  

2. U lnC ln(16 L) lnC(16 L)     : νη ηζνζηαζκηθέο είλαη νη εμηζώζεηο:  

u
C(16 L) u L 16

C
        ζηε πεξηνρή 0 C, 0 L 16    

Είλαη ε αξλεηηθή ππεξβνιή L u/C  , κεηαηνπηζκέλε πξνο ηα πάλσ θαηά 16 , όπσο θαίλεηαη 

ζην πξώην γξάθεκα.  

 
 

Η θαηαλάισζε ππνθαζηζηά ηνλ ειεύζεξν ρξόλν ζην δεμηό γξάθεκα, αιιά αληηζηαζκίδεη ηελ 

εξγαζία ζην δεμηό. Όζν πιεζηάδνπκε ην πάλσ όξην L 16 , ε επηπιένλ θαηαλάισζε 

αληηζηαζκίδεη όιν θαη ιηγόηεξε επηπιένλ εξγαζία, ή ηζνδύλακα όιν θαη πεξηζζόηεξε 

θαηαλάισζε απαηηείηαη γηα λα αληηζηαζκίζεη επηπιένλ εξγαζία.  

  

 

 

 

 

16  
U  

C  

T  

16  

C  

U  

L  

u
L

C
   

Y  U u  

X  
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8.  
Θεωξνύκε ηελ ζπλάξηεζε ρξεζηκόηεηαο: U (X 1)(Y 2)     κε  X 0, Y 0  . Να γίλεη ην 

γξάθεκα ηεο θακπύιεο αδηαθνξίαο U (X 1)(Y 2) u     

Λύζε. 

Η ηζνζηαζκηθή είλαη ε ππεξβνιή κεηαηνπηζκέλε ζην ζεκείν: 

 0 0{X 1 0, Y 2 0} {X 1, Y 2}         

Γξαθηθά δηαπηζηώλνπκε όηη: 

1. Η θαηαλάισζε ηνπ Y  είλαη πάληνηε κεγαιύηεξε ηνπ 2 .  

2. Η θαηαλάισζε ηνπ X  κπνξεί θαη λα κεδεληζηεί. 

 

9.  
Σε κηα ζύλζεηε παξαγωγή δύν πξνηόληα παξάγνληαη ζε πνζόηεηεο (X,Y)  κε ζπλάξηεζε 

θόζηνπο:  1/ 2 1/ 2 2C(X,Y) 1 (X Y )   . 

Να γίλεη ην γξάθεκα κηαο θακπύιεο ηζνθόζηνπο θαη λα δηεξεπλεζεί αλ ε ζπλάξηεζε 

θόζηνπο είλαη νηνλεί θνίιε ή νηνλεί θπξηή, θαη αλ νξίδεη θζίλνληα ή αύμνληα ξπζκό 

ππνθαηάζηαζεο ηωλ πξνϊόληωλ ζην θόζηνο. 

Λύζε.  Έρνπκε: 2C 1 H    όπνπ: 1/ 2 1/ 2H(X,Y) X Y   

Οη ηζνζηαζκηθέο ηεο C  είλαη ίδηεο κε ηηο ηζνζηαζκηθέο ηεο H . Η 

ζπλάξηεζε H  είλαη ηεο γλσζηήο κνξθήο  

 α αx y   κε α 1  

θαη νη ηζνζηαζκηθέο ηεο έρνπλ ην γλσζηό ζρήκα παξαπιεύξσο, κε 

ηηο πάλσ ζηαζκηθέο θπξηέο. Τν ίδην ζα ηζρύεη γηα ηηο ζηαζκηθέο ηεο 

αξρηθήο C . Σπκπεξαίλνπκε όηη, όπσο θαη ε H : 

Η C  είναι οιονεί κοίλη και ορίζει θθίνονηα ρσθμό σποκαηάζηαζης. 

Σσμπεραίνοσμε όηι η ζσνάρηηζη κόζηοσς δεν είναι κανονική φς προς ηην κσρηόηηηα. 

Ενδιάμεζες ποζόηηηες παραγφγής έτοσν συηλόηερο κόζηος.  

  

10  
Μία επηρείξεζε παξάγεη δύν πξνηόληα ζε πνζόηεηεο {x,y} ,  κε θόζηνο 2C x y  ,  θαη 

έζνδν R vx wy  , όπνπ {v 0,w 0}   είλαη νη κνλαδηαίεο ηηκέο ηνπο. 

Να γίλεη ην γξάθεκα ηεο θακπύιεο C 1 , θαη ην γξάθεκα ηωλ ηζνζηαζκηθώλ ηεο 

ζπλάξηεζεο εζόδνπ R , ζην ίδην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλωλ. 

Λύζε:   

Η θακπύιε ηζνθόζηνπο είλαη παξαβνιή  

 2C x y 1   2y 1 x    

Η ζπλάξηεζε εζόδνπ έρεη ηζνζηαζκηθέο: 

 R vx wy r   ,  

παξάιιειεο επζείεο κε θιίζε γλήζηα αξλεηηθή:   

  v / w , 

Τν έζνδν R  απμάλεη ζηελ θαηεύζπλζε ηεο αληίζηνηρεο 

δηαλπζκαηηθήο θιίζεο R  

 

1  

2  

U u  

Y  

X  

C c  

R  

R r  y  

x  

C 1  


