
Φξνληηζηήξην.IV(B) 
1 

Να δηαπηζηωζεί όηη ε ζπλάξηεζε f(x,y) x 2y   είλαη νκνγελήο θαη λα δηαηππωζεί ε αληίζηνηρε 

εμίζωζε Euler. 

2 

Τα κεγέζε  {x,y,z}  ζπλδένληαη κε ηελ εμίζωζε: 3/4 1/4z 4x y . Να εθηηκεζεί ε πνζνζηηαία κεηαβνιή ηνπ 

z , αλ ηα {x,y}  ειαηηωζνύλ ακθόηεξα θαηά 2%. 

3 

Θεωξνύκε ηε ζρέζε 2z x y .  Αλ από θάπνηεο αξρηθέο ηηκέο (x,y) , ην x  ειαηηωζεί θαηά 1% , λα 

εθηηκεζεί πόζν πξέπεη λα κεηαβιεζεί ην y  ώζηε λα κελ αιιάμεη ε ηηκή ηνπ z  

4  

Η εμίζωζε 2 2α β αx x 2    νξίδεη πιεγκέλα ην x  ωο ζπλάξηεζε ηωλ {α,β} . Να βξεζνύλ ε παξάγωγνο 

θαη ε ειαζηηθόηεηα ηνπ x  ωο πξνο α , ζηηο ηηκέο: {α 1,β 2,x 1}   . 

5 

Να δηαπηζηωζεί όηη ε 2f(x,y) (x y) / y   είλαη νκνγελήο θαη λα επαιεζεπηεί ε αληίζηνηρε εμίζωζε 

Euler. 

6 

Η εμίζωζε 2 2x y xz z 2   , νξίδεη πιεγκέλα ην x  ωο ζπλάξηεζε ηωλ {y,z} . Να ππνινγηζηνύλ ε 

παξάγωγνο θαη ε ειαζηηθόηεηα ηνπ x  ωο πξνο y , ζηηο ηηκέο: {x 1,y 2,z 1}   . 

7 

Τα κεγέζε  {x,y,z}  ζπλδένληαη κε ηελ εμίζωζε: 3/4 1/4z 4x y . Να εθηηκεζεί ε  κεηαβνιή ηνπ z , αλ to x  

ειαηηωζεί θαηά 2%, θαη ην y  απμεζεί θαηά 2%  . 

 

 



Φξνληηζηήξην.IV(B)-Λύζεηο 
1 

Να δηαπηζηωζεί όηη ε ζπλάξηεζε f(x,y) x 2y   είλαη νκνγελήο θαη λα δηαηππωζεί ε αληίζηνηρε 

εμίζωζε Euler. 

Λύζε. Είλαη νκνγελήο βαζκνύ κ 1/ 2 , δηόηη:  

 1/ 2 1/ 2f(tx,ty) tx 2ty t x 2y t f(x,y)      

Θα ηθαλνπνηεί ηελ εμίζωζε Euler βαζκνύ κ 1/ 2 :  

 
x yxf yf f / 2   

2 

Τα κεγέζε  {x,y,z}  ζπλδένληαη κε ηελ εμίζωζε: 3/4 1/4z 4x y . Να εθηηκεζεί ε πνζνζηηαία κεηαβνιή ηνπ 

z , αλ ηα {x,y}  ειαηηωζνύλ ακθόηεξα θαηά 2%. 

Λύζε. Είλαη ζπλάξηεζε C-D κε ειαζηηθόηεηα θιίκαθαο ην άζξνηζκα ηωλ βαζκώλ: 

r x yε ε ε 3 / 4 1/ 4 1      

Επνκέλωο ε πνζνζηηαία κεηαβνιή ηνπ z  ζα είλαη: %Δz %dz (1)( 2%) 2%      

Δειαδή ην z  ζα ειαηηωζεί επίζεο θαηά 2%  πεξίπνπ 

Παξαηήξεζε. Οη (νξηαθέο) πνζνζηηαίεο κεηαβνιέο, δειαδή ηα πνζνζηηαία δηαθνξηθά, ζπλδένληαη κε ηελ 

ζρέζε: 

 
x y%dz ε (%dx) ε (%dy)   

όπνπ:   

 
x x y yε E z 3/ 4, ε E z 1/ 4    ,   %dx %Δx 2%, %dy %Δy 2%       

3 

Θεωξνύκε ηε ζρέζε 2z x y .  Αλ από θάπνηεο αξρηθέο ηηκέο (x,y) , ην x  ειαηηωζεί θαηά 1% , λα 

εθηηκεζεί πόζν πξέπεη λα κεηαβιεζεί ην y  ώζηε λα κελ αιιάμεη ε ηηκή ηνπ z  

Λύζε1. Γηα ζηαζεξό z , ζα έρνπκε: 

 2 2z x y c y cx      

Δειαδή,  ε ειαζηηθόηεηα ηνπ y  ωο πξνο x   κε ζηαζεξό z , είλαη ε 2   . Επνκέλωο κε ζηαζεξό z   ην y   

πξέπεη λα κεηαβιεζεί πεξίπνπ θαηά: 

 %dy ε(%dx) 2( 1) 2%       

Λύζε 2. Η ζπλάξηεζε 2z x y  είλαη C-D. Επνκέλωο νη ειαζηηθόηεηεο δίλνληαη από ηνπο αληίζηνηρνπο 

εθζέηεο, θαη ηα πνζνζηηαία δηαθνξηθά ζα ηθαλνπνηνύλ ηελ εμίζωζε: 

 x
x y

y

ε 2
%dz (ε )(%dx) (ε )(%dy) 0 %dy (%dx) ( 1) 2%

ε 1
           

4  

Η εμίζωζε 2 2α β αx x 2    νξίδεη πιεγκέλα ην x  ωο ζπλάξηεζε ηωλ {α,β} . Να βξεζνύλ ε παξάγωγνο 

θαη ε ειαζηηθόηεηα ηνπ x  ωο πξνο α , ζηηο ηηκέο: {α 1,β 2,x 1}   . 

Λύζε. Ειέγρνπκε όηη νη ηηκέο ηθαλνπνηνύλ ηελ εμίζωζε. Σηε ζπλέρεηα ζεωξνύκε ηελ εμίζωζε: 
2 2f(α,β,x) α β αx x 2 x x(α,β)      ,  

νπόηε ν ηύπνο πιεγκέλεο παξαγώγηζεο καο δίλεη: 

Παξάγωγν: α

x

fx 2αβ x 2 1 2 1
5

α f α 2x 1 2 1

    
      

   
,  

Ειαζηηθόηεηα: α
α

αx 1( 5)
E x 5

x 1


      



Παξαηήξεζε. Η παξάγωγνο κπνξεί λα ππνινγηζηεί θαη κε πιεγκέλε παξαγώγηζε ζηελ εμίζωζε, ωο πξνο α   

κε ζηαζεξό β : 

 2 2
α α α

2αβ x
α β αx x 2 2αβ (x αx ) 2xx 0 x 5

α 2x


            


  

5 

Να δηαπηζηωζεί όηη ε 2f(x,y) (x y) / y   είλαη νκνγελήο θαη λα επαιεζεπηεί ε αληίζηνηρε εμίζωζε 

Euler. 

Λύζε. Η  2 1

2 2

x y x 1
f(x,y) xy y

yy y

 
     , είλαη νκνγελήο βαζκνύ 1 , δηόηη ηθαλνπνηεί: 

1

2 2

tx ty 1 x y
f(tx, ty) t f(x,y)

t(ty) y

 
    

Επαιεζεύεηαη θαη ε εμίζωζε Euler βαζκνύ 1 : 

 2 3 2 2 2 1 2 1

x yxf yf f xy y 2xy y xy 2xy y xy y f(x,y)                       

6 

Η εμίζωζε 2 2x y xz z 2   , νξίδεη πιεγκέλα ην x  ωο ζπλάξηεζε ηωλ {y,z} . Να ππνινγηζηνύλ ε 

παξάγωγνο θαη ε ειαζηηθόηεηα ηνπ x  ωο πξνο y , ζηηο ηηκέο: {x 1,y 2,z 1}   . 

Λύζε. Ειέγρνπκε πξώηα όηη νη ηηκέο ηθαλνπνηνύλ ηελ εμίζωζε: 2 21 2 1 1 1 2    .  

Η παξάγωγνο κπνξεί λα ππνινγηζηεί κε ηνλ ηύπν πιεγκέλεο παξαγώγηζεο: 

 
y2 2 2

x y

x

fx 1
f x y xz z {f 2xy z 5,f x 1} 0.2

y f 5


               


 

Ελαιιαθηηθά κπνξεί λα ππνινγηζηεί κε πιεγκέλε παξαγώγηζε ωο πξνο y , ζεωξώληαο ην z  ζηαζεξό: 

 2 2 2

y y y y(x y xz z ) 2 (2xx y x ) x z 0 5x 1 0 x 0.2               

Τέινο ππνινγίδνπκε θαη ηελ ειαζηηθόηεηα: 

 
y

y

yx 2 1 2
E x 0.4

x 1 5 5

 
       

 
  

7 

Τα κεγέζε  {x,y,z}  ζπλδένληαη κε ηελ εμίζωζε: 3/4 1/4z 4x y . Να εθηηκεζεί ε  κεηαβνιή ηνπ z , αλ to x  

ειαηηωζεί θαηά 2%, θαη ην y  απμεζεί θαηά 2%  . 

Λύζε. Είλαη ζπλάξηεζε C-D κε ειαζηηθόηεηεο ηνπο αληίζηνηρνπο εθζέηεο. Έρνπκε: 

 
x x y yε E z 3 / 4, ε E z 1/ 2    ,   %dx %Δx 2%, %dy %Δy 2%     .  

Επνκέλωο ε αληίζηνηρε κεηαβνιή ηνπ z  ζα είλαη: 

 x y%Δz %dz ε (%dx) ε (%dy) 3 / 4( 2) 1/ 4( 2) 3 / 2 1/ 2 1%             

Δειαδή ην z  ζα ειαηηωζεί θαηά 1%  πεξίπνπ (δηόηη ην x  έρεη κεγαιύηεξε βαξύηεηα). 

 
 


