
Φξνληηζηήξην. IV(A) 
1 

Θεωξνύκε ηελ εμίζωζε: 1/3y (x 1)   , ζηε ζεηηθή πεξηνρή: {x 0, y 0}    

1. Να γίλεη ην γξάθεκά ηεο 

2. Να βξεζεί γξαθηθά θαη αλαιπηηθά ην ζεκείν ηζνειαζηηθόηεηαο ηνπ x  ωο πξνο y  (αλ ππάξρεη)  

2 

Θεωξνύκε ηελ εμίζωζε: 1/3y (x 1)   , ζηε ζεηηθή πεξηνρή: {x 0, y 0}    

1. Να γίλεη ην γξάθεκά ηεο 

2. Να βξεζεί γξαθηθά θαη αλαιπηηθά ην ζεκείν ηζνειαζηηθόηεηαο ηνπ x  ωο πξνο y  (αλ ππάξρεη)  

3 

Θεωξνύκε ηελ εμίζωζε: 3 3x y 2   , ζηε ζεηηθή πεξηνρή: {x 0, y 0}    

1. Να γίλεη ην γξάθεκά ηεο 

2. Να βξεζεί γξαθηθά θαη αλαιπηηθά ην ζεκείν ηζνειαζηηθόηεηαο ηνπ x  ωο πξνο y  (αλ ππάξρεη)  

4 

Θεωξνύκε ηελ εμίζωζε: 3y 1 x   , ζηε ζεηηθή πεξηνρή: {x 0, y 0}    

1. Να γίλεη ην γξάθεκά ηεο 

2. Να βξεζεί γξαθηθά θαη αλαιπηηθά ην ζεκείν ηζνειαζηηθόηεηαο ηνπ y  ωο πξνο x  (αλ ππάξρεη) 

3. Να πξνζδηνξηζηεί ε πεξηνρή αλειαζηηθόηεηαο y  ωο πξνο x , είηε γξαθηθά είηε αλαιπηηθά.  

5 

Θεωξνύκε ηελ εμίζωζε: 1/2y 1 x   , ζηε ζεηηθή πεξηνρή: {x 0, y 0}    

1. Να γίλεη ην γξάθεκά ηεο 

2. Να βξεζεί γξαθηθά θαη αλαιπηηθά ην ζεκείν ηζνειαζηηθόηεηαο ηνπ x  ωο πξνο y  (αλ ππάξρεη) 

3. Να πξνζδηνξηζηεί ην ηκήκα ηεο θακπύιεο κε αλειαζηηθόηεηα ηνπ  x  ωο πξνο y  

6 

Η ζπλάξηεζε f(x)  είλαη νξηζκέλε ζην δηάζηεκα  x 0 , θαη έρεη ην 

γξάθεκα ηνπ παξαπιεύξωο ζρήκαηνο.  

1. Να βξεζεί γξαθηθά ην ζεκείν ηζνειαζηηθόηεηαο 

2. Να γίλνπλ ζην ίδην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλωλ ηα γξαθήκαηα ηωλ 

ζπλαξηήζεωλ 

Οξηαθή ηηκή:Mf(x) f (x) , Μέζε ηηκή: Af(x) f(x) / x  

7 

Tα {x,y}  ζπλδένληαη κεηαμύ ηνπο, όπνπ ε ειαζηηθόηεηα ηνπ y  ωο πξνο x  είλαη 
xΕ y 3  . Αλ ην y   

ειαηηωζεί θαηά 2%  , λα εθηηκεζεί πόζν ζα κεηαβιεζνύλ ηα κεγέζε: 

1. x    2. u y / x   

8 

Οη ζεηηθέο κεηαβιεηέο {x 0,y 0}   ζπλδένληαη κε ηελ εμίζωζε: x 2y 2  .  

1. Να βξεζνύλ ηα ζεκεία αλειαζηηθόηεηαο ηνπ  y  ωο πξνο x . 

2. Να βξεζνύλ ηα ζεκεία ειαζηηθόηεηαο ηνπ x  ωο πξνο y . 

9 

Θεωξνύκε ηελ εμίζωζε: 1/2 1/2x y 2   , ζηε ζεηηθή πεξηνρή: {x 0, y 0}    

1. Να γίλεη ην γξάθεκά ηεο 

2. Να βξεζεί γξαθηθά θαη αλαιπηηθά ην ζεκείν ηζνειαζηηθόηεηαο ηνπ y  ωο πξνο x   

 

x  



10 

Οη κεηαβιεηέο {x,y}  ζπλδένληαη κε κηα εμίζωζε. Γηα x 10  έρνπκε y 5 . Να εθηηκεζεί ε ηηκή ηνπ y  

όηαλ x 12 , αλ ε ειαζηηθόηεηα ηνπ x  ωο πξνο y  είλαη ε 2   

11 

Η ζπλάξηεζε f(x)  είλαη νξηζκέλε ζην ζεηηθό δηάζηεκα  x 0 , θαη έρεη 

ην γξάθεκα ηνπ παξαπιεύξωο ζρήκαηνο.  

1. Να βξεζεί γξαθηθά ην ζεκείν ηζνειαζηηθόηεηαο 

2. Να γίλνπλ ζην ίδην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλωλ ηα γξαθήκαηα ηωλ 

ζπλαξηήζεωλ 

Οξηαθήο ηηκήο:Mf(x) f (x)  , Μέζεο ηηκήο: Af(x) f(x) / x    

12 

To y  είλαη ζπλάξηεζε ηνπ x  κε ηηκέο 1 2{y 4, y 6}   όηαλ 1 2{x 2, x 4}  .  

Να εθηηκεζνύλ ηα παξαθάηω: 

1. Ο νξηαθόο ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ y  ωο πξνο x : x

dy
m D y

dx
   (παξάγωγνο)    

2. H ειαζηηθόηεηα κεηαβνιήο ηνπ y  ωο πξνο x : x

dy / y
ε E y

dx / x
      

3. Ο ζρεηηθόο ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ y  ωο πξνο x : x

dy / y
r R y

dx
    

13 

To y  είλαη ζπλάξηεζε ηνπ x  κε ηηκέο 1 2{y 4, y 6}   όηαλ 1 2{x 2, x 4}  .  

Να εθηηκεζνύλ ε παξάγωγνο θαη ε ειαζηηθόηεηα ηνπ x  ωο πξνο y    

14 

Να ππνινγηζηνύλ: 

1. Tν όξην ηνπ xlnx όηαλ x 0 , θαη λα γίλεη ην γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο: f(x) xlnx   

2. Tν νινθιήξωκα 
1

0
x lnxdx . 

15.  

Να ππνινγηζηεί ην παξαθάηω νινθιήξωκα, ζρεδηάδνληαο θαη ην γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο. 

 
1/2

1
dx

2x 1




  

16.   

Να ππνινγηζηεί ην νινθιήξωκα 
1

0
ln(1/ x)dx . 

17 Να ππνινγηζηνύλ:  

1. ην όξην 2xlimxe όηαλ x  , θαη λα γίλεη ην γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο: 2xf(x) xe  γηα x 0   

2. ην νινθιήξωκα 2x

0
xe dx




 . 

18 

To y  είλαη ζπλάξηεζε ηνπ x  κε ηηκέο 1 2{y 6, y 4}   όηαλ 1 2{x 2, x 4}  . Αληίζηνηρα. Να εθηηκεζνύλ 

ε παξάγωγνο θαη ε ειαζηηθόηεηα ηνπ y  ωο πξνο x    

19. 

Αλ ηα κεγέζε {x,y,z}  απμάλνπλ εηεζίωο κε ξπζκνύο {2%, 1%, 3%}  αληίζηνηρα, λα βξεζεί πώο 

κεηαβάιιεηαη ην κέγεζνο w xy / z .  

20 

Να ππνινγηζηεί ην νινθιήξωκα: 
π/2

o

sin(2x π)dx  

x  



21 

Να ππνινγηζηεί ην νινθιήξωκα: 
x

dx
x 1

  

22 

Να ππνινγηζηεί ην νινθιήξωκα:  
x

dx
x 1   

23 

Να ππνινγηζηεί ην νινθιήξωκα: 
22x 1

2x 1



  

24 

Να ππνινγηζηεί ην νινθιήξωκα:  xsinxdx  

25 

Να ππνινγηζηεί ην νινθιήξωκα: sin2xcosxdx  

26 

Να ππνινγηζηεί ην νινθιήξωκα: 
2

1
dx

4 x



   

27 

Να ππνινγηζηεί ην νινθιήξωκα: 2 xx e dx

   



Φξνληηζηήξην.IV(A)-Λύζεηο 
Παξαηήξεζε 

1. Τν ζεκείν ηζνειαζηηθόηεηαο ηνπ x  σο πξνο y  είλαη ίδην κε ην ζεκείν ηζνειαζηηθόηεηαο ηνπ y  σο πξνο 

x . Σηε ζεηηθή πεξηνρή, ε ζπλζήθε ζα είλαη: 

ε xy / y 1 y y / x       γηα αύμνπζεο  

ε xy / y 1 y y / x        γηα θζίλνπζεο,   

2. Γεληθά, ε ζρεηηθή κεηαβνιή κηαο κεηαβιεηήο κεγαιώλεη θαζώο ε ηηκή ηεο κηθξαίλεη. Δηδηθά ζηα ζεκεία 

ηνκήο κε ηνπο άμνλεο βξίζθνπκε: 

 
x x{x 0 E y 0} {y 0 E y }        

Δθηόο αλ έρνπκε απξνζδηνξηζηία, νπόηε ζα πξέπεη λα ππνινγηζηεί.   

1 

Θεωξνύκε ηελ εμίζωζε: 1/3y (x 1)   , ζηε ζεηηθή πεξηνρή: {x 0, y 0}    

1. Να γίλεη ην γξάθεκά ηεο 

2. Να βξεζεί γξαθηθά θαη αλαιπηηθά ην ζεκείν ηζνειαζηηθόηεηαο ηνπ x  ωο πξνο y  (αλ ππάξρεη)  

Λύζε                                     

1. Πξνθύπηεη κε νξηδόληηα κεηαηόπηζε ηεο 1/3x  θαηά 1  

2. Δίλαη αύμνπζα, νπόηε ην ζεκείν ηζνειαζηηθόηεηαο ηθαλνπνηεί: 

 

2/3 1/3y 1
ε 1 y (x 1) (x 1) / x

x 3

x 3(x 1) x 3 / 2

      

     

  

Γελ έρεη ζεκείν ηζνειαζηηθόηεηαο ζηε ζεηηθή πεξηνρή.   

 Παξαηήξεζε. Η y  είλαη παληνύ αλειαζηηθή σο πξνο x , δηόηη όπσο θαίλεηαη ζην γξάθεκα ε αθηίλα y / x   

είλαη πην απόηνκε από ηελ  εθαπηνκέλε, ζε θάζε ζεκείν. Δπνκέλσο ε x   είλαη παληνύ ειαζηηθή σο πξνο y    

2 

Θεωξνύκε ηελ εμίζωζε: 1/3y (x 1)   , ζηε ζεηηθή πεξηνρή: {x 0, y 0}    

1. Να γίλεη ην γξάθεκά ηεο 

2. Να βξεζεί γξαθηθά θαη αλαιπηηθά ην ζεκείν ηζνειαζηηθόηεηαο ηνπ x  ωο πξνο y  (αλ ππάξρεη)  

Λύζε.                                               

1.  Πξνθύπηεη κε νξηδόληηα κεηαηόπηζε ηεο 1/3x  θαηά 1 , πξνο ηα 

δεμηά.  

2. Δίλαη αύμνπζα, νπόηε ε ζπλζήθε ηζνειαζηηθόηεηαο ηθαλνπνεί:  

     2/3 1/3y 1
ε 1 y (x 1) (x 1) / x x 3(x 1) x 3 / 2

x 3

                

Δίλαη ην ζεκείν όπνπ ε αθηίλα ζπκπίπηεη κε ηελ εθαπηνκέλε.  

Παξαηήξεζε. Η y  είλαη ειαζηηθή σο πξνο x  γηα x 3 / 2 . Αληίζεηα 

ε x   είλαη αλειαζηηθή σο πξνο y  ζην ίδην δηάζηεκα.    

 

 

 

 

 

 

 

 

1/3x   xE y 0   

1   

1/3x   

xE y     
3 / 2   1  



3 

Θεωξνύκε ηελ εμίζωζε: 3 3x y 2   , ζηε ζεηηθή πεξηνρή: {x 0, y 0}    

1. Να γίλεη ην γξάθεκά ηεο 

2. Να βξεζεί γξαθηθά θαη αλαιπηηθά ην ζεκείν ηζνειαζηηθόηεηαο ηνπ x  ωο πξνο y  (αλ ππάξρεη)  

Λύζε                                         

1.  Δίλαη ηεο γλσζηήο κνξθήο: ρ ρx y c    κε ρ 1   

2. Παξαγσγίδνληαο πιεγκέλα, βξίζθνπκε: 2 2 2 23x 3y y 0 y x / y       

Δίλαη θζίλνπζα, νπόηε ε ζπλζήθε ηζνειαζηηθόηεηαο  γξάθεηαη: 

     
2

3 3

2

yx
ε 1 y y / x y x y x

xy
                

Αληηθαζηζηώληαο ζηελ αξρηθή εμίζσζε, βξίζθνπκε: 

 3 3 3x y 2 2x 2 x 1 0        

Tν ζεκείν όπνπ ε αθηίλα θαη ε εθαπηνκέλε έρνπλ ηελ ίδηα θιίζε, ζην κέηξν.  

Παξαηήξεζε. Η y  είλαη αλειαζηηθή σο πξνο x  ζηα κηθξά  x 1 . Αληίζεηα ε x   είλαη ειαζηηθή σο πξνο y  

ζην ίδην δηάζηεκα.    
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Θεωξνύκε ηελ εμίζωζε: 3y 1 x   , ζηε ζεηηθή πεξηνρή: {x 0, y 0}    

1. Να γίλεη ην γξάθεκά ηεο 

2. Να βξεζεί γξαθηθά θαη αλαιπηηθά ην ζεκείν ηζνειαζηηθόηεηαο ηνπ y  ωο πξνο x  (αλ ππάξρεη) 

3. Να πξνζδηνξηζηεί ε πεξηνρή αλειαζηηθόηεηαο y  ωο πξνο x , είηε 

γξαθηθά είηε αλαιπηηθά.  

Λύζε.                             

1. Πξνθύπηεη από ηελ αξλεηηθή ηεο 3x  κε αλέβαζκα θαηά 1 .  

Σε θάζε πεξίπησζε είλαη θζίλνπζα θνίιε:  

 2y 3x 0, y 6x 0        , ζην ζεηηθό δηάζηεκα 

2. Η ζπλζήθε ηζνειαζηηθόηεηαο καο δίλεη ην ζεκείν: 

 
3

2 3 3 3 1/31 x
ε 1 y y / x 3x 3x 1 x 4x 1 x 4

x


                   

3.  Έρνπκε αλειαζηηθόηεηα ηνπ y  σο πξνο x  ζην ηκήκα όπνπ ε θιίζε ηεο 

θακπύιεο είλαη κηθξόηεξε από ηελ θιίζε ηεο αθηίλαο, ζηα κηθξά x : 1/30 x 4  . Πξάγκαηη: 

  
2

3 3 3 1/3

x x 3

xy x( 3x )
E y E y 1 3x 1 x 4x 1 x 4

y 1 x

 
            


  

 

 

 

 

 

 

 

 

xE y 0   

xE y     

1  

3x   

xE y 0   

xE y     

1/34   
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Θεωξνύκε ηελ εμίζωζε: 1/2y 1 x   , ζηε ζεηηθή πεξηνρή: {x 0, y 0}    

1. Να γίλεη ην γξάθεκά ηεο 

2. Να βξεζεί γξαθηθά θαη αλαιπηηθά ην ζεκείν ηζνειαζηηθόηεηαο ηνπ x  ωο πξνο y  (αλ ππάξρεη) 

3. Να πξνζδηνξηζηεί ην ηκήκα ηεο θακπύιεο κε αλειαζηηθόηεηα ηνπ  x  ωο πξνο y  

Λύζε.                                   

1. Πξνθύπηεη από ηελ αξλεηηθή ηεο 1/2x  κε αλέβαζκα θαηά 1 .  

Σε θάζε πεξίπησζε είλαη θζίλνπζα θπξηή: 

 1/2 3/2y x / 2 0, y x / 4 0         

2. Δίλαη θζίλνπζα, νπόηε ε ζπλζήθε ηζνειαζηηθόηεηαο γξάθεηαη:       

        
1/2 1/2

1/2 1/2x 1 x
ε 1 y y / x x 2 2x x 4 / 9

2 x

 
                

3. Έρνπκε αλειαζηηθόηεηα ηνπ x  σο πξνο y  όπνπ έρνπκε ειαζηηθόηεηα 

ηνπ y  σο πξνο x , δειαδή ζηα κηθξά y  θαη κεγάια x : 4 / 9 x 1  . 

Πξάγκαηη, γηα αξλεηηθή ειαζηηθόηεηα βξίζθνπκε: 

 
1/2 1/2

1/2 1/2 1/2

x 1/2 1/2

xy x( x / 2) x
E y 1 x 2(1 x ) 3x 2 x 4 / 9

y 1 x 2(1 x )

  
           

 
   

6 

Η ζπλάξηεζε f(x)  είλαη νξηζκέλε ζην δηάζηεκα  x 0 , θαη έρεη ην 

γξάθεκα ηνπ παξαπιεύξωο ζρήκαηνο.  

1. Να βξεζεί γξαθηθά ην ζεκείν ηζνειαζηηθόηεηαο 

2. Να γίλνπλ ζην ίδην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλωλ ηα γξαθήκαηα ηωλ 

ζπλαξηήζεωλ 

Οξηαθή ηηκή:Mf(x) f (x) , Μέζε ηηκή: Af(x) f(x) / x  

Λύζε.  

1. Τν ζεκείν ηζνειαζηηθόηεηαο είλαη ζην 0x  όπνπ ε αθηίλα είλαη θαη 

εθαπηόκελε.  

2. Η νξηαθή ηηκή Mf(x)  δίλεηαη από ηελ θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο. Δίλαη 

κεδεληθή κέρξη ην 
1x , όπνπ απμάλεη απόηνκα εκθαλίδνληαο αζπλέρεηα (ε 

θακπύιε ηεο ζπλάξηεζεο έρεη γσλία). Μεηά είλαη ζπλερώο θζίλνπζα ζεηηθή. 

3. Η κέζε ηηκή Af(x)  δίλεηαη από ηελ θιίζε ηεο αθηίλαο. Δίλαη κεδεληθή 

κέρξη ην 
1x  . Μεηά αξρίδεη λα απμάλεη ζπλερώο, αιιά κέλνληαο ρακειόηεξα από ηελ νξηαθή ηηκή κέρξη ην 

ζεκείν ηζνειαζηηθόηεηαο όπνπ ζπκπίπηνπλ. Μεηά είλαη ζπλερώο θζίλνπζα αιιά κεγαιύηεξε από ηελ 

νξηαθή ηηκή. 

Παξαηήξεζε. Η κέζε ηηκή απμάλεη όηαλ ε νξηαθή είλαη κεγαιύηεξε, θαη κεηώλεηαη όηαλ ε νξηαθή είλαη 

κηθξόηεξε, κε ην κέγηζην ηεο κέζεο εθεί όπνπ ζπκπίπηεη κε ηελ νξηαθή, δειαδή ζην ζεκείν 

ηζνειαζηηθόηεηαο . 

7 

Tα {x,y}  ζπλδένληαη κεηαμύ ηνπο, όπνπ ε ειαζηηθόηεηα ηνπ y  ωο πξνο x  είλαη 
xΕ y 3  . Αλ ην y   

ειαηηωζεί θαηά 2%  , λα εθηηκεζεί πόζν ζα κεηαβιεζνύλ ηα κεγέζε: 

1. x    2. u y / x   

Λύζε. Οη εθηηκήζεηο ησλ κεηαβνιώλ δίλνληαη από ηα δηαθνξηθά.. Έρνπκε: 

1. 
xy y(x) %dy (E y)(%dx) 2 ( 3)(%dx) %dx 2 / 3 0.66%           , αύμεζε 

2. u y/ x %du %dy %dx 2 (2 / 3) 8 / 3 2.66%           , κεηαβνιή ιόγνπ, αύμεζε 

Ελαιιαθηηθά, κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε πξώηα ηελ ειαζηηθόηεηα ηνπ u y / x  σο πξνο x :  

 
x x xΕ u E y E x 3 1 4       , νπόηε έρνπκε: 

x%du (E u)(%dx) ( 4)(2 / 3) 8 / 3 2.66%          

1x   x  0x  

Af(x)  

Mf(x)  

1x   
0x   x  

1  

xE y     

x   

4 / 9   
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Οη ζεηηθέο κεηαβιεηέο {x 0,y 0}   ζπλδένληαη κε ηελ εμίζωζε: x 2y 2  .  

1. Να βξεζνύλ ηα ζεκεία αλειαζηηθόηεηαο ηνπ  y  ωο πξνο x . 

2. Να βξεζνύλ ηα ζεκεία ειαζηηθόηεηαο ηνπ x  ωο πξνο y . 

Λύζε. Τα ζεκεία ζην 2 ζπκπίπηνπλ κε απηά ζην 1, νπόηε ζα 

εμεηάζνπκε κόλν ην 1. 

Γξαθηθά. Η ηζνειαζηηθόηεηα βξίζθεηαη ζην ελδηάκεζν ζεκείν 

B : x 1 , όπνπ ε θιίζε ηεο αθηίλαο θαη ηεο θακπύιεο είλαη ίζεο, ζε 

απόιπηε ηηκή. Η αλειαζηηθόηεηα βξίζθεηαη ζηα κηθξά x : 0 x 1  ,  

όπνπ ε θιίζε ηεο επζείαο είλαη κηθξόηεξε ζε κέηξν από ηελ θιίζε 

ηεο αθηίλαο. Δηδηθά ζηελ θνξπθή Α:  x 0 , είλαη κεδεληθή:  

Αλαιπηηθά. Έρνπκε ηελ παξαθάησ ζπλάξηεζε ζην ζεηηθό 

ηεηαξηεκόξην, κε αξλεηηθή θιίζε:   

x 2y 2 y (2 x) / 2 y 1/ 2         

H ζπλζήθε αλειαζηηθόηεηαο γξάθεηαη: 

 
1 2 x

y y / x y y / x x 1
2 2x
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Θεωξνύκε ηελ εμίζωζε: 1/2 1/2x y 2   , ζηε ζεηηθή πεξηνρή: {x 0, y 0}    

1. Να γίλεη ην γξάθεκά ηεο 

2. Να βξεζεί γξαθηθά θαη αλαιπηηθά ην ζεκείν ηζνειαζηηθόηεηαο ηνπ y  ωο πξνο x   

  Λύζε 

 1. Δίλαη ηεο γλσζηήο κνξθήο: ρ ρx y c    κε ρ 1   

 2. Παξαγσγίδνληαο πιεγκέλα σο πξνο ηελ ζπλάξηεζε y y(x) , βξίζθνπκε:  

         1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2x / 2 y y / 2 0 y x / y y / x             

Η πιεγκέλε ζπλάξηεζε είλαη θζίλνπζα κε αξλεηηθή παξάγσγν. Η ζπλζήθε 

ηζνειαζηηθόηεηαο καο δίλεη: 

          
1/2

1/2 1/2

1/2

y y y
ε 1 y x y y x

x xx
              

Αληηθαζηζηώληαο ζηελ αξρηθή εμίζσζε, βξίζθνπκε to ζεκείν:  

 
1/ 2 1/ 2 1/ 2x y 2 2x 2 {x 1, y 1}                    

Ελαιιαθηηθά, κπνξνύκε λα βξνύκε πξώηα ηελ ζπλάξηεζε: 

 
1/2 1/2 1/2 2 1/2 1/2 1/2 1/2x y 2 y (2 x ) y 2(2 x )( x / 2) x (2 x )               

νπόηε ε ζπλζήθε καο δίλεη: 

 
1/2 1/2 1/2 2 1/2 1/2 1/2y y / x x (2 x ) (2 x ) / x x 2 x 2x 2 x 1               

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

xE y 0   

xE y     

xE y 1  

B  

2  

A  

xE y 0   

xE y     

1  4   
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Οη κεηαβιεηέο {x,y}  ζπλδένληαη κε κηα εμίζωζε. Γηα x 10  έρνπκε y 5 . Να εθηηκεζεί ε ηηκή ηνπ y  

όηαλ x 12 , αλ ε ειαζηηθόηεηα ηνπ x  ωο πξνο y  είλαη ε 2   

Λύζε. Μπνξνύκε λα δνπιέςνπκε είηε κε κεηαβνιέο θαη παξαγώγνπο, είηε κε πνζνζηηαίεο κεηαβνιέο θαη 

ειαζηηθόηεηεο.  

Με ειαζηηθόηεηα. Δθόζνλ έρνπκε αξλεηηθή ειαζηηθόηεηα, θαη ην x  απμήζεθε, ην y  ζα πξέπεη λα 

ειαηησζεί. Τν x  κεηαβιήζεθε θαηά: 

  Δx dx 12 10 2 Δx / x 2 /10 0.2       , ζρεηηθή κεηαβνιή ηνπ x  

Οη ζρεηηθέο κεηαβνιέο ζπλδένληαη κε ηελ ειαζηηθόηεηα: 

 
x x

y yx x 1
/ y y ( )(0.2) 0.1

y x y x 2

  
             όπνπ: x yy 1/ E x 1/ 2 1/ 2       

Δπνκέλσο ην y  ζα κεηαβιεζεί θαηά: y ( 0.4)y ( 0.1)5 0.5        

Καη ε λέα ηηκή ηνπ y  ζα είλαη πεξίπνπ: y 5 0.5 4.5    

Με παξάγωγν. Δθηηκνύκε ηελ παξάγσγν: 

 
x x

y y 1 5 1
y y (E y) 0.25

y / x x 2 10 4


          ,     όπνπ: x yy 1/ E x 1/ 2 1/ 2       

Δπνκέλσο ηo y  ζα κεηαβιεζεί θαηά Δy y Δx ( 0.25)2 0.5       

Καη ε λέα ηηκή ηνπ y  ζα είλαη πεξίπνπ: y 5 0.5 4.5     
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Η ζπλάξηεζε f(x)  είλαη νξηζκέλε ζην ζεηηθό δηάζηεκα  x 0 , θαη έρεη 

ην γξάθεκα ηνπ παξαπιεύξωο ζρήκαηνο.  

1. Να βξεζεί γξαθηθά ην ζεκείν ηζνειαζηηθόηεηαο 

2. Να γίλνπλ ζην ίδην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλωλ ηα γξαθήκαηα ηωλ 

ζπλαξηήζεωλ 

Οξηαθήο ηηκήο:Mf(x) f (x)  , Μέζεο ηηκήο: Af(x) f(x) / x    

Λύζε  

1.  Τν ζεκείν ηζνειαζηηθόηεηαο είλαη ζην 0x  όπνπ ε αθηίλα ζπκπίπηεη κε 

ηελ εθαπηόκελε.  

2. Η νξηαθή ηηκή Mf(x)  δίλεηαη από ηελ θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο. Αξρίδεη 

από ηηκή πεξίπνπ κεδεληθή ή ιίγν ζεηηθή, θαη απμάλεη ζπλερώο.  

Η κέζε ηηκή Af(x)  δίλεηαη από ηελ θιίζε ηεο αθηίλαο. Αξρηθά είλαη άπεηξε θαη θζίλεη ζπλερώο κέρξη ην 0x  

όπνπ ζπκπίπηεη κε ηελ νξηαθή ηηκή. Μεηά είλαη αύμνπζα αιιά κηθξόηεξε από ηελ νξηαθή.  

Παξαηήξεζε. Η κέζε ηηκή κηθξαίλεη όηαλ ε νξηαθή ηηκή είλαη κηθξόηεξε, θαη κεγαιώλεη όηαλ ε νξηαθή 

ηηκή είλαη κεγαιύηεξε, κε ειάρηζην ζην ζεκείν ηζνειαζηηθόηεηαο όπνπ ζπκπίπηνπλ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x  

Af(x)  

Mf(x)  

0x  

0x   x  
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To y  είλαη ζπλάξηεζε ηνπ x  κε ηηκέο 1 2{y 4, y 6}   όηαλ 1 2{x 2, x 4}  .  

Να εθηηκεζνύλ ηα παξαθάηω: 

1. Ο νξηαθόο ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ y  ωο πξνο x : x

dy
m D y

dx
   (παξάγωγνο)    

2. H ειαζηηθόηεηα κεηαβνιήο ηνπ y  ωο πξνο x : x

dy / y
ε E y

dx / x
      

3. Ο ζρεηηθόο ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ y  ωο πξνο x : x

dy / y
r R y

dx
    

Λύζε. Έρνπκε: 
2 1 2 1Δx x x 4 2 2, Δy y y 6 4 2            

1. 
Δy 2

m 1
Δx 2

       

2. 1 1

1 1

Δy / y x ΔyΔy / y 2 2
ε 0.5

Δx / x Δx / x y Δx 4 2


    


       ή  2 1 1 2 1

2 1 2 1

lny ln y ln(y / y )Δlny ln3 / 2 ln3
ε 1

Δlnx lnx lnx ln(x / x ) ln2 ln2


     


 

3. 
1

Δy / y Δy 2 1
r 0.25

Δx y Δx 4 2 4
    


              ή  2 1 1 2 1

2 1 2 1

lny ln y ln(y / y ) ln3 / 2
r

(x x ) x x 2


  

 
     

(Ωο αξρηθέο ηηκέο, αληί ησλ 
1 1{x ,y }   κπνξνύλ λα ρξεζηκνπνηεζνύλ ηα ελδηάκεζα 

1 2 1 2(x x ) / 2, (y y ) / 2   }  
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To y  είλαη ζπλάξηεζε ηνπ x  κε ηηκέο 1 2{y 4, y 6}   όηαλ 1 2{x 2, x 4}  .  

Να εθηηκεζνύλ ε παξάγωγνο θαη ε ειαζηηθόηεηα ηνπ x  ωο πξνο y    

Λύζε. (test IV, αζθ.12) 

 Έρνπκε: 
2 1 2 1Δx x x 4 2 2, Δy y y 6 4 2            

1. παξάγσγνο: 2 1

2 1

x xΔx 2
m 1

Δy y y 2


   


    

2. ειαζηηθόηεηα: 2 1 1 1 2 1

2 1 1 1 2 1

(x x ) / x y (x x )Δx / x 4 2
ε 2

Δy / y (y y ) / y x (y y ) 2 2

  
    

  
  

     ελαιιαθηηθά:  2 1

2 1

lnx lnx ln4 ln2 ln2
ε

lny lny ln6 ln4 ln3 / 2
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Να ππνινγηζηνύλ: 

1. Tν όξην ηνπ xlnx όηαλ x 0 , θαη λα γίλεη ην γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο: f(x) xlnx   

2. Tν νινθιήξωκα 
1

0
x lnxdx . 

Λύζε 

1. Έρνπκε: xlnx 0 ( )   , απξνζδηόξηζηε κνξθή. Η δύλακε ππεξηζρύεη ηνπ 

ινγαξίζκνπ, νπόηε ην όξην ζα είλαη 0. Πξάγκαηη κε ηνλ θαλόλα L’Hopital 

βξίζθνπκε: 

 
2

lnx (lnx) 1/ x
x lnx x 0

1/ x (1/ x) 1/ x


     

 
           

H ζπλάξηεζε έρεη κεδεληθή ηηκή ζηα ζεκεία {0,1} , αξλεηηθέο ελδηάκεζα, θαη  αύμνπζα ζεηηθή γηα x 1    

2. Με νινθιήξσζε θαηά παξάγνληεο:  
2f (x) x f(x) x / 2

g(x) lnx g (x) 1/ x

   
 

   
 

 
2 2

1 1
2 1 1

0 0
0 0

1 x x
xlnxdx x (lnx) / 2 dx 0 1/ 4

x 2 4
          

        δηόηη: 2x lnx x(xlnx) 0 0 0     όηαλ x 0  

1 



 

15.  

Να ππνινγηζηεί ην παξαθάηω νινθιήξωκα, ζρεδηάδνληαο θαη ην γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο. 

 
1/2

1
dx

2x 1




  

Λύζε   
1 1 1

f(x)
2x 1 2 x 1/ 2

 
 

 ,  

ππεξβνιηθή κεηαηνπηζκέλε θαηά 1/2 πξνο ηα δεμηά. 

Οινθιεξώλνπκε απεπζείαο βξίζθνληαο ηελ παξάγνπζα 

 1/2 1/2

1/2
1/2 1/2

1 1 1
dx (2x 1) dx (2x 1)

1/ 2 22x 1

 
      


      

Ελαιιαθηηθά κπνξνύκε λα θάλνπκε αληηθαηάζηαζε: {v 2x 1, dv 2dx}   , νπόηε αληηθαζηζηώληαο θαη ηα 

λέα όξηα x : {1/ 2, } v : {0, }   , βξίζθνπκε : 

 1/2 1/2

0
v 0 v 0

1 1 1 1 1
dv v dx v

2 2 2 1/ 2v

 
 

 
      

Τν νινθιήξσκα δελ ζπγθιίλεη. 

16.   

Να ππνινγηζηεί ην νινθιήξωκα 
1

0
ln(1/ x)dx . 

 Λύζε ln(1/ x) lnx  . 

Χξεζηκνπνηώληαο νινθιήξσζε θαηά κέξε βξίζθνπκε: 

 
f 1 f x

g lnx g 1/ x

   
 

  
 

 
1

1

0
0

lnxdx xlnx 1dx xlnx x lnx (x xlnx) 1 ( 0ln0) 1               

δηόηη ν θαλόλαο L’ Hopital καο δίλεη:  

 
2

lnx 1/ x
x lnx x 0

1/ x 1/ x


   

 
 όηαλ x 0  

 

17 Να ππνινγηζηνύλ:  

1. ην όξην 2xlimxe όηαλ x  , θαη λα γίλεη ην γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο: 2xf(x) xe  γηα x 0   

2. ην νινθιήξωκα 2x

0
xe dx




 . 

Λύζε.  2x

2x

x
xe 0

e

     όηαλ x  , δηόηη ππεξηζρύεη ην άπεηξν ηνπ εθζεηηθνύ.  

Δμάιινπ κε ηνλ θαλόλα L’Hopital, βξίζθνπκε: 
2x 2x 2x

x (x) 1 1
0

e (e ) 2e


   

 
  

Η ζπλάξηεζε έρεη ζεηηθέο ηηκέο, θαη κεδελίδεηαη ζηα {0, }   

2. Με νινθιήξσζε θαηά παξάγνληεο:  
2x 2xf (x) e f(x) e / 2

g(x) x g (x) 1

     
 

  
  

 
2x 2x

2x

0
0 0

e e
xe dx x dx

2 2

 
 

       
rx

0

e 1
0

4 4


    

 

 

 

 

 

1/ 2  
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To y  είλαη ζπλάξηεζε ηνπ x  κε ηηκέο 
1 2{y 6, y 4}   όηαλ 1 2{x 2, x 4}  . Αληίζηνηρα. Να εθηηκεζνύλ 

ε παξάγωγνο θαη ε ειαζηηθόηεηα ηνπ y  ωο πξνο x    

Λύζε.  Με αξρηθέο ηηκέο 
1 1(x ,y )  θαη κεηαβνιέο:

2 1 2 1Δx x x , Δy y y     βξίζθνπκε: 

 παξάγσγνο: 2 1

2 1

y yΔy 4 6 2
m 1

Δx x x 4 2 2

  
     

 
    

ειαζηηθόηεηα: 2 1 1 2 1 1

2 1 1 2 1 1

(y y ) / y (y y )xΔy / y (4 6)2 ( 2) 2 1
ε 0.33

Δx / x (x x ) / x (x x )y (4 2)6 2 6 3

    
        

   
  

Ελαιιαθηηθά έρνπκε θαη ηηο παξαθάησ εθηηκήζεηο: 

1. Θεσξώληαο σο αξρηθέο ηηκέο ηηο ελδηάκεζεο:  

1 2 1 2x (x x ) / 2 (2 4) / 2 3, y (y y ) / 2 (6 4) / 2 5            

2 1 2 1

2 1 2 1

(y y ) / y (y y )xΔy / y (4 6)3 ( 2) 3 3
ε 0.6

Δx / x (x x ) / x (x x )y (4 2)5 2 5 5

    
        

   
  

 2. Χξεζηκνπνηώληαο ηελ ινγαξηζκηθή θιίκαθα: 

2 1

2 1

lny lnyΔlny ln4 ln6 ln(2 / 3) ln3
ε 1 0.585

Δlnx lnx lnx ln4 ln2 ln2 ln2

 
       

 
 

19. 

Αλ ηα κεγέζε {x,y,z}  απμάλνπλ εηεζίωο κε ξπζκνύο {2%, 1%, 3%}  αληίζηνηρα, λα βξεζεί πώο 

κεηαβάιιεηαη ην κέγεζνο w xy / z .  

Λύζε. Οη πνζνζηηαίνη ξπζκνί πξνζηίζεληαη ζηνλ πνιιαπιαζηαζκό θαη αθαηξνύληαη ζηε δηαίξεζε. 

Δπνκέλσο: 

 w x y z%r %r %r %r 2 1 3 0         

Τν w  δελ κεηαβάιιεηαη. 
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Να ππνινγηζηεί ην νινθιήξωκα: 
π/2

o

sin(2x π)dx  

Λύζε.,  

Λύζε 1. Βξίζθνπκε απεπζείαο ηελ παξάγνπζα: 

 
π/2

π/2

0
0

sin(2x π)dx cos(2x π) / 2 [cos(0) cos( π)] / 2 [1 ( 1)] 1               

Λύζε 2. Κάλνπκε ηελ παξαθάησ αιιαγή κεηαβιεηήο, βξίζθνληαο θαη ηα λέα όξηα:  

t 2x π 
1 π 1

x t , x (t)
2 2 2

    ,  x : {0,π / 2} t : { π,0}   

π/2 0
0

π
0 π

sin(2x π)dx sint / 2dt cos t / 2 [cos0 cos( π)] / 2 [1 ( 1)] / 2 1



                

Λύζε3. Θα ,κπνξνύζακε θαη λα απινπνηήζνπκε ηελ ζπλάξηεζε ρξεζηκνπνηώληαο ηελ ηαπηόηεηα:  

sin(2x π) sin2xcosπ sinπcos2x sin2x      

π/2 π/2
π/2

0
0 0

sin(2x π)dx sin2xdt cos2x / 2 [cosπ cos(0)] / 2 1          
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Να ππνινγηζηεί ην νινθιήξωκα: 

x
dx

x 1
  

Λύζε. Κάλνπκε ηελ αληηθαηάζηαζε:   v x 1 x v 1, x (v) 1       

1/2 1/2x v 1 1
dx dv v dv v dv v dv

x 1 v v

  
     

  
      

3/2 1/2 3/2 1/2 1/21 1 2 2
v v (x 1) 2(x 1) (x 1) (x 2)

3 / 2 1/ 2 3 3
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Να ππνινγηζηεί ην νινθιήξωκα: 

 
x

dx
x 1   

Λύζε 

Λύζε 1. Κάλνπκε πξώηα ηελ δηαίξεζε, θαη κεηά νινθιεξώλνπκε:  

x 1
1

x 1 x 1
 

 

x dx
dx 1dx x ln x 1

x 1 x 1
     

     

Λύζε 2. Κάλνπκε ηελ αληηθαηάζηαζε: v x 1 x v 1      

 
x v 1 1

dx dv 1dv dv v ln v x 1 ln x 1
x 1 v v


        

     

Ωο παξάγνπζεο ηεο ίδηαο ζπλάξηεζεο κπνξνύλ λα δηαθέξνπλ κεηαμύ ηνπο θαηά κηα ζηαζεξά. 

 

23 

Να ππνινγηζηεί ην νινθιήξωκα: 
22x 1

2x 1



  

Λύζε 1. Κάλνπκε πξώηα ηελ δηαίξεζε θαη κεηά νινθιεξώλνπκε: 
22x 1 1 3 / 2

x
2x 1 2 2x 1


  

 
  

2
22x 1 1 3 1 1 1 3

x dx dx x x ln 2x 1
2x 1 2 2 2x 1 2 2 4

  
       

  
    

Λύζε 2. Κάλνπκε ηελ αληηθαηάζηαζε: 
1

v 2x 1 x (v 1)
2

      

 
2 2 22x 1 2(v 1) / 4 1 1 1 (v 1) 2

dx dv dv
2x 1 v 2 4 v

    
 

    

 
21 v 2v 3 1 1 3 1

dv vdv dv dv
4 v 4 2 4 v

 
        

 2 21 1 3 1 1 3
v v ln v (2x 1) (2x 1) ln 2x 1

8 2 4 8 2 4
          

 21 1 5 3
x x ln 2x 1

2 2 8 4
      

Τα δύν νινθιεξώκαηα πνπ βξήθακε δηαθέξνπλ θαηά κία ζηαζεξά. 
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Να ππνινγηζηεί ην νινθιήξωκα:  xsinxdx  

Λύζε.  Με νινθιήξσζε θαηά κέξε:  {f sinx, g x} {f cosx, g 1}        

Αληηθαζηζηνύκε ζηνλ ηύπν, θαη βξίζθνπκε: 

 xsinxdx ( cosx)(x) ( cosx)(1)dx xcosx sinx         
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Να ππνινγηζηεί ην νινθιήξωκα: sin2xcosxdx  

Λύζε. Αληηθαζηζηνύκε από ηελ ηξηγσλνκεηξηθή ηαπηόηεηα 

1 1 1 1
sin2xcosx sin(2x x) sin(2x x) sinx sin3x

2 2 2 2
       

Βξίζθνπκε: 

 
1 1 1 1

sin2xcosxdx sinxdx sin3xdx cosx cos3x
2 2 2 6
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Να ππνινγηζηεί ην νινθιήξωκα: 
2

1
dx

4 x



   

Λύση 

Λφςη 1. Βρίςκουμε πρώτα την παράγουςα 

 
2 2 2

1 1 1 2 1/ 2 1 x
dx dx dx αrctαn

4 4 2 24 x 1 (x / 2) 1 (x / 2)
  

      

Σηε ζπλέρεηα αληηθαζηζηνύκε ηα όξηα: 

2

1 1 x 1 π 1 π π
dx arctan

2 2 2 2 2 2 24 x





  
     

  
  

Λύζε 2. Μπνξνύκε πξώηα λα εθαξκόζνπκε ηελ αιιαγή κεηαβιεηήο: 

 x 2u dx 2du    

κε ηα ίδηα άπεηξα όξηα, νπόηε βξίζθνπκε πάιη: 

 
2 2x u

1 1 du 1 1 π 1 π π
dx arctanu

2 2 2 2 2 2 24 x 1 u
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Να ππνινγηζηεί ην νινθιήξωκα: 
2 xx e dx

   

Λύζε. Με νινθιήξσζε θαηά παξάγνληεο: x 2 x{f e ,g x } {f e ,g 2x}         

 2 x x 2x e dx e x dx    κε  x 2 x{f e ,g x } {f e ,g 2x}         

              x 2 x 2 x xe x ( e )2xdx x e 2 e xdx            

Θα θάλνπκε πάιη νινθιήξσζε θαηά παξάγνληεο γηα ην νινθιήξσκα : xe xdx

  

x x{f e ,g x} {f e ,g 1}         

1

x x x x x

0

e xdx e x ( e )1dx xe e             

Αληηθαζηζηώληαο, βξίζθνπκε ηειηθά: 

2 x 2 x x xx e dx x e 2( xe e )         x 2e (x 2x 2)     

 


