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Φρονηιζηήριο.ΙΙΙ(Α) 
1 

Θεωρούμε ηην ζσνάρηηζη: 2/3f(x) x wx   με  {w 0} , ζηο θεηικό διάζηημα: x 0   

1. Να διερεσνηθεί αν είναι κσρηή ή κοίλη    2. Να βρεθεί η μέγιζηη ηιμή ηης 

2 

Θεωρούμε ηην ζσνάρηηζη: f(x) ln(x 1) wx     με {w 0}  , ζηο θεηικό διάζηημα: x 0   

1. Να διερεσνηθεί αν είναι κσρηή ή κοίλη    2. Να βρεθεί η μέγιζηη ηιμή ηης 

3 

Θεωρούμε ηην ζσνάρηηζη: 3/2f(x) px x    με {p 0}  , ζηο διάζηημα: 0 x 2    

1. Να διερεσνηθεί αν είναι κσρηή ή κοίλη    2. Να βρεθεί η μέγιζηη ηιμή ηης 

4 

Θεωρούμε ηην ζσνάρηηζη: 
1/2 1f(x) px x    με {p 0}  , ζηη θεηική περιοτή: x 0   

1. Να διερεσνηθεί αν είναι κσρηή ή κοίλη 

2. Να βρεθεί η μέγιζηη ηιμή ηης 

5 

Θεωρούμε μια ζσνάρηηζη f(x)   ηης οποίας η παράγωγος f (x)  έτει ηο 

παραπλεύρως γράθημα 

1. Να γίνει ηο γράθημά ηης f(x)  με f(0) 1   

2. Να ενηοπιζηεί ηο ζημείο ελάτιζηης ηιμής ηης ζσνάρηηζης  f(x)  

6   

Θεωρούμε ηην ζσνάρηηζη:
2f(x) pln(x 1) x x     για x 0 , με p 0    

1. Να διερεσνηθεί αν είναι κσρηή η κοίλη 

2. Να βρεθούν οι ηιμές ηης παραμέηροσ p  για ηις οποίες η μέγιζηη ηιμή ηης βρίζκεηαι ζηο x 0 .  

7 

Θεωρούμε ηην ζσνάρηηζη: f(x) px x   για  0 x 2  , με p 0    

1. Να διερεσνηθεί αν είναι κσρηή η κοίλη 

2. Να βρεθούν οι ηιμές ηης παραμέηροσ p  για ηις οποίες η μέγιζηη ηιμή ηης βρίζκεηαι ζηο x 2   

8  

Θεωρούμε μια ζσνάρηηζη f(x)   ηης οποίας η παράγωγος f (x)  έτει ηο 

παραπλεύρως γράθημα 

1. Να γίνει ηο γράθημά ηης f(x)   με αρτική ηιμή: f(0) 0   

2. Να ενηοπιζηεί ηο ζημείο μέγιζηης ηιμής ηης ζσνάρηηζης  f(x)  



 

Φρονηιζηήριο.ΙΙΙ(Α)-Λύζεις 
 

1 

Θεωρούμε ηην ζσνάρηηζη: 2/3f(x) x wx   με  {w 0} , ζηο θεηικό διάζηημα: x 0   

1. Να διερεσνηθεί αν είναι κσρηή ή κοίλη    2. Να βρεθεί η μέγιζηη ηιμή ηης 

Λύζη. Δίλαη θνίιε σο άζξνηζκα ηεο θνίιεο: 2/3x , κε ηελ γξακκηθή: wx . Δμάιινπ έρνπκε: 

 2/3f(x) x wx  1/3 4/3f (x) 2x /3 w, f (x) 2x /9 0        , αξλεηηθή 2
ε
 παξάγσγν 

Έρνπκε πξόβιεκα Κπξηνύ Πξνγξακκαηηζκνύ, θαη ην κέγηζην ζα βξίζθεηαη ζην ζηάζηκν, αλ ππάξρεη: 

 1/3 1/3 3 3f (x) 2x /3 w 0 x 3w / 2 x (3w / 2) 8 / 27w 0            , 

Βξίζθεηαη ζην ζεηηθό δηάζηεκα, θαη επνκέλσο είλαη ε ιύζε: 3x 8 / 27w   

Η κέγηζηε ηηκή ζα είλαη: 

2/3

2/3

3 3 2 2

8 8 4 8 1 4
f f(x ) (x ) wx w

9 2727w 27w w 27w

       
          

   
 

2 

Θεωρούμε ηην ζσνάρηηζη: f(x) ln(x 1) wx     με {w 0}  , ζηο θεηικό διάζηημα: x 0   

1. Να διερεσνηθεί αν είναι κσρηή ή κοίλη    2. Να βρεθεί η μέγιζηη ηιμή ηης 

Λύζη. Δίλαη θνίιε σο άζξνηζκα ηεο θνίιεο:  ln(1 x) , κε ηελ γξακκηθή: wx . Δμάιινπ έρνπκε: 

 f(x) ln(1 x) wx   1 2f (x) (1 x) w, f (x) (1 x) 0          , αξλεηηθή 2
ε
 παξάγσγν 

Έρνπκε πξόβιεκα Κπξηνύ Πξνγξακκαηηζκνύ.  

1. Τν κέγηζην ζα βξίζθεηαη ζην ζηάζηκν, αλ ππάξρεη: 

 1 1 1f (x) (1 x) w 0 (1 x) w x w 1             , 

Βξίζθεηαη ζην ζεηηθό δηάζηεκα κόλν αλ 1x w 1 0 w 1      (δηόηη w 0) ,  

νπόηε είλαη θαη ε ιύζε x , κε κέγηζηε ηηκή: 1 1f f(x ) ln(1 w 1) w(w 1) w 1 lnw            . 

2. Τν x 0 , ζα είλαη ιύζε  f (0) 1 w 0 w 1       

Καιύςακε όιεο ηηο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ Δπνκέλσο ε ιύζε θαη ε αληίζηνηρε κέγηζηε ηηκή ζα είλαη: 

 
1 w lnw 1 αν  w 1w 1 αν  w 1

x f f(x )
0        αν  w 10        αν  w 1


  

    
    

 
 

3 

Θεωρούμε ηην ζσνάρηηζη: 
3/2f(x) px x    με {p 0}  , ζηο διάζηημα: 0 x 2    

1. Να διερεσνηθεί αν είναι κσρηή ή κοίλη    2. Να βρεθεί η μέγιζηη ηιμή ηης 

Λύζη. Δίλαη θπξηή σο άζξνηζκα ηεο θπξηήο:  3/ 2px  κε ηελ γξακκηθή: x .  

Δμάιινπ έρεη ζεηηθή 2
ε
 παξάγσγν: 3/2f(x) px x  1/ 2 1/ 2f (x) 3px / 2 1, f (x) 3px / 4 0       

Γελ έρνπκε πξόβιεκα Κπξηνύ Πξνγξακκαηηζκνύ. Τν ζηάζηκν (αλ ππάξρεη) είλαη ειάρηζην, θαη επνκέλσο ην κέγηζην 

βξίζθεηαη ζην ζύλνξν: {0,2} . Σπγθξίλνπκε ηηο ηηκέο:  

{f(0) 0}   θαη  3/2 3/2 3/2 1/2{f(2) p2 2 0 p2 2 p 2 2 2 }           

Δπνκέλσο, ε ιύζε θαη ε αληίζηνηρε κέγηζηε ηηκή είλαη: 

 
-1/2 3 / 2 -1/2

-1/2 -1/2

2 αν  p 2 p2 2 αν  p 2
x f f(x )

0 αν  p 2 0    αν  p 2

  
   

    
  

 

Παραηήρηζη. Γεληθά κπνξνύκε λα ραξαθηεξίζνπκε θαηαξρήλ ηα ζύλνξα ρξεζηκνπνηώληαο ηελ 1
ε
 παξάγσγν: 

{f (0) 0, f (2) 0}    γηα κέγηζην 

αιιά ζην ηέινο πάιη ζα πξέπεη λα ζπγθξίλνπκε ηηο ηηκέο ηνπο όηαλ είλαη ακθόηεξα ππνςήθηα. Δθηόο βέβαηα αλ 

έρνπκε πξόβιεκα Κπξηνύ Πξνγξακκαηηζκνύ νπόηε δελ κπνξεί λα είλαη ακθόηεξα ηαπηόρξνλα ππνςήθηα.  
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Θεωρούμε ηην ζσνάρηηζη: 1/2 1f(x) px x    με {p 0}  , ζηη θεηική περιοτή: x 0   

1. Να διερεσνηθεί αν είναι κσρηή ή κοίλη 

2. Να βρεθεί η μέγιζηη ηιμή ηης 

Λύζη. 

 Δίλαη θνίιε σο άζξνηζκα ηεο θνίιεο:  1/ 2px  κε ηελ θνίιε : 1x  (αξλεηηθή ηεο θπξηήο 1x ).  

Δμάιινπ έρεη αξλεηηθή 2
ε
 παξάγσγν: 1/ 2 1f(x) px x  1/ 2 2 3/ 2 3f (x) px / 2 x , f (x) px / 4 2x 0            

Έρνπκε πξόβιεκα Κπξηνύ Πξνγξακκαηηζκνύ, θαη  βξίζθνπκε: 

1/2 1 2f(x) px x f (x) p / 2 x x 0         

Η 1
ε
 παξάγσγνο είλαη παληνύ γλήζηα ζεηηθή,  θαη επνκέλσο ην κέγηζην βξίζθεηαη ζην άπεηξν: x  , όπνπ ε 

κέγηζηε ηηκή είλαη άπεηξε: f  . Δμάιινπ δελ ππάξρεη ζηάζηκν, νύηε ε ζπλζήθε f (0) 0   ηθαλνπνηείηαη.  

5 

Θεωρούμε μια ζσνάρηηζη f(x)   ηης οποίας η παράγωγος f (x)  έτει ηο παραπλεύρως γράθημα 

1. Να γίνει ηο γράθημά ηης f(x)  με f(0) 1   

2. Να ενηοπιζηεί ηο ζημείο ελάτιζηης ηιμής ηης ζσνάρηηζης  f(x)  
Λύζη  

1. Αξρίδνληαο κε ηελ ηηκή: f(0) 1 ,  ζπλάξηεζε f(x)  είλαη: 

α) Μονοηονία. Αύμνπζα κέρξη ην 
1x  όπνπ ε παξάγσγνο είλαη ζεηηθή. Σηε ζπλέρεηα 

θζίλνπζα κέρξη ην 
2x  πνπ ε παξάγσγνο είλαη αξλεηηθή. Μεηά ην 

2x  είλαη αύμνπζα  

δηόηη ε παξάγσγνο είλαη ζεηηθή.  

β) Κσρηόηηηα. Κνίιε κέρξη ην ελδηάκεζν 3x  όπνπ ε παξάγσγνο είλαη θζίλνπζα.  

Μεηά είλαη θπξηή δηόηη ε παξάγσγνο είλαη αύμνπζα. Τν 3x  όπνπ αιιάδεη γλήζηα ε  

θπξηόηεηα είλαη ζεκείν θακπήο.  

2. Η ζπλάξηεζε έρεη δύν ηνπηθά ειάρηζηα, ζην 0  θαη ζην 
2x . Τν εξώηεκα είλαη  

πνην είλαη κηθξόηεξν. Η ζπλάξηεζε f(x)   πξνθύπηεη από ηελ f (x)  κε νινθιήξσζε, θαη ζύκθσλα κε ην ζεκειηώδεο 

ζεώξεκα, έρνπκε: 

2x

2 1 2
0

f(x ) f(0) f (x)dx E E     =πξνζεκαζκέλν εκβαδό κεηαμύ ηεο θακπύιεο  f (x)   θαη ηνπ x   άμνλα 

Τν ζεηηθό εκβαδό 
1E   κέρξη ην 

1x  είλαη κεγαιύηεξν από ην αξλεηηθό εκβαδό 
2E  κεηαμύ ησλ 

1 2{x ,x } , θαη επνκέλσο: 

 
1 2 2 2E E 0 f(x ) f(0) 0 f(x ) f(0)         

Δπνκέλσο x 0  είλαη ην ζεκείν ειάρηζηεο ηηκήο. 

6   

Θεωρούμε ηην ζσνάρηηζη:
2f(x) pln(x 1) x x     για x 0 , με p 0    

1. Να διερεσνηθεί αν είναι κσρηή η κοίλη 

2. Να βρεθούν οι ηιμές ηης παραμέηροσ p  για ηις οποίες η μέγιζηη ηιμή ηης βρίζκεηαι ζηο x 0 .  

Λύζη 

1. Η ζπλάξηεζε είλαη θνίιε σο άζξνηζκα ηεο θνίιεο ln(1 x) , ηεο θνίιεο 2x   (αξλεηηθή θπξηήο) θαη ηεο γξακκηθήο 

x  . Δλαιιαθηηθά: ε 2
ε
 παξάγσγνο  είλαη αξλεηηθή: 

2

p p
f (x) 1 2x, f 2 0

1 x (1 x)
       

 
 

2. Τν max θνίιεο ζπλάξηεζεο είλαη πξόβιεκα ΚΠ θαη ε ιύζε ζα είλαη: 

x 0 f (0) 0 p 1 0 p 1        

 

 

 

 

1  
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Θεωρούμε ηην ζσνάρηηζη: f(x) px x   για  0 x 2  , με p 0    

1. Να διερεσνηθεί αν είναι κσρηή η κοίλη 

2. Να βρεθούν οι ηιμές ηης παραμέηροσ p  για ηις οποίες η μέγιζηη ηιμή ηης βρίζκεηαι ζηο x 2   

Λύζη 

1. Η ζπλάξηεζε είλαη θπξηή σο άζξνηζκα ηεο θπξηήο x  (αξλεηηθή θνίιεο) θαη ηεο γξακκηθήο px . 

Δλαιιαθηηθά, ε 2ε παξάγσγνο είλαη ζεηηθή: 
1/2 1/2 3/21 1

f(x) px x f (x) p x , f (x) x 0
2 4

          

2. Τν κέγηζην θπξηήο είλαη νπσζδήπνηε ζπλνξηαθό: ή  {0 2} . (Τν ζηάζηκν, αλ ππάξρεη, είλαη ειάρηζην)  

Θα βξίζθεηαη ζην δεμηό ζύλνξν x 2   f(2) f(0) p2 2 0 p 1/ 2      . 

8  

Θεωρούμε μια ζσνάρηηζη f(x)   ηης οποίας η παράγωγος f (x)  έτει ηο 

παραπλεύρως γράθημα 

1. Να γίνει ηο γράθημά ηης f(x)   με αρτική ηιμή: f(0) 0   

2. Να ενηοπιζηεί ηο ζημείο μέγιζηης ηιμής ηης ζσνάρηηζης  f(x)  
Λύζη  

1. Αξρίδνληαο κε ηελ ηηκή: f(0) 0 ,  ζπλάξηεζε f(x)  είλαη: 

α) Όζνλ αθνξά μονοηονία, θζίλνπζα κέρξη ην 
1x  πνπ ε παξάγσγνο  

είλαη αξλεηηθή. Σηε ζπλέρεηα αύμνπζα κέρξη ην α  πνπ ε παξάγσγνο  

είλαη ζεηηθή. Τν ζηάζηκν 
1x  όπνπ αιιάδεη ην πξόζεκν ηεο παξαγώγνπ  

από αξλεηηθό ζε ζεηηθό είλαη ηνπηθό ειάρηζην.  

β) Όζνλ αθνξά κσρηόηηηα, είλαη θπξηή κέρξη ην 
2x  πνπ ε παξάγσγνο είλαη  

αύμνπζα. Σηε ζπλέρεηα θνίιε δηόηη ε παξάγσγνο είλαη θζίλνπζα. Τν  
2x  όπνπ αιιάδεη γλήζηα ε θπξηόηεηα είλαη 

ζεκείν θακπήο.  

2. Η ζπλάξηεζε έρεη  δύν ηνπηθά κέγηζηα, ζηα ζπλνξηαθά ζεκεία 0  θαη α . Η ηηκή ζην 0   είλαη κεγαιύηεξε δηόηη ε 

ζπλάξηεζε f(x)   πξνθύπηεη από ηελ f (x)  κε νινθιήξσζε, θαη ζύκθσλα κε ην ζεκειηώδεο ζεώξεκα, έρνπκε: 

α

1 2
0

f(α) f(0) f (x)dx E E      =προζημαζμένο εμβαδό κεηαμύ θακπύιεο  f (x)   θαη ηνπ x   άμνλα 

Τν αξλεηηθό εκβαδό 
1E   κέρξη ην 

1x  είλαη κεγαιύηεξν από ην ζεηηθό εκβαδό 
2E  κεηαμύ ησλ 

1{x ,α} , νπόηε ην 

παξαπάλσ νινθιήξσκα είλαη αξλεηηθό: 

 
1 2E E 0 f(α) f(0) 0 f(α) f(0)          

Δπνκέλσο x 0  είλαη ην ζεκείν κέγηζηεο ηηκήο f(0) 0 . Η ζπλάξηεζε έρεη παληνύ αξλεηηθέο ηηκέο. 

 


