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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΟΙΚΟΝΟΜΙΚΗΣ ΕΠΙΣΤΗΜΗΣ I.                                        Ιαλνπάξηνο 2022-23 

διάρκεια εξέηαζης: 2 ώρες 

 

1 (4 κνλάδεο) 

α) Η ζπλάξηεζε y y(x)  νξίδεηαη πιεγκέλα από ηελ εμίζωζε: 2xy y 3  .   

Να βξεζνύλ ζην ζεκείν (x 2,y 1)   

1. Η 1
ε
 παξάγωγνο  2. Η γξακκηθή πξνζέγγηζε  

Λύζε.  Καηαξρήλ ειέγρνπκε όηη ην ζεκείν ηθαλνπνηεί ηελ εμίζσζε. 22 1 1 3    

1. Παξαγσγίδνληαο πιεγκέλα σο πξνο x , βξίζθνπκε: 
2 2 2(xy y) (3) (y x2yy ) y 0 1 2 2 1 y y 0 1 5y 0 y 1/ 5                           

2. Η γξακκηθή πξνζέγγηζε δίλεηαη από ηελ παξάζηαζε: 

γρ

1 7 x
f (x) y(2) y (2)(x 1) 1 (x 2)

5 5


        

Παξαηήξεζε.  

1. Μπνξνύκε λα βξνύκε ηελ ζπλάξηεζε y y(x)   ιύλνληαο αιγεβξηθά σο πξνο y

 
2

2 1 1 4x( 3) 1 1 12x
xy y 3 0 y

2x 2x

      
       

Πήξακε ην ζεηηθό πξόζεκν γηα λα ηθαλνπνηείηαη ζην ζεκείν.  

2. Μπνξνύκε λα βξνύκε ην γξάθεκα ιύλνληαο σο πξνο 2

2

3 1
x : xy y 3 x

yy
     ,  

δηαθνξά ησλ δύν ππεξβνιηθώλ.  

 

β) Θεωξνύκε κηα ζπλάξηεζε f(x)  ηεο νπνίαο ε παξάγωγνο f (x)  έρεη ην 

παξαπιεύξωο γξάθεκα.  

1. Να γίλεη ην γξάθεκα ηεο f(x)   κε αξρηθή ηηκή: f(0) 0  

2. Να εληνπηζηεί ην ζεκείν κέγηζηεο ηηκήο ηεο f(x)  

Λύζε  

Αξρίδνληαο κε ηελ ηηκή: f(0) 0 ,  ζπλάξηεζε f(x)  είλαη θζίλνπζα κέρξη ην α  

δηόηη ε παξάγσγνο είλαη αξλεηηθή, ζηε ζπλέρεηα αύμνπζα κέρξη ην β  δηόηη ε 

παξάγσγνο είλαη ζεηηθή, θαη κεηά θζίλνπζα δηόηη ε παξάγσγνο είλαη αξλεηηθή. 

Υπνςήθηα γηα κέγηζηε ηηκή είλαη ηα ζεκεία: {0,β}  πνπ είλαη θαηαξρήλ ηνπηθά 

κέγηζηα.  Η ζπλάξηεζε f(x)   πξνθύπηεη από ηελ f (x)  κε νινθιήξσζε, θαη 

ζύκθσλα κε ην ζεκειηώδεο ζεώξεκα, έρνπκε: 
β

1 2
0

f(β) f(0) f (x)dx E E     , πξνζεκαζκέλν εκβαδό κεηαμύ  

                                                     ηεο θακπύιεο  f (x)   θαη ηνπ x   άμνλα 

Τν «αξλεηηθό»  εκβαδό 
1E   κέρξη ην α  είλαη κεγαιύηεξν από ην «ζεηηθό» εκβαδό 

2E  κεηαμύ ησλ {α,β} , θαη 

επνκέλσο: 

 
1 2E E 0 f(β) f(0) 0 f(β) f(0)          

Δπνκέλσο x 0  είλαη ην ζεκείν κέγηζηεο ηηκήο. 

Παξαηήξεζε. Έρεη θαη ζεκείν θακπήο, από θπξηή ζε θνίιε, ζην ζεκείν αλάκεζα από ηα {α, β}  όπνπ 

αιιάδεη ε κνλνηνλία ηεο f (x) .  

 

 

 



f c  
f   

f c  y  

x  

x 1  

x  

γ) Θεωξνύκε ηελ ζπλάξηεζε: f(x) p x vx   ζην δηάζηεκα: 0 x 2  ,  κε {p 0, v 0}     

1. Να δηεξεπλεζεί αλ είλαη θπξηή ή θνίιε 

2. Να βξεζνύλ νη ηηκέο ηωλ παξακέηξωλ {p,v}  γηα ηηο νπνίεο ε κέγηζηε ηηκή ηεο βξίζθεηαη ζην x 2   

Λύζε 

1. Η ζπλάξηεζε είλαη θνίιε σο άζξνηζκα ηεο θνίιεο p x  θαη ηεο γξακκηθήο vx . 

Δλαιιαθηηθά, ε 2ε παξάγσγνο είλαη αξλεηηθή:  

1/2 1/2 3/21 1
f(x) px vx f (x) px v, f (x) px 0

2 4

           

2. Έρνπκε πξόβιεκα θπξηνύ πξνγξακκαηηζκνύ (κέγηζην θνίιεο), θαη ην κέγηζην ζα βξίζθεηαη ζην δεμηό 

ζύλνξν: x 2    

1/21
f (2) 0 p2 v 0 p 2 2v

2

        , ζπλζήθε γηα κέγηζην ζην δεμηό ζύλνξν  

                                                                                                 

δ) Να βξεζεί κηα παξάγνπζα ηεο ζπλάξηεζεο:
2x

x 1
  

Λύζε. Οη παξάγνπζεο δίλνληαη από ην αόξηζην νινθιήξσλα. Θα ην ππνινγίζνπκε κε δύν ηξόπνπο: 

1. Κάλνπκε ηελ δηαίξεζε ηεο ξεηήο ζπλάξηεζεο, θαη κεηά νινθιεξώλνπκε:  
2 2x (x 1) 1 1

(x 1)
x 1 x 1 x 1

 
   

  
 

2
2x dx 1

dx (x 1)dx (x 1) ln x 1
x 1 x 1 2

      
     

2. Με αληηθαηάζηαζε: v x 1 x v 1      

 
2 2 2

2 2x (v 1) v 2v 1 1 1 1
dx dv dv (v 2 )dv (v 2) ln v (x 1) ln x 1

x 1 v v v 2 2

  
           

     

Κάζε άιιε παξάγνπζα πξνθύπηεη πξνζζέηνληαο κηα ζηαζεξά. 

Παξαηήξεζε.  

1. Γίλνπκε θαη ην γξάθεκα ηεο αξρηθήο ζπλάξηεζεο. Έρεη δύν αζύκπησηεο, ηελ πιάγηα x 1 , θαη ηελ 

θαηαθόξπθε ζην -1. 

2. Η δηαίξεζε κπνξεί λα γίλεη θαη κε ηελ γλσζηή αιγνξηζκηθή δηαδηθαζία: 

 

2

2

2 2

x x 1

(x x) x 1
x x 1

x x 1
x 1 x 1 x 1

x 1

1

 
 
   

 
      

    
 
 
 

 

 

2 (4 κνλάδεο) 

α) Η ζπλάξηεζε f(x,y)  είλαη θπξηή θαη έρεη ηελ ηζνζηαζκηθή ηνπ 

παξαπιεύξωο ζρήκαηνο. Να πξνζδηνξηζηεί ε θάηω ζηαζκηθή θαη λα γίλεη ην 

γξάθεκα ηεο δηαλπζκαηηθήο παξαγώγνπ 

Λύζε. Δθόζνλ είλαη θπξηή ζα είλαη θαη νηνλεί θπξηή, δειαδή ζα έρεη θπξηή ηελ θάησ ζηαζκηθή, όπσο ζην 

γξάθεκα. Η δηαλπζκαηηθή παξάγσγνο ζα θαηεπζύλεηαη ζηελ αληίζεηε θαηεύζπλζε πξνο ηελ πάλσ 

ζηαζκηθή, όπσο ζην γξάθεκα.  

Παξαηήξεζε. Από ηελ θαηεύζπλζε  ηεο δηαλπζκαηηθήο παξαγώγνπ, δηαπηζηώλνπκε όηη ε ζπλάξηεζε είλαη: 

 x αύμνπζα δηόηη έρεη  
xf 0 , y θζίλνπζα δηόηη έρεη 

yf 0 .                                                                                            



β) Θεωξνύκε ηελ ζπλάξηεζε f(x,y) (1 x)(1 y)    

1. Να βξεζεί θαη λα ραξαθηεξηζηεί ην ζηάζηκν ζεκείν ηεο 

2. Να βξεζεί ε παξαβνιηθή πξνζέγγηζε ζην ζηάζηκν ζεκείν. 

Λύζε.  

1. Οη ζπλζήθεο ζηαζηκόηεηαο καο δίλνπλ ην ζηάζηκν:  

 
x y{f (1 y) 0, f (1 x) 0} {x 1,y 1}            

xx yy xy{f 0, f 0, f 1}   
2 2

f xx yy xyΔ f f f 0 0 1 1 0         

Έρεη αξλεηηθή δηαθξίλνπζα θαη επνκέλσο είλαη ζαγκαηηθό. Δηδηθόηεξα δελ είλαη αθξόηαην. 

2. Η ζπλάξηεζε είλαη παξαβνιηθή (πνιπσλπκηθή δεπηέξνπ βαζκνύ), νπόηε ε παξαβνιηθή πξνζέγγηζε 

ζπκπίπηεη κε ηελ ζπλάξηεζε: 

 
παρf (x,y) f(x,y) (1 x)(1 y) 1 x y xy         

Παξαηήξεζε. Πξάγκαηη έρνπκε: 

 2 2

παρ

1
f (x,y) 0 0(x 1) 0(y 1) [0(x 1) 0(y 1) 2 1(x 1)(y 1)] (x 1)(y 1)

2
                  

 

γ) Τν ζεκείν {x 1,y 2}  είλαη ην (πεξηνξηζκέλν) ζηάζηκν ηεο ζπλάξηεζεο: f(x,y) xy , κε ηνλ 

πεξηνξηζκό: g(x,y) 2x y 4   , ζηε ζεηηθή πεξηνρή: {x 0, y 0}  . 

1. Να ππνινγηζηεί ν πνιιαπιαζηαζηήο Lagrange  

2. Να ραξαθηεξηζηεί ωο αθξόηαην, θαη αλαιπηηθά θαη γξαθηθά    

Λύζε.   

1. O πνιιαπιαζηαζηήο Lagrange δίλεηαη από ηνλ  ιόγν:   

 x

x

f y 2
λ 1

g 2 2
     

2. Η ζπλάξηεζε Lagrange γξάθεηαη:  

 
x yL f λ(c g) xy 1(4 2x y) 4 2x y xy {L 2 y, L 1 x}                   

Ο πιαηζησκέλνο Δζζηαλόο πίλαθαο ηεο ζπλάξηεζεο Lagrange ζην ζεκείν είλαη 

αξλεηηθά νξηζκέλνο δηόηη έρεη νξίδνπζα ζεηηθή: 

 

x y

x xx xy

y yx yy

0 g g 0 2 1

g L L 2 0 1 2(0 1) 1(2 0) 4 0

1 1 0g L L

           

Δπνκέλσο ην ζεκείν είλαη (γλήζην) πεξηνξηζκέλν ηνπηθό κέγηζην. Γξαθηθά δηαπηζηώλνπκε όηη ζηελ 

πξαγκαηηθόηεηα είλαη γλήζην πεξηνξηζκέλν νιηθό κέγηζην, δηόηη ν πεξηνξηζκόο g 2x y 4   , βξίζθεηαη 

εμνινθιήξνπ ζηελ θάησ ζηαζκηθή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο.  

 

δ) Θεωξνύκε ηελ ζπλάξηεζε f(x,y) x / (x y)    

1. Να δηαπηζηωζεί όηη είλαη νκνγελήο  

2. Να εθηηκεζεί ε κεηαβνιή ηεο αλ ακθόηεξα ηα {x,y} , ειαηηωζνύλ θαηά 1%  

Λύζε.  

1. Η  
x 1

f(x,y)
x y 1 y / x

 
 

, είλαη νκνγελήο βαζκνύ 0 , δηόηη είλαη ζπλάξηεζε ηνπ y / x  

Δλαιιαθηηθά, δηόηη ηθαλνπνηεί: 

tx x
f(tx, ty) f(x,y)

tx ty x y
  

 
 

2. Γελ ζα κεηαβιεζεί δηόηη, σο νκνγελήο κεδεληθνύ βαζκνύ, έρεη κεδεληθή ειαζηηθόηεηα θιίκαθαο. 

Παξαηήξεζε. Μεηαβνιή ακθνηέξωλ θαηά -1%, αληηζηνηρεί ζε πνιιαπιαζηαζκό κε  t 0,99      . 

g 4   

f   

y  

x  



3 (1 κνλάδα) 

Μηα επηρείξεζε δηαζέηεη ην ίδην πξνϊόλ  ζε δηαθνξεηηθέο αγνξέο, ζε πνζόηεηεο {X,Y} , κε ζπλνιηθό 

θόζηνο C X Y  , θαη εμηζώζεηο δήηεζεο: V 3 X   θαη  W 5 Y   αληίζηνηρα, όπνπ {W,V}  είλαη νη 

κνλαδηαίεο ηηκέο. Η επηρείξεζε ιεηηνπξγεί κεγηζηνπνηώληαο ην θέξδνο: Π(X,Y) VX WY C(X,Y)   . 

1.  Να βξεζεί ε ζπλάξηεζε θέξδνπο θαη λα γίλεη ην γξάθεκα ηωλ ηζνζηαζκηθώλ ηεο. 

2. Να βξεζνύλ νη ηηκέο ζηηο δύν αγνξέο πνπ κεγηζηνπνηνύλ ην θέξδνο: 

Λύζε 

1. 2 2Π (3 X)X (5 Y)Y (X Y) 2X 4Y X Y                                                                

Δίλαη παξαβνιηθή ζπλάξηεζε κε θπθιηθέο ηζνζηαζκηθέο πνπ έρνπλ όιεο ην θέληξν ηνπο 

ζην ζηάζηκν ζεκείν. Ιζρύεη κόλν ην ηκήκα ζηε ζεηηθή πεξηνρή:  

 X 0Π 2 2X 0 X 1      ,    Y 0Π 4 2Y 0 Y 2      

Παξαηήξεζε. Τν ίδην βξίζθνπκε κε ηελ δηαδηθαζία ζπκπιήξσζεο ηεηξαγώλσλ: 

 2 2 2 2 2 22X 4Y X Y (x 2 1x 1 1) (y 2 2y 4 4) (x 1) (y 2) 5                      

2  Η ζπλάξηεζε θέξδνπο είλαη παξαβνιηθή θνίιε.  

α) Αλ επηηξέπεηαη δηαθνξνπνίεζε ηηκώλ ηόηε, σο θνίιε ζπλάξηεζε, ην κέγηζην θέξδνο ζα βξίζθεηαη ζην 

παξαπάλσ ζηάζηκν (βξίζθεηαη ζηελ ζεηηθή πεξηνρή), πνπ καο δίλεη θαη ηελ βέιηηζηε θαηαλάισζε: 

 2 2max{Π 2X 4Y X Y X 0,Y 0} {x 1, y 3}         .  

Οη βέιηηζηεο κνλαδηαίεο ηηκέο, θαη ην θέξδνο, είλαη αληίζηνηρα:  

 {v 3 1 2, w 5 2 3}        π 2 1 3 2 (1 2) 5           

 

4 (1 κνλάδα) 

Θεωξνύκε ηηο παξαθάηω γξακκηθέο εμηζώζεηο δήηεζεο-πξνζθνξάο, αληίζηνηρα:  

  D: 2P Q 3, S :P Q 1     

1. Να βξεζνύλ νη ηηκέο ηζνξξνπίαο αλαιπηηθά θαη γξαθηθά 

2. Σηηο ηηκέο ηζνξξνπίαο λα ππνινγηζηνύλ νη αληίζηνηρεο ειαζηηθόηεηεο 

3. Να ππνινγηζηεί ην ζπλνιηθό πιεόλαζκα (TS) 

Λύζε  

1. Βξίζθνπκε ηηο ηηκέο ηζνξξνπίαο ιύλνληαο ην ζύζηεκα: 

 
D : 2P Q 3

{p 4 / 3, q 1/ 3}
S :P Q 1

  
  

  
 

2. Βξίζθνπκε ηηο ζπλαξηήζεηο-δήηεζεο πξνζθνξάο θαη ππνινγίδνπκε ηηο αληίζηνηρεο ειαζηηθόηεηεο: 

  
D

S

E PQ / Q (4 / 3)( 2) / (1/ 3) 8D : 2P Q 3 D : Q 3 2P

E PQ / Q (4 / 3)( 1) / (1/ 3) 4S :P Q 1 S : Q 1 P

         
   

         
 

Παξαηήξεζε. Ακθόηεξα ειαζηηθά, ε δήηεζε κε δηπιάζηα ειαζηηθόηεηα από ηελ πξνζθνξά, δηόηη ζηηο ίδηεο 

ηηκέο έρεη δηπιάζηα παξάγσγν. 

3. Βξίζθνπκε ηηο αληίζηξνθεο ζπλαξηήζεηο δήηεζεο-πξνζθνξάο: 

 
1

1

D : 2P Q 3 D :P 3 / 2 Q / 2

S :P Q 1 S :P 1 Q





    
 

     
 

θαη ππνινγίδνπκε ην ζπλνιηθό πιεόλαζκα κε ην νινθιήξσκα: 
q 1/3

1 1

0 0

1/3

0

2 1/3

0

TS [D (Q) S (Q)]dQ [(3 / 2 Q / 2) (1 Q)]dQ

(1/ 2 3Q / 2)dQ

Q / 2 3Q / 4 1/ 6 3 / 36 3 / 36 1/ 12

      

 

     

 

    

Παξαηήξεζε. Όπσο θαίλεηαη θαη ζην γξάθεκα, δίλεηαη από ην εκβαδό ηξηγώλνπ κε βάζε 1/2  θαη ύςνο 1/3.  

ΤΕΛΟΣ     

Q  

1 

3 / 2  
1D  

1S  

q 1/ 3  

P  


