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Δf.III.6  ΜΔΓΙ΢ΣΟΠΟΙΗ΢Η ΚΔΡΓΟΤ΢ (B) 

ΠΑΡΑΓΩΓΗ-ΚΟ΢ΣΟ΢ 

Πξνβιήκαηα 1.Γύν εηζξνέο-Μία εθξνή 2.Παξαγσγή ηύπνπ Cobb-Douglas 3.Γύν εθξνέο-Μία εηζξνή 

4.΢πκθέξνπζεο ηηκέο 5.Γηαθνξνπνίεζε ηηκώλ  

ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ   

6. Βέιηηζηε παξαγσγή ηύπνπ C-D 7.Δμσηεξηθόηεηεο 8.Δηζξνέο-Δθξνέο 

 

ΠΑΡΑΓΩΓΗ-ΚΟ΢ΣΟ΢ 

Πξνβιήκαηα 
΢ε κηα παξαγσγηθή δηαδηθαζία έρνπκε ζπλήζσο πνιινύο ζπληειεζηέο παξαγσγήο σο εηζξνέο θαη 

πνιιά παξαγόκελα πξντόληα σο εθξνέο. Οη εηζξνέο έρνπλ θόζηνο θαη νη εθξνέο απνθέξνπλ έζνδν. 

Η δηαθνξά ηνπο δίλεη ην θέξδνο. Θα αζρνιεζνύκε κε ηα παξαθάησ πξνβιήκαηα κεγηζηνπνίεζεο 

ηνπ θέξδνπο: 

1. ΢ηελ παξαγσγή θαη δηάζεζε ελόο πξντόληνο κε δύν ζπληειεζηέο παξαγσγήο θαη ζπλάξηεζε 

παξαγσγήο ηύπνπ Cobb-Douglas, ζε ζπλζήθεο πιήξνπο αληαγσληζκνύ όπνπ νη ακνηβέο ησλ 

ζπληειεζηώλ θαη ε ηηκή ηνπ πξντόληνο είλαη δνζκέλα εμσγελώο σο παξάκεηξνη 

2. ΢ηελ παξαγσγή δύν πξντόλησλ κε ηεηξαγσληθή ζπλάξηεζε θόζηνπο, ζε ζπλζήθεο πιήξνπο 

αληαγσληζκνύ όπνπ νη ηηκέο ησλ πξντόλησλ είλαη δνζκέλεο εμσγελώο σο παξάκεηξνη. 

3. ΢ηε δηάζεζε ελόο πξντόληνο ζε δύν αγνξέο ζε ζπλζήθεο ειιηπνύο αληαγσληζκνύ όπνπ νη ηηκέο 

ηνπο δελ είλαη δνζκέλεο αιιά εμαξηώληαη από ηε δήηεζε πνπ κπνξεί λα είλαη δηαθνξεηηθή ζηηο δύν 

αγνξέο.   

4. Σέινο ζα εμεηάζνπκε θαη κηα απιή πεξίπησζε όπνπ εθηόο από πξντόληα έρνπκε θαη παξαγσγή 

κε αγαζώλ, όπσο είλαη ν ξύπνο, πνπ ζπλεπάγνληαη εμσηεξηθά θόζηε.  

1 Γύν εηζξνέο-Μία εθξνή 
Θεσξνύκε κηα παξαγσγηθή δηαδηθαζία κε δύν ζπληειεζηέο παξαγσγήο ηνπο νπνίνπο ζπκβαηηθά ζα 

νλνκάζνπκε κεθάλαιο  θαη εργαζία, αληίζηνηρα: 

 {K,L}  

θαη έλα παξαγόκελν πξντόλ, κε ζπλάξηεζε παξαγσγήο: 

Q Q(K,L)  

Δπίζεο, ζα ππνζέζνπκε αληαγσληζηηθέο αγνξέο ζηνπο ζπληειεζηέο θαη ζην πξντόλ, κε ηελ 

έλλνηα όηη ηα κνλαδηαία θόζηε ησλ ζπληειεζηώλ {v,w}  θαη ε κνλαδηαία ηηκή ηνπ πξντόληνο p  είλαη 

δνζκέλα, εμσγελώο θαζνξηζκέλα. Σν ζηαζεξό θόζηνο, αλ ππάξρεη, ζα ην παξαιείςνπκε γηα 

επθνιία, δηόηη σο γλσζηό δελ επεξεάδεη ηελ ιύζε κέγηζηνπ θέξδνπο, εθόζνλ ππνζέζνπκε όηη ην 

ζηαζεξό θόζηνο ππάξρεη θαη ρσξίο παξαγσγή. Καηεβάδεη κόλν ην θέξδνο  θαηά ην κέγεζνο ηεο 

δεκηάο πνπ αληηζηνηρεί ζην ζηαζεξό θόζηνο. Έηζη έρνπκε θόζηνο θαη έζνδν, αληίζηνηρα: 

 C vK wL, R pQ(K,L)    

Σν πξόβιεκα κεγηζηνπνίεζεο θέξδνπο ηίζεηαη ζηε κνξθή: 

K,L
max{Π R C pQ(K,L) vK wL K 0, L 0}        

Η ζπλζήθε ζηαζηκόηεηαο γηα εζσηεξηθή ιύζε: {K 0, L 0}  , γξάθεηαη: 

K K K K K

L L L L L

Π 0 R C pQ v Q (K,L) v / p

Π 0 R C pQ w Q (K,L) w /p

      
     

      
 

Γειαδή: 

ε ζπκκεηνρή ηνπ θάζε ζπληειεζηή απμάλεη κέρξη ην θζίλνλ νξηαθό έζνδό ηνπ λα θαηέβεη ζην 

ύςνο ηνπ αληίζηνηρνπ κνλαδηαίνπ θόζηνπο, ππνζέηνληαο όηη αξρίδεη ςειόηεξα.  
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Παξαηήξεζε. Οη ζπλζήθεο θπξηόηεηαο δεύηεξεο ηάμεο ζα είλαη ίδηεο κε ηηο ζπλζήθεο θπξηόηεηαο 

ηεο ζπλάξηεζεο παξαγσγήο, δηόηη ην θόζηνο είλαη γξακκηθή ζπλάξηεζε θαη νη δεύηεξεο παξάγσγέο 

ηνπ κεδελίδνληαη. Δπνκέλσο ζε εζσηεξηθό κέγηζην ζα πξέπεη λα ηθαλνπνηνύληαη  θαη νη ζπλζήθεο: 

Π 0   2

KK LL Q KK LL KLQ 0: {Q 0, Q 0, Δ Q Q Q 0}        

Μάιηζηα, αλ ε ζπλάξηεζε παξαγσγήο ηθαλνπνηεί ηηο παξαπάλσ ζπλζήθεο ζόια ηα ζεκεία ηόηε ζα 

είλαη θνίιε, νπόηε ε ζπλάξηεζε θέξδνπο ζα είλαη επίζεο θνίιε, έρνπκε πξόβιεκα Κπξηνύ 

Πξνγξακκαηηζκνύ, θαη ην ζηάζηκν ζα είλαη νιηθό κέγηζην.  

 
Οη παξαπάλσ δύν εμηζώζεηο ζηαζηκόηεηαο πεξηέρνπλ εθηόο ησλ κεηαβιεηώλ  επηινγήο {K,L} , θαη 

ηηο παξακέηξνπο {v,w,p} . ΢πκβνιίδνληαο κε κηθξά γξάκκαηα ηηο παξακέηξνπο θαζώο θαη ηηο 

βέιηηζηεο πνζόηεηεο ησλ δηαθόξσλ κεγεζώλ, ε ιύζε ζα εμαξηάηαη από ηηο παξακέηξνπο θαη ζα 

εθθξάδεηαη ζε κνξθή ζπλαξηήζεσλ:  

k K(v,w,p)

l L(v,w,p)

 


 
: δήηεζε ζπληειεζηώλ (factor demand) 

Αληηθαζηζηώληαο βξίζθνπκε θαη ην κέγεζνο: 

q Q(k,l) q(v,w,p)  : πξνζθνξά πξντόληνο (product supply) 

Παξαηεξνύκε όηη νη εμηζώζεηο ζηαζηκόηεηαο εμαξηώληαη κόλν από ηνπο ιόγνπο: {v /p,w /p} . 

΢πκπεξαίλνπκε όηη ην ίδην ζα ηζρύεη γηα ηηο ιύζεηο, δειαδή: 

Η δήηεζε ζπληειεζηώλ θαη ε πξνζθνξά πξντόληνο εμαξηώληαη κόλν από ηνπο ιόγνπο: 

v w
,

p p
 

Δθθξάδνπκε ηελ παξαπάλσ ηδηόηεηα ιέγνληαο όηη δελ ππάξρεη ςεπδαίζζεζε ρξήκαηνο. Γειαδή 

αλ εθθξάζνπκε ην ρξήκα ζε δηαθνξεηηθή κνλάδα απηό δελ ζα αιιάμεη ηελ δήηεζε ησλ 

ζπληειεζηώλ θαη ηελ πξνζθνξά ηνπ πξντόληνο. Σέινο, αληηθαζηζηώληαο ζηε ζπλάξηεζε θέξδνπο, 

βξίζθνπκε θαη ην κέγηζην θέξδνο σο ζπλάξηεζε ησλ παξακέηξσλ: 

π pq vk wl π(v,w,p)    : κέγηζην θέξδνο (maximal profit) 

Παξαηήξεζε. Δπηζεκαίλνπκε ηε δηάθξηζε κεηαμύ ησλ παξαθάησ δύν ζπλαξηήζεσλ θέξδνπο: 

1. Π(K,L) pQ(K,L) vK wL   ,   άκεζε ζπλάξηεζε θέξδνπο (direct profit function).  

Γηα ηηο δεδνκέλεο ηηκέο {v,w,p} , εθθξάδεη ην δπλεηηθό θέξδνο αν οι ζσνηελεζηές τρηζιμοποιηθούν 

ζηις ησταίες ποζόηηηες {K,L} .  

2. π(v,w,p) Π(k,l) pq vk wl    , έκκεζε ζπλάξηεζε θέξδνπο (indirect profit function)  

Καιείηαη θαη ζπλάξηεζε κέγηζηνπ θέξδνπο (maximal profit function). Γηα ηηο δεδνκέλεο ηηκέο 

{v,w,p}  εθθξάδεη ην πξαγκαηνπνηνύκελν θέξδνο, όηαν οι ζσνηελεζηές τρηζιμοποιούνηαι ζηις 

βέληιζηες ποζόηηηες {k,l} . 

Παξάδεηγκα.  Q 2 K L Π(K,L) p(2 K L) vK wL        κε  {p 0, v 0, w 0}     

Δίλαη ρσξηδόκελσλ κεηαβιεηώλ ζε νξζνγώληα πεξηνρή. Οη επηκέξνπο ζπλαξηήζεηο είλαη θνίιεο ζε 

δηάζηεκα, κε ιύζε ζηάζηκε πνπ δίλεη νιηθό κέγηζην: 
2

1 1 2

p p
max{Π (K) p2 K vK K 0} Π v 0 k

vK
           

2

2 2 2

p p
max{Π (L) p L wL L 0} Π (L) w 0 l

4w2 L
           

Βξήθακε ηελ δήηεζε ζπληειεζηώλ. Η πξνζθνξά ηνπ πξντόληνο, ην θόζηνο ηεο παξαγσγήο, θαη ην 

κέγηζην θέξδνο, σο ζπλαξηήζεηο ησλ παξακέηξσλ, είλαη αληίζηνηρα: 

  2 22 1 1 1 1 1
q p( ), c p , π pq c p

v 2w v 4w v 4w

   
          

   
  

Ωο ζπλάξηεζε ησλ παξακέηξσλ, ην (κέγηζην) θέξδνο είλαη: p   αύμνπζα, θπξηή, {v,w} θζίλνπζα, 

θπξηή.                                                                                                                                                   
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2. Παξαγσγή ηύπνπ Cobb-Douglas (C-D) 
Θα κειεηήζνπκε ην πξόβιεκα κεγηζηνπνίεζεο ηνπ θέξδνπο κε αληαγσληζηηθέο ηηκέο ησλ 

ζπληειεζηώλ θαη ηνπ πξντόληνο, θαη κε ζπλάξηεζε παξαγσγήο ηύπνπ C-D : 

 α β α βQ K L Π pK L vK wL        κε  α 0, β 0    

Η ζπλάξηεζε παξαγσγήο έρεη ηελ ηδηόηεηα όηη αλ απμήζνπκε ακθόηεξα ηα {K,L}  θαηά ην ίδην 

πνζνζηό, π.ρ. πνιιαπιαζηάδνληαο κε ηνλ ίδην ζπληειεζηή t 1  , ηόηε ε παξαγσγή ζα απμεζεί θαηά 

ηνλ ζπληειεζηή: 

 α β α βQ(tK,tL) (tK) (tL) t Q(K,L)   

Γηαθξίλνπκε ηηο παξαθάησ πεξηπηώζεηο: 

1. α β 1  , θζίλνπζα απόδνζεο θιίκαθαο. Η ζπλάξηεζε παξαγσγήο απμάλεη θαηά κηθξόηεξν 

πνζνζηό. Η ζπλάξηεζε θέξδνπο είλαη θνίιε, γλήζηα θνίιε ζην εζσηεξηθό: K 0,L 0  . Σν κέγηζην 

θέξδνο ζα βξίζθεηαη ζην ζηάζηκν. 

2. α β 1  , αύμνπζα απόδνζεο θιίκαθαο. Η ζπλάξηεζε παξαγσγήο απμάλεη θαηά κεγαιύηεξν 

πνζνζηό. Η ζπλάξηεζε θέξδνπο έρεη ζηάζηκν πνπ είλαη ζαγκαηηθό θαη επνκέλσο δελ είλαη κέγηζην. 

Σν κέγηζην θέξδνο βξίζθεηαη ζην άπεηξν. 

3. α β 1  , ζηαζεξή απόδνζεο θιίκαθαο. Η ζπλάξηεζε παξαγσγήο απμάλεη θαηά ην ίδην 

πνζνζηό. Η ζπλάξηεζε θέξδνπο είλαη θνίιε, όρη γλήζηα. Γεληθά ην κέγηζην βξίζθεηαη ζην κεδέλ ή 

ζην άπεηξν, εθηόο αλ επηθξαηνύλ θάπνηεο πνιύ εηδηθέο ζπλζήθεο νπόηε έρνπκε νιόθιεξε αθηίλα 

ζηάζηκσλ ζεκείσλ κε κέγηζηε ηηκή κεδεληθή.  

΢ην παξάξηεκα απηνύ ηνπ θεθαιαίνπ δίλνπκε ηελ γεληθή ιύζε ζηα πξνβιήκαηα κε παξαγσγή 

ηύπνπ C-D 

Παξαηήξεζε. ΢ε πξνβιήκαηα κεγηζηνπνίεζεο θέξδνπο αθόκε θαη ζε ζπλζήθεο Κπξηνύ 

Πξνγξακκαηηζκνύ, ε ιύζε κπνξεί λα είλαη ζπλνξηαθή, δειαδή θάπνηνο ζπληειεζηήο λα κε 

ρξεζηκνπνηείηαη σο ζρεηηθά αθξηβόο ή θαη ακθόηεξνη λα κελ ρξεζηκνπνηνύληαη αλ είλαη ζρεηηθά 

αθξηβνί. ΢απηή ηελ πεξίπησζε δελ ζα ηθαλνπνηνύληαη νη ζπλζήθεο ζηαζηκόηεηαο, αιιά ζπλνξηαθέο 

ζπλζήθεο, όπσο ζα δνύκε παξαθάησ. 

3. Γύν εθξνέο-κηα εηζξνή 
Θεσξνύκε ηώξα κηα ζύλζεηε παξαγσγή κε δύν παξαγόκελα πξντόληα ζε πνζόηεηεο: {X,Y} , κε 

θόζηνο: 

 C(X,Y)   

Θα ππνζέζνπκε αληαγσληζηηθέο αγνξέο ζηα πξντόληα, κε ηελ έλλνηα όηη νη κνλαδηαίεο ηηκέο ηνπο 

{v,w}  είλαη εμσγελώο θαζνξηζκέλεο. Έηζη έρνπκε έζνδν: 

 R vX wY   
θαη ην πξόβιεκα κεγηζηνπνίεζεο ηνπ θέξδνπο ηίζεηαη ζηε κνξθή: 

X,Y
max{Π R C vX wY C(X,Y) X 0, Y 0}        

Υποθέηονηας όηι ζηο μέγιζηο κέρδος παράγονηαι αμθόηερα ηα προϊόνηα: {X 0, Y 0}  , ε ιύζε ζα 

είλαη εζσηεξηθή θαη επνκέλσο ζα ηθαλνπνηεί ηελ ζπλζήθε ζηαζηκόηεηαο: 

X X X X

Y Y Y Y

Π 0 R C v C

Π 0 R C w C

    
   

    
 

Γειαδή: 

ε παξαγσγή ηνπ θάζε πξντόληνο απμάλεη κέρξη ην αύμνλ νξηαθό ηνπ θόζηνο λα αλέβεη ζην 

ύςνο ηεο κνλαδηαίαο ηηκήο ηνπ.  

Παξαηήξεζε.  Οη ζπλζήθεο δεύηεξεο ηάμεο απηέο είλαη αληίζεηεο από ηηο ζπλζήθεο θπξηόηεηαο 

ηεο ζπλάξηεζεο θόζηνπο δηόηη ην θόζηνο εκθαλίδεηαη κε αξλεηηθό πξόζεκν. Δπνκέλσο ζην 

ζηάζηκν ζα πξέπεη λα ηθαλνπνηνύληαη  θαη νη ζπλζήθεο: 

 Π 0    ή ηζνδύλακα: 2

XX YY C XX YY XYC 0 {C 0, C 0, Δ C C C 0}         

Μάιηζηα, αλ ε ζπλάξηεζε θόζηνπο ηθαλνπνηεί ηηο παξαπάλσ ζπλζήθεο ζόια ηα ζεκεία ηόηε ζα 

είλαη θπξηή, νπόηε ε ζπλάξηεζε θέξδνπο ζα είλαη θνίιε θαη ην ζηάζηκν ζα είλαη νιηθό κέγηζην.      



 

 4 

΢ηηο παξαπάλσ εμηζώζεηο εκθαλίδνληαη νη κεηαβιεηέο επηινγήο {X,Y}  θαη νη παξάκεηξνη {v,w} , 

νπόηε ε ιύζε ζα εμαξηάηαη από ηηο παξακέηξνπο. ΢πκβνιίδνληαο κε κηθξά γξάκκαηα ηηο 

παξακέηξνπο θαζώο θαη ηηο βέιηηζηεο πνζόηεηεο ησλ δηαθόξσλ κεγεζώλ, ε ιύζε ζα παξηζηάλεηαη 

κε ζπλαξηήζεηο:  

x X(v,w)

y Y(v,w)

 


 
: πξνζθνξά πξντόλησλ (product supply) 

Αληηθαζηζηώληαο βξίζθνπκε θαη ην αληίζηνηρν θέξδνο: 

π Π(x,y) vx wy C(x,y) π(v,w)     : κέγηζην θέξδνο (maximal profit) 

Παξαηήξεζε. Όπσο θαη πξνεγνπκέλσο, δηαθξίλνπκε ηηο δύν ζπλαξηήζεηο θέξδνπο: 

 Π(X,Y) vX wY C(X,Y)   ,  π(v,w) Π(x,y) vx wy C(x,y)     

Η πξώηε είλαη ε άκεζε ζπλάξηεζε θέξδνπο (direct profit function). Γηα ηηο δεδνκέλεο ηηκέο 

{v,w} , εθθξάδεη ην δπλεηηθό θέξδνο, αλ ηα πξντόληα παξαρζνύλ ζηηο ησταίες ποζόηηηες {X,Y} . Η 

δεύηεξε είλαη ε έκκεζε ζπλάξηεζε θέξδνπο ή ζπλάξηεζε κέγηζηνπ θέξδνπο. Δθθξάδεη ην 

πξαγκαηνπνηνύκελν θέξδνο, όπνπ ηα πξντόληα παξάγνληαη ζηηο βέληιζηες ποζόηηηες {x,y}  πνπ 

κεγηζηνπνηνύλ ην θέξδνο, γηα ηηο δεδνκέλεο ηηκέο {v,w} .  

 

4. ΢πκθέξνπζεο ηηκέο 
΢ε νξηζκέλεο πεξηπηώζεηο έλα πξντόλ κπνξεί λα κελ παξάγεηαη, αλ ε ηηκή ηνπ δελ είλαη 

ζπκθέξνπζα, δειαδή αλ είλαη «ρακειή» ζε ζρέζε κε ην ειάρηζην νξηαθό ηνπ θόζηνο. Σώξα εθηόο 

ησλ ζπλζεθώλ ζηαζηκόηεηαο ζα έρνπκε θαη ηηο γλσζηέο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο 1εο ηάμεο, νπόηε 

δηαθξίλνπκε ηέζζεξεο πεξηπηώζεηο, σο εμήο: 

1. Λύζε εζσηεξηθή ζηάζηκε. Παξάγνληαη ακθόηεξα ηα πξντόληα: 

με με

με με

X X

Y Y

Π 0 X 0 v C x 0

Π 0 Y 0 w C y 0

    
 

    
 

2. Λύζε ζπλνξηαθή κε X 0 . Παξάγεηαη κόλν ην Y  πξντόλ: 

με με

με με

X X

Y Y

X 0 Π 0 x 0 v C

Π 0 Y 0 w C y 0

    
 

    
, ε ηηκή v  ηνπ X  είλαη ρακειή  

3. Λύζε ζπλνξηαθή κε Y 0 . Παξάγεηαη κόλν ην X  πξντόλ: 

 
με με

με με

X X

Y Y

Π 0 X 0 v C x 0

Y 0 Π 0 y 0 w C

    
 

    
, ε ηηκή w  ηνπ Y  είλαη ρακειή   

4. Λύζε ζπλνξηαθή κε {X 0,Y 0}  . Γελ παξάγεηαη θαλέλα πξντόλ: 

με με

με με

X X

Y Y

X 0 Π 0 x 0 v C

Y 0 Π 0 y 0 w C

    
 

    
, νη ηηκέο {v,w}  ησλ {X,Y}  είλαη ρακειέο 

Σν θάζε ζύζηεκα απνηειείηαη από δύν εμηζώζεηο πνπ καο δίλνπλ ηελ ιύζε, θαη δύν αληζόηεηεο πνπ 

πξέπεη λα ηθαλνπνηνύληαη γηα λα είλαη ε ιύζε απνδεθηή. Μάιηζηα αλ ε ζπλάξηεζε θόζηνπο είλαη 

θπξηή ηόηε ε ζπλάξηεζε θέξδνπο είλαη θνίιε νπόηε νηαδήπνηε από ηηο παξαπάλσ ζπλζήθεο 1
εο

 

ηάμεο ηθαλνπνηείηαη δίλεη νιηθό κέγηζην. Γελ ρξεηάδεηαη λα ειέγμνπκε ηηο ππόινηπεο, πνπ ζε θάζε 

πεξίπησζε δελ ζα ηθαλνπνηνύληαη. 
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Παξάδεηγκα.  Θεσξνύκε ηελ παξαγσγή δύν πξντόλησλ κε ζπλάξηεζε θόζηνπο: 

 2 2

X YC X 2Y X Y {C 1 2X, C 2 2Y}         ,  X 0, Y 0    

θαη κε κνλαδηαίεο ηηκέο {v,w} . Η ζπλάξηεζε θόζηνπο είλαη θπξηή, νπόηε νη παξαπάλσ ζπλζήθεο 

1
εο

 ηάμεο δίλνπλ νιηθό κέγηζην ηνπ θέξδνπο. Σν πξόβιεκα κεγηζηνπνίεζεο ηνπ θέξδνπο  
2 2max{Π (vX wY) (X 2Y X Y ) X 0,Y 0}           

έρεη ηηο παξαθάησ ιύζεηο.  

1. ΢ηάζηκε εζσηεξηθή:   X

Y

Π v 1 2X 0 x (v 1) / 2

Π w 2 2Y 0 y (w 2) / 2

      
 

      
 αλ  

x 0 v 1

y 0 w 2

  
 

  
 

Ακθόηεξεο νη ηηκέο είλαη ζπκθέξνπζεο θαη παξάγνληαη ακθόηεξα ηα πξντόληα. 

2. ΢πλνξηαθή κε X 0 :   
Y

X 0                    

Π w 2 2Y 0

 


    

x 0           

y (w 2) / 2

 


  
 αλ   XΠ v 1 0 v 1

y 0  w 2

    
 

  
  

Η X  ηηκή v δελ είλαη ζπκθέξνπζα. Παξάγεηαη κόλν ην Y  πξντόλ 

3. ΢πλνξηαθή κε Y 0 :     XΠ v 1 2X 0 x (v 1) / 2

Y 0                   y 0           

      
 

  
  αλ  

Y

x 0 v 1

Π w 2 0 w 2

  
 

    
 

Η Y  ηηκή w δελ είλαη ζπκθέξνπζα. Παξάγεηαη κόλν ην X πξντόλ 

4. ΢πλνξηαθή κε {X 0, Y 0}  :     
x 0

y 0

 


 
 αλ  X

Y

Π (v 1) 2X (v 1) 0 v 1

Π (w 2) 2Y (w 2) 0 w 2

       
 

       
 

Ακθόηεξεο νη ηηκέο είλαη κε ζπκθέξνπζεο θαη δελ παξάγεηαη θαλέλα πξντόλ. 

Καιύθηεθαλ όιεο νη δπλαηέο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ {v,w} . ΢πκπεξαίλνπκε όηη παξάγνληαη 

ακθόηεξα ηα πξντόληα: {X 0, Y 0}   κόλν αλ νη ηηκέο ηνπο είλαη αξθεηά πςειέο: {v 1, w 2}  . 

Απηέο είλαη νη ειάρηζηεο ζπκθέξνπζεο ηηκέο. 

Παξαηήξεζε. 

1. Δλαιιαθηηθά, δηαπηζηώλνπκε όηη ην πξόβιεκα είλαη ηνπ ηύπνπ ρσξηδόκελσλ κεηαβιεηώλ: 

 2 2 2 2Π (vX wY) (X 2Y X Y ) (vX X X ) (wY 2Y Y )           
 

Δίλαη ηζνδύλακν κε ηα παξαθάησ δύν, θαη κπνξεί λα ιπζεί ρσξηζηά σο πξνο X  θαη σο πξνο Y : 

 2

1max{Π (X) vX X X X 0}      θαη  2

2max{Π (Y) wY 2Y Y Y }     

΢πλδπάδνληαο ηηο ιύζεηο, βξίζθνπκε ηελ ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο όπσο θαη πξνεγνπκέλσο.       

2. Μπνξνύκε λα βξνύκε ηε ιύζε θαη γξαθηθά όπσο ζην παξαθάησ ζρήκα. Παξαηεξνύκε θαηαξρήλ 

όηη ε ζπλάξηεζε θέξδνπο είλαη κηα παξαβνιηθή ζπλάξηεζε ζε νιόθιεξν ην επίπεδν κε νιηθό 

κέγηζην ζην ζηάζηκν ζεκείν, ην νπνίν όκσο δελ είλαη πάληνηε  ζηελ πεξηνρή βειηηζηνπνίεζεο: 

 
0x (v 1) / 2  ,  

0y (w 2) / 2   

Αλ είλαη ακθόηεξα ζεηηθά καο δίλνπλ ηελ ιύζε. Γεληθόηεξα, ζπκπιεξώλνληαο ηα ηεηξάγσλα 

βξίζθνπκε όηη νη ηζνζηαζκηθέο είλαη νκόθεληξνη θύθινη κε θέληξν ην ζηάζηκν, θαη κε ηηκή πνπ 

κηθξαίλεη θαζώο απνκαθξπλόκαζηε. Έηζη αλάινγα κε ην ηεηαξηεκόξην ζην νπνίν βξίζθεηαη ην 

παξαπάλσ θέληξν ην κέγηζην ζα βξίζθεηαη ζηνλ κηθξόηεξν θύθιν πνπ ζπλαληάεη ηελ ζεηηθή 

πεξηνρή. 

               1.
v 1, w 2

x 0,y 0

 

 
              2.

v 1, w 2

x 0,y 0

 

 
           3. 

v 1, w 2

x 0,y 0

 

 
        4.

v 1, w 2

x 0,y 0

 

 
 

         ζπλνξηαθά αθξόηαηα 

 

 

Y  Y  Y  Y  

X  X  X  X  
  
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5. Γηαθνξνπνίεζε ηηκώλ 
Σν πξνεγνύκελν παξάδεηγκα αθνξά ζπλζήθεο πιήξνπο αληαγσληζκνύ όπνπ νη ηηκέο ησλ πξντόλησλ 

είλαη δνζκέλεο. ΢ηε γεληθόηεξε πεξίπησζε ηνπ ειιηπνύο αληαγσληζκνύ νη ηηκέο κπνξεί λα 

εμαξηώληαη από ηηο πνζόηεηεο ζύκθσλα κε θάπνηα εμίζσζε δήηεζεο, νπόηε ε ζπλάξηεζε εζόδνπ 

ζα έρεη γεληθόηεξε κνξθή. Θα εμεηάζνπκε ηελ πεξίπησζε όπνπ ηα {X,Y}  αθνξνύλ ζηε 

πξαγκαηηθόηεηα πνζόηεηεο ηνπ ίδηνπ πξντόληνο νη νπνίεο δηαηίζεληαη ζε δύν δηαθνξεηηθέο αγνξέο, 

ελδερόκελα κε δηαθνξεηηθέο κνλαδηαίεο ηηκέο, ιόγσ δηαθνξεηηθήο δήηεζεο.  Θα κειεηήζνπκε έλα 

ηέηνην πξόβιεκα, κε έζνδν: 

  R VX WY    
Θα ππνζέζνπκε όηη ε ζπλάξηεζε δήηεζεο κπνξεί λα είλαη δηαθνξεηηθή ζηηο δύν αγνξέο αιιά 

εμαξηάηαη κόλν από ηελ ηηκή ζηελ θάζε αγνξά: 
V V(X), W W(Y)    

Θα εμεηάζνπκε δύν πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο, σο εμήο:  

1. Μεγηζηνπνίεζε ηνπ θέξδνπο κε δηαθνξνπνίεζε ηηκώλ:  

max{Π R C V(X)X W(Y)Y C(X,Y)}      

2. Μεγηζηνπνίεζε ηνπ θέξδνπο κε εληαία ηηκή:  

max{Π R C V(X)X W(Y)Y C(X,Y) V(X) W(Y)}       

Το πρώηο πρόβλημα θα δώζει μεγαλύηερο κέρδος διόηι δεν έχει περιοριζμούς οπόηε επιηρέπει 

εσρύηερη επιλογή ζσνδσαζμών {X,Y} . Θα βξνύκε ηηο ζπλζήθεο πνπ πξέπεη λα ηθαλνπνηεί ε ιύζε 

ηνπ πξώηνπ πξνβιήκαηνο ππνζέηνληαο όηη: 

1. Σν ζπλνιηθό θόζηνο εμαξηάηαη κόλν από ηε ζπλνιηθή παξαγσγή:  

         C C(Q)   όπνπ Q X Y   

2. ΢ηε βέιηηζηε ιύζε δηαηίζεληαη πνζόηεηεο ζε ακθόηεξεο ηηο αγνξέο, δειαδή ε ιύζε είλαη 

εζσηεξηθή θαη επνκέλσο ζηάζηκε.  

Οη ζπλζήθεο γξάθνληαη: 

X X

X Y

Y Y

Π 0 R C
R R C 0

Π 0 R C

  
     

  
 

δηόηη ην νξηαθό θόζηνο C  είλαη γλήζηα ζεηηθό.  Γηαπηζηώλνπκε όηη: 

΢ε ζπλζήθεο  κεγηζηνπνίεζεο ηνπ θέξδνπο κε δηαθνξνπνίεζε ηηκώλ θαη ππνζέηνληαο δηάζεζε 

ηνπ πξντόληνο ζε ακθόηεξεο ηηο αγνξέο, νη πνζόηεηεο δηάζεζεο ζα είλαη ηέηνηεο ώζηε ην 

νξηαθό έζνδν ζηηο δύν αγνξέο ζα είλαη ην ίδην, ζα είλαη γλήζηα ζεηηθό θαη ίζν κε ην νξηαθό 

θόζηνο παξαγσγήο.  

Παξαηήξεζε.  

1. Αλ ην νξηαθό θόζηνο είλαη ζηαζεξό: 

 C(Q) αQ β C α      

ηόηε νη παξαπάλσ ζπλζήθεο ζηαζηκόηεηαο είλαη ζηελ πξαγκαηηθόηεηα νη ζπλζήθεο κεγηζηνπνίεζεο 

ηνπ θέξδνπο ρσξηζηά ζηελ θάζε αγνξά. Δμάιινπ ζαπηή ηελ πεξίπησζε ε ζπλάξηεζε θέξδνπο είλαη 

ρσξηδόκελσλ κεηαβιεηώλ: 

 max{Π V(X)X W(Y)Y [α(X Y)] [V(X)X αX] [W(Y)Y αY]         

νπόηε αξθεί λα ιύζνπκε ηα απιά πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο ζηελ θάζε αγνξά ρσξηζηά. 

2. Αλ ε ιύζε είλαη ζπλνξηαθή, νπόηε ην πξντόλ δηαηίζεηαη κόλν ζηε κηα αγνξά, π.ρ. κόλν ζηε 

δεύηεξε: {X 0, Y 0}  , ηόηε νη ζπλζήθεο γίλνληαη: 

X X

X Y

Y Y

Π (0,Y) 0 R (0) C (Y)
R (0) R (Y) C (Y)

Π (0,Y) 0 R (Y) C (Y)

  
    

  
, κε 

YR 0  

Γειαδή, ιεηηνπξγώληαο ηε δεύηεξε αγνξά ζε ζπλζήθε κέγηζηνπ θέξδνπο ην νξηαθό έζνδν 

παξακέλεη κεγαιύηεξν από ην αξρηθό νξηαθό έζνδν ζηελ πξώηε αγνξά, νπόηε δελ ζπκθέξεη 

θαζόινπ ε δηάζεζε ζηελ πξώηε αγνξά.  
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Παξάδεηγκα. Με ηηο παξαθάησ γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο δήηεζεο  θαη θόζηνπο:  

    V 4 2X  ,  W 5 Y  ,  C(Q) 2 2Q  , 

ε ζπλάξηεζε θέξδνπο γξάθεηαη : 

     Π VX WY C(X,Y) (4 2X)X (5 Y)Y [2 2(X Y)]           

        2 22 2X 3Y 2X Y       

Δίλαη ρσξηδόκελσλ κεηαβιεηώλ θνίιε, κε κέγηζην ζην ζηάζηκν:  

  X

Y

Π 2 4X 0 x 0.5, v 3

Π 3 2Y 0 y 1.5, w 3.5

     
 

     
    κε  π 0.75  

Η ηιμή διάθεζης είναι μικρόηερη ζηη πρώηη αγορά. 

 
Παξάδεηγκα. Αλ ζεσξήζνπκε κεγηζηνπνίεζε θέξδνπο ρσξίο δηαθνξνπνίεζε ηηκώλ ηόηε ζα έρνπκε 

ην πξόβιεκα πεξηνξηζκέλεο   βειηηζηνπνίεζεο  κε ηζνηηθό πεξηνξηζκό: 

 max{Π(X,Y) V(X) W(Y)}  

Γηα ην ζπγθεθξηκέλν πξόβιεκα ηνπ πξνεγνύκελνπ παξαδείγκαηνο κπνξνύκε λα ην ιύζνπκε κε 

απιή αληηθαηάζηαζε από ηνλ πεξηνξηζκό: 
   W(X) V(Y) (4 2X) (5 Y) 0 Y 1 2X          

Σν θέξδνο δίλεηαη από ηελ θνίιε ζπλάξηεζε: 

 2 2Π 2 2X 3(1 2X) 2(1 2X) (1 2X)          

θαη έρεη κέγηζην όηαλ  

 Π (X) 2 6 4(1 2X)2 2(1 2X)2 4 12X 0 X 1/ 3 0.33              

Η ιύζε είλαη  

 {x 0.33,y 1.66}  με  v w 3.33      θαη   π 6/9 0.66   

Παξαηήξεζε. Η αξρηθή ζπλάξηεζε θέξδνπο Π(X,Y)  είλαη βέβαηα ε ίδηα ζηηο 

δύν πεξηπηώζεηο, κε νιηθό κέγηζην ζηε ιύζε (x 1/ 2,y 3 / 2)   πνπ βξήθακε  

πξνεγνπκέλσο όηαλ νη ηηκέο ήηαλ ειεύζεξεο λα δηαθνξνπνηεζνύλ. Οη  

ηζνζηαζκηθέο είλαη ειιεηπηηθέο, ηεο ηεηξαγσληθήο ζπλάξηεζεο: 

2 2Π 2 2X 3Y 2X Y       

2 2
3 1 3

2 X Y
4 2 2

   
       

   
     

Όπσο θαίλεηαη θαη ζην γξάθεκα, ζηε δεύηεξε πεξίπησζε πνπ νη ηηκέο ππνρξεσηηθά ηαπηίδνληαη, ην 

κέγηζην βξίζθεηαη ζην ζεκείν επαθήο κηαο  ηζνζηαζκηθήο ηεο Π(X,Y)  κε ηελ επζεία ηνπ 

πεξηνξηζκνύ: 

 Y 1 2X   
΢ε ζρέζε κε ηελ πξώηε πεξίπησζε, ζηε δεύηεξε πνπ ε ηηκή ππνρξεώλεηαη λα είλαη εληαία:  

 ην θέξδνο είλαη κηθξόηεξν 

 ε κνλαδηαία ηηκή είλαη ελδηάκεζε, δειαδή: 

1.  απμάλεη ζηελ θηελή Xαγνξά νπόηε αληίζηνηρα ειαηηώλεηαη ε πνζόηεηα 

2. ειαηηώλεηαη  ζηελ αθξηβή Υ αγνξά, νπόηε αληίζηνηρα απμάλεη ε πνζόηεηα. 

 

Y 1 2X   
y  

y  

x  x  
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ 

6. Βέιηηζηε παξαγσγή ηύπνπ Cobb-Douglas (C-D) 
Θα κειεηήζνπκε ην αξρηθό πξόβιεκα κεγηζηνπνίεζεο ηνπ θέξδνπο κε αληαγσληζηηθέο ηηκέο ησλ 

ζπληειεζηώλ θαη ηνπ πξντόληνο, θαη κε ζπλάξηεζε παξαγσγήο ηύπνπ C-D : 

 α β α βQ K L Π pK L vK wL        κε  α 0, β 0   

Θα εμεηάζνπκε ρσξηζηά 3 πεξηπηώζεηο  

Πεξίπησζε Ι. α βQ K L   κε α β 1   

Η παξαγσγή είλαη θζίλνπζαο απόδνζεο θιίκαθαο. Γειαδή, αλ απμήζνπκε ακθόηεξα ηα {K,L}  θαηά 

ην ίδην πνζνζηό, ε παξαγσγή ζα απμεζεί θαηά γλήζηα κηθξόηεξν πνζνζηό. Όπσο δηαπηζηώζακε ζε 

πξνεγνύκελν θεθάιαην ηεο ζεσξίαο, ε ζπλάξηεζε παξαγσγήο είλαη γλήζηα θνίιε θαη ην κέγηζην 

θέξδνο βξίζθεηαη ζηε ζηάζηκε εζσηεξηθή ιύζε, πνπ ππάξρεη: 
α 1 β

K

α β 1
L

pQ v (α 1)lnK βlnL ln(v / pα)pαK L v

pQ w αlnK (β 1)lnL ln(w /pβ)pβK L w





      
   

     
  

Παίξλνληαο ινγαξίζκνπο θάλακε ην ζύζηεκα γξακκηθό. Η ιύζε ηνπ καο δίλεη ηηο ζπλαξηήζεηο 

δήηεζεο: 
β βα α

111 1s 1 s 1s 1 s 1
1 s 1 s

v w v w
k p , l p

α β α β


  

 
      

       
      

, όπνπ s α β 1    

Σώξα ε δήηεζε ηνπ θάζε ζπληειεζηή είλαη θζίλνπζα ζπλάξηεζε ησλ ηηκώλ ακθνηέξσλ ησλ 

ζπληειεζηώλ. Αληηθαζηζηώληαο βξίζθνπκε ηε ζπλάξηεζε πξνζθνξάο ηνπ πξντόληνο, θαη ηε 

ζπλάξηεζε κέγηζηνπ θέξδνπο: 
βα

s s 1s 1
1 s

v w
q p

α β




  
   

   
,  

βα
s s 1s 1

1 s
v w

π (1 s)p
α β




  
    

   
 

Πεξίπησζε ΙΙ.  α βQ K L   κε α β 1   

Η παξαγσγή είλαη αύμνπζαο απόδνζεο θιίκαθαο. Γειαδή, αλ απμήζνπκε ακθόηεξα ηα {K,L}  θαηά 

ην ίδην πνζνζηό, ε παξαγσγή ζα απμεζεί θαηά γλήζηα κεγαιύηεξν πνζνζηό. Όπσο δηαπηζηώζακε 

ζε πξνεγνύκελν θεθάιαην ε ζπλάξηεζε παξαγσγήο δελ είλαη θνίιε. Σν παξαπάλσ ζηάζηκν ηνπ 

θέξδνπο ηζρύεη αιιά ηώξα είλαη ζαγκαηηθό θαη δελ δίλεη κέγηζην. Σν κέγηζην βξίζθεηαη ζην άπεηξν. 

Πξάγκαηη αλ  π.ρ. ρξεζηκνπνηήζνπκε ίζε πνζόηεηα εξγαζίαο θαη θεθαιαίνπ: L K , ην θέξδνο ζα 

είλαη:  

     α βΠ pK (w v)K       όηαλ K    

δηόηη ζην άπεηξν ππεξηζρύεη ν όξνο κε ηνλ πςειόηεξν βαζκό α β 1  . Γειαδή, ην θέξδνο απμάλεη 

απεξηόξηζηα θαζώο L K  . 

Πεξίπησζε ΙΙΙ.  α βQ K L , α β 1  .  

Η παξαγσγή είλαη ζηαζεξήο απόδνζεο θιίκαθαο. Γειαδή, αλ απμήζνπκε ακθόηεξα ηα {K,L}  θαηά 

ην ίδην  πνζνζηό, ε παξαγσγή ζα απμεζεί θαηά ην ίδην απηό πνζνζηό. Η ζπλάξηεζε θέξδνπο είλαη 

θνίιε, όρη γλήζηα θαη επνκέλσο ηα ζηάζηκα ζεκεία, αλ ππάξρνπλ δίλνπλ κέγηζην. Οη γεληθέο ιύζεηο 

πνπ βξήθακε παξαπάλσ γηα ζηάζηκν δελ νξίδνληαη δηόηη έρνπκε s α β 1   . Πξέπεη λα μαλαδνύκε 

ηηο εμηζώζεηο ζηαζηκόηεηαο: 

 
(α 1)lnK βlnL ln(v / pα) βlnK βlnL ln(v / pα)

αlnK (β 1)lnL ln(w / pβ) αlnK αlnL ln(w / pβ)

      
 

     
,       δηόηη  α 1 β, β 1 α       

Οη δύν εμηζώζεηο γξάθνληαη: 

 
L 1 v L 1 w

ln ln , ln ln
Κ β pα K α pβ
   ,    κε α β 1   

Έρνπλ ην ίδην αξηζηεξό κέξνο, νπόηε δηαθξίλνπκε δύν πεξηπηώζεηο, σο εμήο: 
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ΙΙΙ.1  Αλ ηα δεμηά κέξε είλαη επίζεο ίζα, δειαδή αλ ηθαλνπνηείηαη ε ζπλζήθε: 

 

βα
1 v 1 w v w

ln ln p
β pα α pβ α β

  
      

   
  κε α β 1   

ηόηε νη δύν εμηζώζεηο ζπκπίπηνπλ θαη νη ζηάζηκεο ιύζεηο κέγηζηνπ θέξδνπο ζρεκαηίδνπλ κηα 

νιόθιεξε αθηίλα. Όια ηα ζεκεία ηεο αθηίλαο δίλνπλ νιηθό κέγηζην δηόηη ε ζπλάξηεζε είλαη θνίιε, 

κε ηελ ίδηα ηηκή, πνπ ζα πξέπεη λα είλαη κεδεληθή όπσο είλαη θαη ζην ζεκείν (0,0)  πνπ αλήθεη ζηελ 

αθηίλα. Η παξαγσγή δελ είλαη ζπκθέξνπζα. 

ΙΙΙ.2 Αλ ηα δεμηά κέξε δελ είλαη ίζα, δειαδή αλ δελ ηθαλνπνηείηαη ε παξαπάλσ ζπλζήθε, νπόηε ζα 

έρνπκε: 

 

βα
v w

p
α β

  
  

   
  ή  

βα
v w

p
α β

  
   

   
 

ηόηε δελ ππάξρνπλ ζηάζηκα θαη ην κέγηζην βξίζθεηαη ζην ζύλνξν (0,0)  κε κεδεληθό θέξδνο, ή ζην 

άπεηξν κε άπεηξν θέξδνο.  

 

7. Δμσηεξηθόηεηεο 
Βαζηθό ραξαθηεξηζηηθό ησλ παξαγόκελσλ πξντόλησλ σο αγαζώλ είλαη όηη ε παξαγσγή ηνπο έρεη 

θόζηνο θαη ε δηάζεζή ηνπο απνθέξεη έζνδν. Δλίνηε έρνπκε θαη παξαγόκελα πξντόληα πνπ είλαη κε 

αγαζά. Έλα ηέηνην πξντόλ είλαη π.ρ. ν ρύπος. Θεσξνύκε κηα παξαγσγή ε νπνία εθηόο από έλα 

αγαζό X  παξάγεη θαη ξύπν Y .  Σν θόζηνο ηεο παξαγσγήο είλαη αύμνπζα ζπλάξηεζε ηεο 

πνζόηεηαο ηνπ παξαγόκελνπ αγαζνύ αιιά θζίλνπζα ζπλάξηεζε ηεο πνζόηεηαο ηνπ παξαγόκελνπ 

ξύπνπ, ηνπιάρηζηνλ ζηελ αξρή, π.ρ. δηόηη ε ειάηησζή ηνπ απαηηεί ηελ ρξήζε αληηξξππαληηθήο 

ηερλνινγίαο πνπ απμάλεη ην θόζηνο: 

 C C(X,Y)   κε  
X Y{C 0, C 0}   

Με κνλαδηαία ηηκή ηνπ πξντόληνο p , ην έζνδν από ηελ δηάζεζή ηνπ ζα είλαη: 

 R pX  

Σν πξόβιεκα κεγηζηνπνίεζεο ηνπ θέξδνπο καο δίλεη ηηο ζπλζήθεο ζηαζηκόηεηαο: 

 
X X X

X,Y
Y Y Y

R C p C
max{Π R C pX C(X,Y)}

R C 0 C

  
      

  
 

Γειαδή, ε κνλάδα ζα παξάγεη επηπιένλ ξύπν εθόζνλ απηό κεηώλεη ην θόζηνο κέρξη ηνπ επηπέδνπ 

πνπ δελ επεξεάδεη πιένλ ην θόζηνο. Δθθξάδνπκε ην παξαπάλσ ιέγνληαο όηη ε παξαγσγή ηνπ 

ξύπνπ δελ επηθέξεη θόζηνο. ΢ηελ πξαγκαηηθόηεηα ε παξαγσγή ηνπ ξύπνπ έρεη θόζηνο  ζε άιιεο 

δξαζηεξηόηεηεο νπόηε ιέκε όηη όζνλ αθνξά ηελ ζπγθεθξηκέλε κνλάδα ην θόζηνο έρεη 

εμσηεξηθεπηεί.  Η επηβνιή πξόζηηκνπ t  αλά κνλάδα εθπνκπήο ξύπνπ είλαη έλαο έκκεζνο ηξόπνο 

εζσηεξίθεπζεο ηνπ θόζηνπο. Σώξα ην έζνδν ζα είλαη: 
R pX tY   

θαη ε κεγηζηνπνίεζε ηνπ θέξδνπο ζα καο δώζεη ηηο ζπλζήθεο: 

X X X

X,Y
Y Y Y

R C p C
max{Π R C pX tY C(X,Y)}

R C t C

  
       

   
 

Σώξα  ε κνλάδα ζα απμάλεη ηνλ ξύπν κέρξη ην νξηαθό ηνπ όθεινο  
YC  λα αληηζηαζκίδεηαη από ην 

νξηαθό ηνπ θόζηνο t  πνπ ζα πξέπεη λα ζπζρεηίδεηαη κε ην πξνθαινύκελν εμσηεξηθό θόζηνο. 

8. Δηζξνέο-Δθξνέο 
Γεληθά, κηα ζύλζεηε παξαγσγηθή δηαδηθαζία κπνξεί λα αθνξά πνιιέο εηζξνέο θαη πνιιέο εθξνέο. 

Σηο παξηζηάλνπκε ζπλήζσο κε θάησ δείθηεο, π.ρ.  

1 2 1 2{X ,X , }, {Y ,Y }  

γηα ηηο εηζξνέο θαη εθξνέο αληίζηνηρα, κε αληίζηνηρεο ηηκέο ζε ζπλζήθεο πιήξνπο αληαγσληζκνύ: 

 
1 2 1 2{w ,w , }, {p ,p }  
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Δλδεηθηηθά ζεσξνύκε κία παξαγσγηθή δηαδηθαζία κε κία εηζξνή θαη δύν εθξνέο, θαη κε αληίζηνηρεο 

ζπλαξηήζεηο παξαγσγήο: 

1 1 1 2 2 1Y Q (X ), Y Q (X )   

Σν πξόβιεκα κεγηζηνπνίεζεο ηνπ θέξδνπο ηίζεηαη ζηε κνξθή: 

 
1

1 1 1 2 2 1 1 1 1
X

max{Π p Q (X ) p Q (X ) w X X 0}     

Δίλαη έλα πξόβιεκα ειεύζεξεο βειηηζηνπνίεζεο κε κία αλεμάξηεηε κεηαβιεηή, δειαδή κηαο 

δηάζηαζεο. Δλαιιαθηηθά κπνξνύκε λα ζεσξήζνπκε όηη ην ζύλνιν ησλ κεηαβιεηώλ,  εηζξνέο θαη 

εθξνέο, ζπλδένληαη κεηαμύ ηνπο κέζσ ησλ ζρέζεσλ παξαγσγήο, νπόηε ε κεγηζηνπνίεζε ηνπ 

θέξδνπο κπνξεί λα δηαηππσζεί  ελαιιαθηηθά ζηε κνξθή: 

  
1 1 2

1 1 2 2 1 1 1 1 1 2 2 1 1
X ,Y ,Y
max Π p Y p Y w X Y Q (X ), Y Q (X ), X 0       

Σώξα έρνπκε κηα ηζνδύλακε δηαηύπσζε σο έλα πξόβιεκα πεξηνξηζκέλεο βειηηζηνπνίεζεο κε ηξεηο 

κεηαβιεηέο θαη δύν ηζνηηθνύο πεξηνξηζκνύο, δειαδή πάιη κηαο δηάζηαζεο. Η δεύηεξε απηή κνξθή 

κπνξεί λα δηαηππσζεί ώζηε λα θαιύςεη θαη ηε γεληθόηεξε πεξίπησζε ησλ αληζνηηθώλ πεξηνξηζκώλ 

ζηελ παξαγσγή: 

  
1 1 2

1 1 2 2 1 1 1 1 1 2 2 1 1
X ,Y ,Y
max Π p Y p Y w X Y Q (X ), Y Q (X ), X 0       

Μπνξεί λα γεληθεπηεί θαη πεξαηηέξσ ζε κηα δηαηύπσζε πνπ δελ θάλεη θαηαξρήλ δηάθξηζε κεηαμύ 

εηζξνώλ θαη εθξνώλ, ζεσξώληαο ηηο εηζξνέο σο αξλεηηθέο εθξνέο. Πρ ζην παξαπάλσ 

ρξεζηκνπνηνύκε ηηο κεηαβιεηέο: 

1 1 2 2 3 1Z Y , Z Y , Z X      κε κνλαδηαίεο ηηκέο: 
1 2 3p ,p ,p w   

Σώξα ην πξόβιεκα κπνξεί λα δηαηππσζεί ζηε γεληθή κνξθή ελόο πξνβιήκαηνο Μαζεκαηηθνύ 

Πξνγξακκαηηζκνύ κε ηξεηο κεηαβιεηέο θαη ηξεηο αληζνηηθνύο πεξηνξηζκνύο σο εμήο: 

 
1 2 3

1 1 2 2 3 3 1 1 3 2 2 3 3
Z ,Z ,Z
max Π p Z p Z p Z E (Z ,Z ) 0, E (Z ,Z ) 0, Z 0       

όπνπ:  
1 1 1 3 2 2 2 3E Z Q ( Z ), E Z Q ( Z )       

Η δηαηύπσζε απηή είλαη ηδηαίηεξα ρξήζηκε ζηελ γεληθή πεξίπησζε ησλ ζύλζεησλ παξαγσγηθώλ 

δηαδηθαζηώλ πνπ αθνξνύλ θιάδνπο ηεο νηθνλνκίαο ζηηο νπνίεο θάπνηα πξντόληα κπνξεί λα είλαη 

εηζξνέο ζε θάπνηα ηκήκαηα ηεο παξαγσγήο θαη εθξνέο ζε θάπνηα άιια.  Οη κεηαβιεηέο 
iZ  

αληηζηνηρνύλ ηώξα ζηηο θαζαξέο εθξνέο/εηζξνέο  όζνλ αθνξά ην ζύλνιν ηεο παξαγσγήο. Σειηθά 

κηα θαζαξή εθξνή (net output) ζα είλαη γλήζηα ζεηηθό κέγεζνο θαη ζα ζπκβάιεη ζην έζνδν ελώ κηα 

θαζαξή εηζξνή (net input) ζα είλαη γλήζηα αξλεηηθό κέγεζνο θαη ζα ζπκβάιεη ζην θόζηνο.  


