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IV.12 ΓΙΠΛΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ  (Β) 

ΚΑΡΣΔ΢ΙΑΝΔ΢ ΢ΤΝΣΔΣΑΓΜΔΝΔ΢ 

1.Γηακέξηζε 2.Γηαδνρηθή νινθιήξσζε 3.Αιιαγή ηεο ζεηξάο νινθιήξσζεο 4.Οξζνγώληεο πεξηνρέο  

ΠΟΛΙΚΔ΢ ΢ΤΝΣΔΣΑΓΜΔΝΔ΢ 

5.Πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο 6.Καηαλνκή Gauss 

 

ΚΑΡΣΔ΢ΙΑΝΔ΢ ΢ΤΝΣΔΣΑΓΜΔΝΔ΢ 

1. Γιαμέριζη 
Θα επεθηείλνπκε ηώξα ζε ζπλαξηήζεηο δύν κεηαβιεηώλ ηνλ νξηζκό ηνπ νξηζκέλνπ 

νινθιεξώκαηνο, ρξεζηκνπνηώληαο ηελ έλλνηα ηνπ όγθνπ. Θεσξνύκε κηα ζπλάξηεζε δύν 

κεηαβιεηώλ f(x,y) , νξηζκέλε ζε θάπνηα πεξηνρή A  ζην επίπεδν Oxy . Θα ππνινγίζνπκε ηνλ 

πξνζεκαζκέλν όγθν ηνπ ρώξνπ πνπ βξίζθεηαη κεηαμύ ηεο επηθάλεηαο z f(x,y)  θαη ηεο πεξηνρήο 

A , ζεηηθόο γηα ηα ηκήκαηα πνπ βξίζθνληαη πάλσ από ην επίπεδν θαη αξλεηηθόο γηα ηα ηκήκαηα πνπ 

βξίζθνληαη από θάησ. Καιείηαη διπλό ολοκλήρωμα (double integral) ηεο ζπλάξηεζεο ζηελ 

πεξηνρή θαη παξηζηάλεηαη κε: 

A

f(x,y)dxdy  ή  
A

fdA  

 

 

            

   

 

 

 

 

 

                       ΓA ΓxΓy                                                    ΓV fΓA fΓxΓy  

διαμέριζη ηοσ επιπέδοσ 

 

΢ε αληηζηνηρία κε ηα γλσζηά αζξνίζκαηα Riemann, ζεσξνύκε κηα δηακέξηζε ηνπ A  ζε κηθξέο 

ππνπεξηνρέο, ζπλήζσο ρξεζηκνπνηώληαο έλα νξζνγώλην πιέγκα επζεηώλ παξάιιεισλ ζηνπο άμνλεο 

ζπληεηαγκέλσλ  Oxy , κε δηαζηάζεηο 
i j{Γx ,Γy } , όπσο ζην πξώην γξάθεκα παξαπάλσ.  Παίξλνπκε 

κόλν απηέο πνπ πεξηέρνληαη εμνινθιήξνπ ζην A , νπόηε ην εκβαδόλ ηνπο ζα είλαη: 

 
i jΓA ΓxΓy  

Παίξλνπκε επίζεο ηπραία ζεκεία i j(ξ ,δ )  ζε θάζε ππνπεξηνρή, θαη ππνινγίδνπκε ηα αζξνίζκαηα: 

 ij i j i j i j i ji,j i,j i,j
ΓV f(ξ ,δ )ΓA f(ξ ,δ )Γx Γy     

Γειαδή ην θάζε ΓV  παξηζηάλεη ηνλ όγθν ελόο παξαιιειεπηπέδνπ κε βάζε ΓA  θαη ύςνο f(ξ,δ) . 

Καινύληαη αζξνίζκαηα Riemann. Σν δηπιό νινθιήξσκα πξνθύπηεη σο όξην κηαο αθνινπζίαο 

ηέηνησλ αζξνηζκάησλ όηαλ νη δηαζηάζεηο ηνπ πιέγκαηνο ηείλνπλ ζην κεδέλ, θαη κπνξεί λα 

εθηηκεζεί πξνζεγγηζηηθά ρξεζηκνπνηώληαο ηέηνηα αζξνίζκαηα.  
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2. Γιαδοτικό ολοκλήρωμα 
 Γηα λα ππνινγίζνπκε ην δηπιό νινθιήξσκα αλαιπηηθά παίξλνπκε ζην παξαπάλσ  άζξνηζκα ην 

όξην πξώηα σο πξνο ηε κία δηακέξηζε, π.ρ. ηνπ y άμνλα, θαη κεηά σο πξνο ηελ άιιε. ΢απηή ηελ 

πεξίπησζε ην δηπιό νινθιήξσκα παξηζηάλεηαη κε δύν δηαδνρηθά απιά νινθιεξώκαηα. Καηαξρήλ 

πεξηγξάθνπκε ηελ πεξηνρή A  σο επξηζθόκελε κεηαμύ δύν θακπύισλ ζε θάπνην δηάζηεκα ηνπ x , 

όπσο θαίλεηαη ζην πξώην γξάθεκα παξαθάησ: 

 
1 2y (x) y y (x)  ,  α x β   

Γειαδή, γηα θάζε x  ζην δηάζηεκα [α,β]  νη ηηκέο ηνπ y  βξίζθνληαη ζην δηάζηεκα 
1 2[y (x),y (x)] .  

Εθθξάδνπκε ηώξα ην δηπιό νινθιήξωκα ωο  δηαδνρή απιώλ νινθιεξωκάηωλ ζηε κνξθή: 

 
2

1

x β y (x)

x α y (x)
A

f(x,y)dxdy dx f(x,y)dy



    

όπνπ  πξώηα νινθιεξώλνπκε ωο πξνο y  ζεωξώληαο ην x  ζηαζεξό νπόηε βξίζθνπκε ζπλάξηεζε ηνπ 

x , θαη κεηά ωο πξνο x  κεηαμύ ηωλ ζηαζεξώλ νξίωλ ηνπ.  

               

 

 

 

 

 

 

 

 

            1 2α x β, y (x) y y (x)                           
2

1

y y (x)

y y (x)
E(x) f(x,y)dy




   

διαδοτική ολοκλήρωζη 

 

Δειαδή, γηα θάζε x  ζην δηάζηεκα [α,β]  νινθιεξώλνπκε ηελ ζπλάξηεζε f(x,y)  ωο πξνο y  κεηαμύ 

ηωλ παξαπάλω νξίωλ ηνπ, νπόηε βξίζθνπκε κηα ζπλάξηεζε ηνπ x : 

 
2

1

y (x)

y (x)
E(x) f(x,y)dy   

Σηε ζπλέρεηα νινθιεξώλνπκε ηελ ζπλάξηεζε Δ(x)  κεηαμύ ηωλ ζηαζεξώλ νξίωλ: 

 
β

α
E(x)dx  

Παραηήρηζη. Γεσκεηξηθά ην E(x)   παξηζηάλεη ην εκβαδόλ ηεο δηαηνκήο ηνπ ρώξνπ κε επίπεδα 

θάζεηα ζηνλ x άμνλα, όπσο θαίλεηαη ζην δεύηεξν γξάθεκα. Θεσξώληαο ηώξα όηη ν δεηνύκελνο 

ρώξνο απαξηίδεηαη από θέηεο δηαηνκήο E(x)  θαη πάρνπο Γx , αζξνίδνπκε ηνπο ζηνηρεηώδεηο όγθνπο, 

νπόηε ζην όξην βξίζθνπκε ην απιό νινθιήξσκα πνπ παξηζηάλεη ηνλ ζπλνιηθό δεηνύκελν όγθν: 
β

α
ΓV E(x)Γx V E(x)dx      

Παράδειγμα.  Θα ππνινγίζνπκε ην δηπιό νινθιήξσκα ηεο f xy  ζηε θξαγκέλε πεξηνρή κεηαμύ 

ησλ θακπύισλ 2{y x , y x}  . Η πεξηνρή νινθιήξσζεο πεξηγξάθεηαη κε ηηο αληζόηεηεο: 

 2

1 2A : {0 x 1, y x y y x}       

Τπνινγίδνπκε πξώηα ην εκβαδόλ ηεο δηαηνκήο γηα ζηαθερό x : 

 
2

y x
2 3 5

2y x

y x1 1 1
E(x) xydy x y x x

2 2 2y x






   


  

Σν δηπιό νινθιήξσκα δίλεηαη ηώξα από ην απιό νινθιήξσκα ηεο 

παξαπάλσ δηαηνκήο ζην δηάζηεκα 0 x 1  : 

 
1 1

3 5

0 0
A

1 1 1 1
fdA E(x)dx (x x )

2 8 12 24
                                                                                   
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Παράδειγμα. Θα ππνινγίζνπκε ην δηπιό νινθιήξσκα ηεο f xy  ζηε κε θξαγκέλε πεξηνρή πνπ 

βξίζθεηαη κεηαμύ ηεο θακπύιεο 2y 1/ x  θαη ησλ ζεηηθώλ εκηαμόλσλ.  Η πεξηνρή πεξηγξάθεηαη κε 

ηηο αληζόηεηεο: 

 2

1 2A : {0 x , y 0 y y x }       . 

Σν νινθιήξσκα είλαη γεληθεπκέλν ζε κε θξαγκέλε πεξηνρή. 

Βξίζθνπκε: 

 

2
2x

1/ 2 1/ 2 1/ 2 3 / 2 x

0
x 0 y 0 0

A

1/ 2 3 5 / 2 3 / 2

0
0 0

2
fdA dx x y dy dx x y

3

2 2 4
dx x x x x 0 ( )

3 3 9


 

 

 
   

 
    

 

         

   

 

 

Σν νινθιήξσκα δελ ζπγθιίλεη. 

 
 

3. Αλλαγή ηης ζειράς ολοκλήρωζης 
 Σν δηπιό νινθιήξσκα είλαη ζπκκεηξηθό σο πξνο ην ξόιν ησλ δύν κεηαβιεηώλ νινθιήξσζεο θαη 

κπνξνύκε λα αιιάμνπκε ηε ζεηξά, νινθιεξώλνληαο πξώηα σο πξνο x  θαη κεηά σο πξνο y .  

 

 

       
1 2γ y δ, x (y) x x (y)                               

2

1

x x (y)

x x (y)
E(y) f(x,y)dy




   

αλλαγή ζηη ζειρά ολοκλήρωζης 

 

΢΄ απηή ηελ πεξίπησζε πξέπεη λα πεξηγξάςνπκε θαη ηελ πεξηγξαθή ηεο πεξηνρήο νινθιήξσζεο, 

όπσο ζην παξαπάλσ γξάθεκα, σο εμήο: 

 
1 2A : {γ y δ, x (y) x x (y)}     

Σν δηπιό νινθιήξσκα ζα εθθξάδεηαη ηώξα ζηε κνξθή: 
2

1

y δ x x (y)

y γ x x (y)
A

f(x,y)dxdy dy f(x,y)dx
 

 
    

Γειαδή νινθιεξώλνπκε πξώηα ωο πξνο x  ζεωξώληαο ην y  ζηαζεξό νπόηε βξίζθνπκε ζπλάξηεζε 

ηνπ y , ηελ νπνία ζηε ζπλέρεηα νινθιεξώλνπκε ωο πξνο y  κεηαμύ ηωλ ζηαζεξώλ νξίωλ. 

E(y)  

x  

y  

z  

x  

2x x (y)  1x x (y)

γ  

y  

δ  

x  

y  

y 0  

y 1/ x
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4. Ορθογώνιες περιοτές 
΢ηελ απινύζηεξε πεξίπησζε ε πεξηνρή νινθιήξσζεο είλαη νξζνγώληα: 

 A : {α x β, γ y δ}    , 

νπόηε ην δηπιό νινθιήξσκα εθθξάδεηαη άκεζα κε δηαδνρηθή νινθιήξσζε ζε νηαδήπνηε ζεηξά ησλ 

κεηαβιεηώλ, ζηε κνξθή: 

 
x β y δ y δ x β

x α y γ y γ x α
A

f(x,y)dxdy dx f(x,y)dy f(x,y)dy
   

   
       

Σα όξηα κπνξεί θαη λα κελ είλαη θξαγκέλα νπόηε ζα έρνπκε γεληθεπκέλα νινθιεξώκαηα. Δηδηθά 

ζηελ πεξίπησζε πνπ θαη ε ζπλάξηεζε είλαη ρσξηδόκελσλ κεηαβιεηώλ: 

 f(x,y) g(x)h(y)  

ηόηε ην δηπιό νινθιήξσκα δίλεηαη από ην γηλόκελν δύν απιώλ νινθιεξσκάησλ: 

    
β δ

α γ
α x β
γ y δ

g(x)h(y)dxdy g(x)dx h(y)dy
 
 

    

Παράδειγμα. Θα ππνινγίζνπκε ην παξαθάησ γεληθεπκέλν δηπιό νινθιήξσκα ρσξηδόκελσλ 

κεηαβιεηώλ: 

 

   

 

1
2x y 2x y

0 0
0 x
0 y 1

2x y 1

e dxdy e dx e dy

11 1 e 1
e e 0 e 1

0 02 2 2e


   

 
 

  



    
           

   

  
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θ  

ρ  
y  

x  

ΠΟΛΙΚΔ΢ ΢ΤΝΣΔΣΑΓΜΔΝΔ΢ 

5. Πολικές ζσνηεηαγμένες 
Δθηόο από ηηο θαξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο: (x,y) , ππάξρνπλ θαη άιινη ηξόπνη παξάζηαζεο ησλ 

ζεκείσλ ηνπ επηπέδνπ. Αλαθέξνπκε εηδηθά ηηο πολικές ζσνηεηαγμένες νη νπνίεο απνηεινύληαη από 

ηα εμήο ζηνηρεία: 

1. Σελ πολική ακηίνα πνπ ζεσξείηαη ζεηηθή:ρ 0 , θαη κεηξάεη ηελ απόζηαζε ζην ζεκείν από ηελ 

αξρή ηνπ ζπζηήκαηνο. 

2. Σελ πολική γωνία ε νπνία κεηξάεη ηελ γσλία πνπ ζρεκαηίδεη ε αθηίλα ηνπ ζεκείνπ κε ηνλ 

ζεηηθό x εκηάμνλα. Δίλαη θαηεπζπλόκελε θαη ζπκβαηηθά απμάλεη αξηζηεξόζηξνθα. Σπλήζωο 

ρξεζηκνπνηνύκε ηηο ηηκέο  ζην δηάζηεκα π θ π    ή ζην δηάζηεκα 0 θ 2π  .   

Όπσο θαίλεηαη ζην γξάθεκα παξαθάησ, νη πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο (ρ,θ)  ζπλδένληαη κε ηηο 

θαξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο (x,y)  ηνπ ίδηνπ ζεκείνπ, κε ηηο εμηζώζεηο: 

 
x ρcosθ

y ρsinθ

 


 
  ή   

2 2ρ x y

cosθ x / r y
tanθ

sinθ y / r x

  

  

  
 

 

 

 

Σν ζεκείν (0,0)  έρεη ρ 0  αιιά  απξνζδηόξηζην θ , θαη θαιείηαη αρτή ή πόλος ηνπ ζπζηήκαηνο.  

Παράδειγμα. Γίλνπκε  ηηο αληηζηνηρίεο θαξηεζηαλώλ θαη πνιηθώλ ζπληεηαγκέλσλ, γηα ηα ζεκεία 

ζην παξαθάησ γξάθεκα, ρξεζηκνπνηώληαο ζπλήζεηο ηηκέο ηεο πνιηθήο γσλίαο.  

 

Α : (x 1,y 0) (ρ 1,θ 0)                

Β: (x 1,y 1) (ρ 2, θ π / 4)      

Γ : (x 1/ 2,y 1/ 2) (ρ 1,θ 3π / 4)       

Γ : (x 1/ 2,y 1/ 2) (ρ 1,θ 5π / 4)

(ρ 1,θ 3π / 4)

      

   
 

 
Αληηθαζηζηώληαο από ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο κεηαμύ θαξηεζηαλώλ θαη πνιηθώλ ζπληεηαγκέλσλ 

δηαπηζηώλνπκε ηα εμήο: 

 Μηα θακπύιε ζην επίπεδν κπνξεί λα εθθξαζηεί ζε πνιηθέο 

ζπληεηαγκέλεο, ζηε κνξθή: 

 g(ρ,θ) c ρ ρ(θ)     

Γειαδή γηα θάζε θ  βξίζθνπκε ην ζεκείν ηεο θακπύιεο πάλσ ζηελ 

αληίζηνηρε αθηίλα ζε απόζηαζε ρ  από ηελ αξρή ηνπ ζπζηήκαηνο.  

 Μηα πεξηνρή Α ηνπ επηπέδνπ κπνξεί λα εθθξαζηεί σο 

επξηζθόκελε αλάκεζα από δύν ηέηνηεο θακπύιεο κεηαμύ δύν αθξαίσλ 

πνιηθώλ γσληώλ, όπσο ζην γξάθεκα.  

 Μηα ζπλάξηεζε ζην επίπεδν κπνξεί λα εθθξαζηεί κε ην ύςνο ηεο αληίζηνηρεο επηθάλεηαο ζην 

ζεκείν κε θαξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο: (ρ,θ) , σο ζπλάξηεζε: 

 f(ρ,θ)  

Σα παξαπάλσ καο επηηξέπνπλ λα εθθξάζνπκε ην δηπιό νινθιήξσκα ηεο ζπλάξηεζεο f  ζηε 

πεξηνρή A , κε ην παξαθάησ δηαδνρηθό νινθιήξσκα ζε πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο: 

   
2

1

θ β ρ ρ (θ)

θ α ρ ρ (θ)
A

fdA dθ f(ρ,θ)ρdρ
 

 
    

Γειαδή, πξώηα ζεσξνύκε ην θ  ζηαζεξό θαη νινθιεξώλνπκε ηε ζπλάξηεζε f(ρ,θ)ρ  σο πξνο ρ  ζην 

δηάζηεκα 
1 2ρ (θ) ρ ρ (θ)  , όπσο θαίλεηαη ζην παξαπάλσ γξάθεκα. Βξίζθνπκε έηζη κηα ζπλάξηεζε 

ηνπ θ  ηελ νπνία ζηε ζπλέρεηα νινθιεξώλνπκε ζην δηάζηεκα α θ β  . 

Γ  

y  

x  

Γ  
B  

A  

y  

x  

 2ρ ρ (θ)

 

 1ρ ρ (θ)

 

θ α

 

θ β

 

 


  1 2

α θ β
A :

ρ (θ) ρ ρ (θ)
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Παραηήρηζη. Η δηαδηθαζία ηεο απόδεημεο είλαη αληίζηνηρε κε απηή γηα ηηο θαξηεζηαλέο 

ζπληεηαγκέλεο. Παξαηεξνύκε θαηαξρήλ όηη ηα ζεκεία κε ζηαζεξό ρ  ζρεκαηίδνπλ έλα θύθιν κε 

θέληξν ζηνλ πόιν πνπ θαιείηαη πολικός κύκλος. Αληίζηνηρα ηα ζεκεία κε ζηαζεξό θ  ζρεκαηίδνπλ 

κηα αθηίλα κε αξρή ζηνλ πόιν πνπ θαιείηαη πολική ακηίνα.  

Οη πνιηθνί θύθινη θαη νη πνιηθέο αθηίλεο νξίδνπλ έλα πιέγκα 

θακπύισλ ζην επίπεδν αληίζηνηρν κε ην πιέγκα πνπ νξίδνπλ νη 

θαηαθόξπθεο θαη νξηδόληηεο επζείεο ζην ζύζηεκα θαξηεζηαλώλ 

ζπληεηαγκέλσλ, θαη κπνξνύλ λα ρξεζηκνπνηεζνύλ γηα δηακεξίζεηο, 

όπσο θαίλεηαη ζην γξάθεκα παξαπιεύξσο. Σν εκβαδόλ κηαο 

ζηνηρεηώδνπο ππνπεξηνρήο ζαπηή ηελ δηακέξηζε δίλεηαη από ηνλ 

ηύπν:  

 ΓA (ρΓθ)Γρ ρΓρΓθ   

όπνπ (ρΓθ)  είλαη ην κήθνο ελόο ηόμνπ γσλίαο Γθ  ζε κηα πεξηθέξεηα αθηίλαο ρ . Αζξνίδνληαο ηνπο 

ζηνηρεηώδεηο όγθνπο κεηαμύ ηεο επηθάλεηαο θαη ηεο πεξηνρήο A , βξίζθνπκε: 

 i i i i iΓV f(ρ ,θ )ρ ΓρΓθ   

΢ην όξην, αζξνίδνληαο πξώηα σο πξνο ρ  γηα θάζε ζηαζεξό θ  θαη ζηε ζπλέρεηα σο πξνο θ  κεηαμύ 

ησλ δύν νξίσλ ηνπ, εθθξάδνπκε ην δηπιό νινθιήξσκα κέλα δηαδνρηθό νινθιήξσκα ζε πνιηθέο 

ζπληεηαγκέλεο ζηελ κνξθή πνπ δηαηππσζακε.   

  
Ορθογώνιες περιοτές ζε πολικές ζσνηεηαγμένες θαινύληαη νη 

εηδηθέο πεξηνρέο πνπ βξίζθνληαη κεηαμύ δύν πνιηθώλ αθηίλσλ θαη δύν 

πνιηθώλ θύθισλ. Σέηνηεο πεξηνρέο έρνπλ ζηαζεξά όξηα ζε πνιηθέο 

ζπληεηαγκέλεο θαη ην αληίζηνηρν δηπιό νινθιήξσκα ζε πνιηθέο 

ζπληεηαγκέλεο κπνξεί λα εθθξαζηεί ζε νηαδήπνηε ζεηξά, σο εμήο: 

 
α θ β

A :
γ ρ δ

 


 

 
θ β ρ δ ρ δ θ β

θ α ρ γ ρ γ θ α
A

fdA dθ f(ρ,θ)ρdρ ρdρ f(ρ,θ)dθ
   

   
       

 

Σέινο αλ επηπιένλ ε ζπλάξηεζε είλαη θαη ρσξηδνκέλσλ κεηαβιεηώλ ζε πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο, 

ηόηε ην αληίζηνηρν δηπιό νινθιήξσκα εθθξάδεηαη σο γηλόκελν δύν απιώλ νινθιεξσκάησλ: 

 f(ρ,θ) g(θ)h(ρ)      
β δ

α γ
α θ β
γ ρ δ

g(θ)h(ρ)ρdρdθ g(θ)dθ h(ρ)ρdρ
 
 

    

Παράδειγμα. Θα ππνινγίζνπκε ην δηπιό νινθιήξσκα ηεο ζπλάξηεζεο f x y  , ζηνλ θπθιηθό 

ηνκέα πνπ βξίζθεηαη εληόο ηνπ κνλαδηαίνπ θύθινπ: 2 2x y 1   ζηε ζεηηθή πεξηνρή: {x 0, y 0}  .  

Λύζη 1. ΢ε θαξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο ε πεξηνρή πεξηγξάθεηαη κε ηηο αληζόηεηεο: 

       2

1 2A : {0 x 1, y 0 y 1 x y }  

Τπνινγίδνπκε ην δηπιό νινθιήξσκα: 

 

2

2

x 1 y 1 x

x 0 y 0
A

y 1 y 1 x
2

y 0x 0

f(x,y)dxdy dx (x y)dy

dx xy y / 2

  

 

  



 

   

  



 

 
x 1 x 1

2 2

x 0 x 0
x 1 x dx (1 x ) / 2dx 1/ 3 1/ 2 1/ 6 2 / 3

 

 
          

΢ημ. Σν πξώην νινθιήξσκα ππνινγίδεηαη κε ηελ αληηθαηάζηαζε: {x sinz} ,ή απεπζείαο: 

 
1 1

2 2 1/2 2 3/2

0 0

1
x 1 x dx ( 1/ 2) 2x(1 x ) dx ( 1/ 2)(2 / 3)(1 x ) 1/ 3

0
                                        

 

x  

2

2y 1 x   

1y 0  

Γρ

 

ρΓθ  

θ α  

θ β  

ρ γ  

ρ δ  
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Λύζη 2. ΢ε πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο ε ζπλάξηεζε είλαη ρσξηδόκελσλ κεηαβιεηώλ θαη ε πεξηνρή 

νινθιήξσζεο έρεη ζηαζεξά όξηα: 

      f x y ρcosθ ρsinθ (cosθ sinθ)ρ     

    A : {0 θ π / 2, 0 ρ 1}  

Σν δηπιό νινθιήξσκα εθθξάδεηαη σο γηλόκελν απιώλ νινθιεξσκάησλ: 

 

   
   

θ π/2 ρ 1

θ 0 ρ 0
A

θ π/2 3 ρ 1

θ 0 ρ 0

fdA (cosθ sinθ)dθ ρρdρ

sinθ cosθ ρ / 3

(1 1)(1/ 3) 2 / 3

 

 

 

 

 

 

  

  

 

 

6. Καηανομή Gauss 
Θα ππνινγίζνπκε ην δηπιό νινθιήξσκα ηεο ζπλάξηεζεο: 

 
2 2(x y )f(x,y) e   

ζηελ πεξηνρή εληόο ηνπ θύθινπ αθηίλαο α : 2 2 2x y α  . 

Λύζη. ΢ε πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο ε ζπλάξηεζε είλαη ρσξηδνκέλσλ κεηαβιεηώλ θαη ε πεξηνρή 

νινθιήξσζεο είλαη νξζνγώληα: 

 
2 2 2(x y ) ρf e e    , A : {0 θ 2π, 0 ρ α}     

Σν δηπιό νινθιήξσκα εθθξάδεηαη σο γηλόκελν απιώλ νινθιεξσκάησλ: 

         
2 2 2θ 2π ρ α

ρ θ 2π ρ ρ α α

θ 0 ρ 0
θ 0 ρ 0

A

fdA dθ e ρdρ θ e / 2 π(1 e )
 

    

 
 

        

Παίξλνληαο ην όξην α , βξίζθνπκε ην γεληθεπκέλν νινθιήξσκα ηεο παξαπάλσ ζπλάξηεζεο 

ζε νιόθιεξν ην επίπεδν: 

  
2 2 2(x y ) ρ

x 0 θ 2π
y 0 ρ

e dxdy e ρdθdρ π  

   
   

    

 
Παραηήρηζη. Μπνξνύκε ηώξα λα ππνινγίζνπκε ην πνιύ ζεκαληηθό γεληθεπκέλν νινθιήξσκα 

 
2xe dx π





   

Πξάγκαηη, ην ηεηξάγσλν ηνπ παξαπάλσ νινθιεξώκαηνο κπνξεί λα εθθξαζηεί σο ην δηπιό 

νινθιήξσκα πνπ ππνινγίζακε πξνεγνπκέλσο: 

    2 2 2 2x y (x y )

x
y

e dx e dy e dxdy π
 

   

 
 
 

     

Καηανομή Gauss θαιείηαη ε ζπλάξηεζε: 

 
2x1

g(x) e
π

 , x     

Έρεη ζεηηθέο ηηκέο θαη ζύκθσλα κε ηα παξαπάλσ έρεη ζπλνιηθό νινθιήξσκα 1:   

 
2x1

e 1
π





  

 

  

 

θ  

2ρ 1  

1ρ 0  

π
θ

2
  

θ 0  


