
 1 

IV.9  ΕΛΑ΢ΣΙΚΟΣΗΣΑ-ΡΤΘΜΟ΢ ΑΝΑΠΣΤΞΗ΢  (A)  

ΕΛΑ΢ΣΙΚΟΣΗΣΑ  

1.Ειαζηηθόηεηα 2.Πνζνζηαία δηαθνξηθά 3.Υαξαθηεξηζκόο ειαζηηθόηεηαο 4.Ειαζηηθόηεηα αληίζηξνθεο 

5.Οκνγελείο ζπλαξηήζεηο 6.Λνγηζκόο ξπζκώλ θαη δηαθνξηθώλ 7.Λνγαξηζκηθή θιίκαθα.  

΢ΥΕΣΙΚΟ΢ ΡΤΘΜΟ΢ 

8.Ρπζκόο αλάπηπμεο 9.Ηκηινγαξηζκηθή θιίκαθα   

ΕΛΑ΢ΣΙΚΟΣΗΣΑ 

1. Ειαζηηθόηεηα  
Θεωξνύκε δύν κεηαβιεηέο {x,y}  πνπ ζπλδένληαη κεηαμύ ηνπο κε θάπνηα εμίζωζε, νπόηε 

αληίζηνηρα ζα ζπλδένληαη θαη νη κεηαβνιέο {Δx,Δy}  από θάπνηεο αξρηθέο ηηκέο ηνπο. ΢ε πνιιέο 

εθαξκνγέο, αληί ηωλ κεηαβνιώλ  ρξεζηκνπνηνύκε ηηο ζρεηηθέο κεηαβνιέο, ή ηζνδύλακα ηηο 

πνζνζηηαίεο κεηαβνιέο:  

 
Δx Δy

,
x y

 
 
 

, 
Δx Δy

%Δx 100 ,%Δy 100
x y

 
  

 
 

΢ην όξην Δx 0 , βξίζθνπκε ηα παξαθάηω κεγέζε: 

 Παίξλνληαο ηνλ ιόγν ηωλ κεηαβνιώλ βξίζθνπκε ηνλ (νξηαθό) ξπζκό κεηαβνιήο ηνπ y  ωο 

πξνο x , πνπ είλαη ε γλωζηή παξάγωγν ηνπ y  ωο πξνο x : 

 
Δy dy

y
Δx dx

                            Παξηζηάλεηαη θαη κε 
xm D y  

Μεηξάεη ηελ κεηαβνιή ηνπ y  γηα αύμεζε ηνπ x  θαηά 1, νξηαθά. 

 Παίξλνληαο ηνλ ιόγν ηωλ ζρεηηθώλ ή ηζνδύλακα ηωλ πνζνζηηαίωλ κεηαβνιώλ, βξίζθνπκε ηελ 

ειαζηηθόηεηα  ηνπ y  ωο πξνο x . 

 
%Δy Δy / y x dy xy

%Δx Δx / x y dx y


       Παξηζηάλεηαη θαη κε 

xε E y  

Μεηξάεη ηελ πνζνζηηαία κεηαβνιή ηνπ y  γηα αύμεζε ηνπ x  θαηά 1%, νξηαθά 

Παξαηήξεζε. Αληίζηνηρα νξίδνληαη ηα παξαπάλω κεγέζε θαη γηα ζπλαξηήζεηο ζηε κνξθή f(x) : 

 
xf (x)

m Df(x) f (x), ε Ef(x)
f(x)


     

Παξάδεηγκα. 2y 1 x   m y 2x  ,  2 2ε xy / y 2x /1 x    . Π.ρ. 

 x 2   m(2) 4 , ε(2) 8 / 5 1.6   

Παξαηήξεζε. Δηαπηζηώλνπκε όηη: 

Οη γξακκηθέο  y mx c  , έρνπλ ζηαζεξό ξπζκό ίζν κε ηελ θιίζε m . Π.ρ. y 2x c m y 2      

Οη  δπλάκεηο εy cx ,  έρνπλ ζηαζεξή ειαζηηθόηεηα ίζε κε ηελ δύλακε ε . Π.ρ. 

 y c x 
xy x c 1

ε
y 2c x 2 x


    

Παξαηήξεζε 

1.  ΢ηελ ηνκή κε ηνλ x άμνλα ε ειαζηηθόηεηα είλαη άπεηξε, δηόηη έρνπκε: 

  
xy 0 E y xy / y     

εθηόο αλ κεδελίδεηαη θαη ε παξάγωγνο: y 0  , νπόηε πξνθύπηεη απξνζδηνξηζηία. Παξαηεξνύκε 

επίζεο όηη γηα y 0 , ε ζρεηηθή κεηαβνιή  y / y  θαη ε πνζνζηηαία κεηαβνιή % y  ηείλνπλ ζην 

άπεηξν. 

2. ΢ηελ ηνκή κε ηνλ y άμνλα ε ειαζηηθόηεηα είλαη κεδεληθή, δηόηη έρνπκε: 

  
xx 0 E y xy / y 0     

εθηόο αλ απεηξίδεηαη ε παξάγωγνο: y   , νπόηε έρνπκε απξνζδηνξηζηία. Παξαηεξνύκε επίζεο 

όηη γηα x 0 , ε ζρεηηθή κεηαβνιή  x / x  θαη ε πνζνζηηαία κεηαβνιή % x  ηείλνπλ ζην άπεηξν.  
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2.΢ρεηηθά-πνζνζηηαία δηαθνξηθά  
΢ε αληηζηνηρία κε ηα δηαθνξηθά νξίδνληαη θαη ηα ζρεηηθά δηαθνξηθά ή ηζνδύλακα ηα πνζνζηηαία 

δηαθνξηθά ωο εθηηκήζεηο ηωλ αληίζηνηρωλ ζρεηηθώλ ή πνζνζηηαίωλ κεηαβνιώλ: 

 
dx dy dx dy

, ή %dx 100 , %dy 100
x y x y

   
    

   
 

Από ηνλ νξηζκό ηνπο δηαπηζηώλνπκε όηη όπωο ε παξάγωγνο ηζνύηαη κε ην ιόγν ηωλ δηαθνξηθώλ, 

έηζη θαη ε ειαζηηθόηεηα ηζνύηαη κε ην ιόγν ηωλ ζρεηηθώλ ή ηζνδύλακα ηωλ πνζνζηηαίωλ 

δηαθνξηθώλ, νπόηε έρνπκε: 

 
dy mdx

%dy ε(%dx)

 


 
 όπνπ: 

x

x

m D y y

ε E y xy / y

 


 
    

Παξάδεηγκα. Η  ζπλάξηεζε 2y 1 x  , έρεη παξάγωγν θαη ειαζηηθόηεηα, αληίζηνηρα: 

m y 2x  ,  2 2ε xy / y 2x /(1 x )    

Π.ρ. ζην (x 2,y 5)  , βξίζθνπκε:  m(2) 4 (dy) 4(dx)   ,    ε(2) 8 / 5 (%dy) (8 / 5)(%dx)    

  

3. Υαξαθηεξηζκόο ειαζηηθόηεηαο 
΢ηηο παξαγώγνπο καο ελδηαθέξεη θαηαξρήλ ην πξόζεκν πνπ θαζνξίδεη θαη ηηο ηδηόηεηεο κνλνηνλίαο 

ηεο ζπλάξηεζεο. ΢ηελ ειαζηηθόηεηα καο ελδηαθέξεη θπξίωο ην κέηξν ηεο, δειαδή ε απόιπηε 

ειαζηηθόηεηα: 

 ε  

Εμάιινπ, γηα ζεηηθέο ηηκέο ηωλ κεηαβιεηώλ ην πξόζεκν ηεο ειαζηηθόηεηαο ζπκπίπηεη κε απηό ηεο 

παξαγώγνπ, νπόηε δελ καο δίλεη θάηη θαηλνύξγην. ΢ε θάζε πεξίπηωζε, ιέκε όηη ε εμάξηεζε ηνπ y  

από ην x  είλαη:  

 ειαζηηθή αλ 
xE y 1 , αλειαζηηθή αλ 

xE y 1 , ηζνειαζηηθή αλ 
xE y 1  

Έηζη, είλαη: 

  ελαστική αν μια ποζοζηιαία μεηαβολή ηοσ x  προκαλεί γνήζια μεγαλύτερη ποζοζηιαία μεηαβολή 

ηοσ y  ζε απόλσηες ηιμές, οριακά 

  ανελαστική αν μια ποζοζηιαία μεηαβολή ηοσ x  προκαλεί γνήζια μικρότερη ποζοζηιαία μεηαβολή 

ηοσ y  ζε απόλσηες ηιμές, οριακά. 

 ισοελαστική αν μια ποζοζηιαία μεηαβολή ηοσ x  προκαλεί ίση  ποζοζηιαία μεηαβολή ηοσ y  ζε 

απόλσηες ηιμές, οριακά. 

Γηα κηα ελαιιαθηηθή δηαηύπωζε ηωλ παξαπάλω ραξαθηεξηζκώλ ζεωξνύκε ηελ ελαιιαθηηθή 

παξάζηαζε ηεο ειαζηηθόηεηαο ζηε κνξθή: 

  
xy y οριακός ρσθμός κλίση της ευαπτομένης

ε
y y / x μέσος ρσθμός κλίση της ακτίνας

 
     

Ο κέζνο ξπζκόο θαιείηαη θαη μέζη ηιμή. Παίξλνληαο ηα απόιπηα κεγέζε, δηαπηζηώλνπκε όηη ζην 

ηπρόλ ζεκείν (x,y)  ηεο θακπύιεο ηνπ γξαθήκαηνο, ε  εμάξηεζε ηνπ y από ην x  είλαη: 

  ελαστική αν ο οριακός ρσθμός είναι μεγαλύτερος από ηον μέζο ρσθμό ως απόλσηα μεγέθη, δηλαδή 

η  εθαπηόμενη είναι περιζζόηερο απόηομη από ηην ακηίνα. 

  ανελαστική αν ο οριακός ρσθμός είναι μικρότερος από ηον μέζο ρσθμό ως απόλσηα μεγέθη, 

δηλαδή η εθαπηομένη είναι λιγόηερο απόηομη από ηην ακηίνα.  

  ισοελαστική αν ο οριακός ρσθμός είναι ίσος με ηον μέζο ρσθμό, ως απόλσηα μεγέθη, δηλαδή  η 

εθαπηομένη είναι ηο ίδιο απόηομη με ηην ακηίνα. 

Παξαηήξεζε. Σα ηκήκαηα ειαζηηθόηεηαο θαη αλειαζηηθόηεηαο ρωξίδνληαη από ηα ζεκεία 

ηζνειαζηηθόηεηαο: 

 ε 1 ε 1    .  

ή από αζπλέρεηεο ηεο ειαζηηθόηεηαο. Αλ δελ ππάξρνπλ ηόηε έρνπκε παληνύ ειαζηηθόηεηα ή παληνύ 

αλειαζηηθόηεηα.                                                                                                                               
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Παξαηήξεζε 

1. Οη γξακκηθέο νκνγελείο y mx , όπωο ζην γξάθεκα, είλαη  

 παληνύ ηζνειαζηηθέο κε ειαζηηθόηεηα: 

 
xy xm

y mx ε 1
y mx


      

2. Οη ππεξβνιηθέο ζπλαξηήζεηο 1y mx , είλαη παληνύ ηζνειαζηηθέο. κε ειαζηηθόηεηα:  

 
2

1

1

xy x( mx
y mx ε 1

y mx






 
       

Παξαηήξεζε. Γηα ηνπο ππνινγηζκνύο, ζέηνπκε: 

 ε ε , αλ ε ειαζηηθόηεηα είλαη ζεηηθή,  ε ε  , αλ ε ειαζηηθόηεηα είλαη αξλεηηθή  

 
Παξάδεηγκα. Θα εμεηάζνπκε ηηο ειαζηηθόηεηεο ηωλ παξαθάηω ζπλαξηήζεωλ ζηε ζεηηθή πεξηνρή, 

νπόηε ην πξόζεκν ηεο ειαζηηθόηεηαο ζπκπίπηεη κε ην πξόζεκν ηεο παξαγώγνπ. 

1. 2y 1 x   γηα 0 x 1 y 2x 0      ,  θζίλνπζα, κε: 

 
2

2 2

x( 2x) 2x
ε ε

1 x 1 x


    

 
,  0 x 1   

 ηζνειαζηηθή γηα 
2

2

2x
ε 1 x 1/ 3

1 x
   


   

      ειαζηηθή γηα ε 1 x 1/ 3    

      αλειαζηηθή γηα ε 1 x 1/ 3     

2. xy e  γηα x 0 , αύμνπζα, κε x xε ε xe / e x 0     

 ηζνειαζηηθή γηα ε x 1 x 1      

 ειαζηηθή γηα ε 1 x 1    

 αλειαζηηθή γηα ε 1 x 1     

3. 2y x 1  , γηα  x 1 y 2x 0    , αύμνπζα, κε: 

 
2

2 2

x2x 2x
ε ε

x 1 x 1
  

 
 , x 1  

 ηζνειαζηηθή γηα 2ε 1 x 1    , δελ έρεη ιύζε.  

 αλειαζηηθή γηα  2ε 1 x 1    , δελ έρεη ιύζε 

 Επνκέλωο είλαη παληνύ ειαζηηθή. Πξάγκαηη: 

 ειαζηηθή:  2ε 1 x 1    , ηθαλνπνηείηαη γηα όια ηα x 1  

4. 1/2y 1 x   

Σν γξάθεκά ηεο είλαη ε αξλεηηθή ξίδα  1/2x  αλεβαζκέλε θαηά 1 .  

΢ε θάζε πεξίπηωζε είλαη θζίλνπζα:  1/2y x / 2 0    , κε: 

 
1/2 1/2

1/2 1/2

xy x.( x / 2) 1 x
ε ε

y 21 x 1 x

 
      

 
  

ηζνειαζηηθόηεηα: 1/2 1/2 1/2ε 1 x 2(1 x ) 3x 2 x 4 / 9          

ειαζηηθόηεηα: 1/2 1/2 1/2ε 1 x 2(1 x ) 3x 2 x 4 / 9         

αλειαζηηθόηεηα: ε 1 x 4 / 9   ε 1 x 4 / 9     

Παξαηήξεζε. ΢ην ζεκείν πνπ θόβεη ηνλ y άμνλα έρνπκε απξνζδηνξηζηία, x y 0 ( )    , ε 

νπνία όκωο αίξεηαη: 1/2 1/2x y x( x ) x 0      , νπόηε έρνπκε θαη ε xy / y 0 / 1 0   .  

 
 

 

  

0  
1

 

y  

x  

1 

1  

ε

0  

εy  

x  

1 1  

1  

  
x  

ε

y  

1  

ε
1  

0  

1  

  4 / 9   

ε=1 

x  

y  
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Παξάδεηγκα. 2y 1 x y 2x      

Θα εμεηάζνπκε θαη ηελ ειαζηηθόηεηα κηαο ζπλάξηεζεο ζε 

νιόθιεξν ηνλ x άμνλα. ΢ην παξαπιεύξωο γξάθεκα ηεο 

ζπλάξηεζεο δείρλνπκε ηα ζεκεία ηζνειαζηηθόηεηαο, θαζώο θαη 

ηα ζεκεία κε κεδεληθή ή άπεηξε ειαζηηθόηεηα. Γεληθόηεξα, 

έρνπκε: 

 
2

2 2

xy x( 2x) 2x
ε

y 1 x x 1

 
  

 
 

1. Iζνειαζηηθόηεηα: 

 2 2 2ε 1 2x x 1 x 1       , δελ έρεη ιύζε 

 2 2ε 1 2x x 1 x 1/ 3         , δύν ζεκεία 

2. Αλειαζηηθόηεηα εληόο: 1/ 3 x 1/ 3    

3. Ειαζηηθόηεηα εθηόο: x 1/ 3    ή  1/ 3 x  

΢ηε δεύηεξν ζρήκα δίλνπκε θαη ην γξάθεκα ηεο ειαζηηθόηεηαο.  

 αξλεηηθή ζην δηάζηεκα: 1 x 1   ,  

       ζεηηθή εθηόο ηνπ δηαζηήκαηνο: x 1    ή  1 x                           

 

4. Ειαζηηθόηεηα αληίζηξνθεο 
Η ειαζηηθόηεηα ηνπ x  ωο πξνο y  είλαη αλάζηξνθε ηεο ειαζηηθόηεηαο ηνπ y  ωο πξνο x , ζηα ίδηα 

(x,y) : 

 y

x

yx (y) y 1
F(x,y) c E x

x xy (x) E y


    


  ή από ηνλ νξηζκό:  y x

%dx %dy
E x , E y

%dy %dx
  ,  

Επνκέλωο, κεηαμύ ηωλ αληίζηξνθωλ ζπλαξηήζεωλ {y y(x),x x(y)}  , έρνπκε ηζνειαζηηθόηεηα 

ζηα ίδηα ζεκεία, ελώ ελαιιάζζνληαη ηα ηκήκαηα ειαζηηθόηεηαο θαη αλειαζηηθόηεηαο.    

Παξάδεηγκα.  Η 2y x  έρεη 
xE y 2 , ωο δύλακε βαζκνύ 2 , θαη είλαη παληνύ ειαζηηθή. 

Οη αληίζηξνθεο 1/2x y    έρνπλ  yE x 1/ 2 , ωο δπλάκεηο βαζκνύ 1/ 2 , θαη είλαη αλειαζηηθέο 

Παξάδεηγκα. Θεωξνύκε ηε γξακκηθή εμίζωζε: 

 

x

y

xy 2x x
y 2x 6, y 2 E y

y 2x 6 x 3
2x y 6

yx 0.5y y
x 0.5y 3, x 0.5 E x

x 0.5y 3 y 6

 
           

   
          

   

 

Ελαιιαθηηθά κπνξνύκε λα ηελ ππνινγίζνπκε ωο αληίζηξνθε, 

νπόηε ζα έρνπκε: 

 1

y x

x 3
E x (E y)

x

 
   

Σα παξαπάλω ηζρύνπλ ζε όιν ην επίπεδν. Όζνλ αθνξά ηελ 

απόιπηε ειαζηηθόηεηα, ζα πξέπεη λα πξνζδηνξίζνπκε ηελ 

πεξηνρή ηνπ επηπέδνπ, δειαδή ηα πξόζεκα ηωλ {x,y,y } . 

Εηδηθά ζην ζεηηθό ηεηαξηεκόξην, έρνπκε: 

 x x y y

x 3 x 3
E y E y , E x E x 1

3 x x x


       


 

Σν ζεκείν ηζνειαζηηθόηεηαο είλαη ην ίδην ζηηο δύν πεξηπηώζεηο: 

 x yE y E x 1 x 3 x x 3 / 2       , ζην ελδηάκεζν ζεκείν ηνπ επζύγξακκνπ ηκήκαηνο 

Σα δηαζηήκαηα αλειαζηηθόηεηαο θαη ειαζηηθόηεηαο ελαιιάζζνληαη. Τπελζπκίδνπκε όηη ζην 

δεύηεξν ζρήκα ε ειαζηηθόηεηα αθνξά ηελ κεηαβιεηή ζηνλ νξηδόληην άμνλα ωο πξνο ηελ 

κεηαβιεηή ζηνλ θαηαθόξπθν.                                                                                                          

x  

0  

1 1 

y  y  

x  0  

  

  

1  

1  1  

1  

xE y  
yE x  

x  

yE x  xE y  

1 1 

x  x  

3  3 / 2  3  3 / 2  

  

y  

1  

1 

  

0  

1
 

x  

1 

1  

ε  

ε  

2  

x  

1  
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Παξαηήξεζε. Αλαθέξνπκε εηδηθά ηηο γξακκηθέο ζρέζεηο πνπ εθθξάδνληαη κε νξηδόληηεο ή 

θαηαθόξπθεο επζείεο. Λέκε όηη ε εμάξηεζε ηνπ y  από ην x  είλαη: 

 πιήξωο αλειαζηηθή αλ 
xy c E y 0   , νξηδόληην γξάθεκα   

 πιήξωο ειαζηηθή αλ 
x yx c E y 1/ Ε x 1/ 0      , θαηαθόξπθν γξάθεκα 

Αληίζηνηρε νξνινγία ρξεζηκνπνηνύκε γηα ηελ εμάξηεζε ηνπ x  από ην y . 

 

5. Οκνγελείο ζπλαξηήζεηο κηαο κεηαβιεηήο, 
 θαινύληαη νη ζπλαξηήζεηο δπλάκεηο: 

  κf(x) cx  

Έρνπλ ζηαζεξή ειαζηηθόηεηα ίζε κε ηε δύλακε: ε κ , νπόηε έρνπκε θαη ηελ ζρέζε: 

 %df κ(%dx)  

Η ειαζηηθόηεηα νκνγελνύο ζπλάξηεζεο θαιείηαη θαη βαζκόο νκνγέλεηαο. Εηδηθά: 

 νκνγελείο βαζκνύ 1 είλαη νη γραμμικές ομογενείς:αx   

νκνγελείο βαζκνύ 0  είλαη νη ζηαθερές ζπλαξηήζεηο: c  

Λέκε όηη ε νκνγελήο ζπλάξηεζε έρεη απόδνζε θιίκαθαο: 

 αύμνπζα αλ κ 1 ,  θζίλνπζα αλ κ 1 , ζηαζεξή  αλ κ 1  

Παξάδεηγκα. Η 3/2y 10x  είλαη αύμνπζαο απόδνζεο θιίκαθαο. Αλ ην x  απμεζεί θαηά 1%  από 

οιαδήποηε αρτική ηιμή, ην y  ζα κεηαβιεζεί νξηαθά θαηά: 

 %Δy %dy ε(%dx) ( 3 / 2)%     

΢ε απόιπηεο ηηκέο ε πνζνζηηαία κεηαβνιή ηνπ y  είλαη γλήζηα κεγαιύηεξε από ηνπ x , νξηαθά. 

 

6. Λνγηζκόο ξπζκώλ θαη δηαθνξηθώλ 

Θεωξνύκε δύν ζπλαξηήζεηο ηεο ίδηαο κεηαβιεηήο:  

{u u(x),v v(x)}  . 

 H παξάγωγνο έρεη απιέο ηδηόηεηεο ωο πξνο γξακκηθνύο ζπλδπαζκνύο ηωλ ζπλαξηήζεωλ, 

όπνπ πξνθύπηεη ωο ν αληίζηνηρνο γξακκηθόο ζπλδπαζκόο ηωλ επηκέξνπο παξαγώγωλ: 

D(αu) αDu, D(u v) Du Dv, D(u v) Du Dv               D(αu βv) αDu βDv            

 Η ειαζηηθόηεηα έρεη απιέο ηδηόηεηεο ωο πξνο ην γηλόκελν θαη ωο πξνο ην πειίθν ηωλ 

ζπλαξηήζεωλ, όπνπ  πξνζηίζεληαη θαη αθαηξνύληαη αληίζηνηρα νη ειαζηηθόηεηεο: 

 E(cu) Eu ,   E(uv) Eu Ev  ,     E(u/ v) Eu Ev             α βE(cu v ) αEu βEv    

 ΢ηε ζύλζεζε ζπλαξηήζεωλ, θαη ε παξάγωγνο θαη ε ειαζηηθόηεηα πξνθύπηνπλ ακθόηεξεο 

πνιιαπιαζηάδνληαο ηηο επηκέξνπο παξαγώγνπο θαη ηηο επηκέξνπο ειαζηηθόηεηεο αληίζηνηρα: 

 {u u(v), v v(x)} u u(x)     κε  
x v x

x v x

D u (D u)(D v)

E u (E u)(E v)





 

Απόδεημε. Γηα ηελ ειαζηηθόηεηα ηνπ γηλνκέλνπ βξίζθνπκε: 

x x x

x(uv) x(u v uv ) xu xv
Ε (uv) E u E v

uv uv u v

    
       

Αληίζηνηρα γηα ηα άιια. Γηα ηελ ειαζηηθόηεηα ηεο ζύλζεζεο, βξίζθνπκε: 

 x v x

%du %du %dv
Ε u (E u)(E v)

%dx %dv %dx
     

Παξαηήξεζε. Οη παξαπάλω θαλόλεο γηα ηελ ειαζηηθόηεηα κπνξνύλ λα εηδωζνύλ ωο γεληθεύζεηο 

ηωλ αληίζηνηρωλ θαλόλωλ πνπ αθνξνύλ δπλάκεηο, νη νπνίεο ωο γλωζηόλ έρνπλ ζηαζεξή 

ειαζηηθόηεηα: 

  κ λ κ κ λ κ λ κ λ κ λu x , v x } {cu cx , uv x x x , u / v x / x x         , γηα γηλόκελν θαη πειίθν  

 κ λ κ λ κ κλ{u v , v x } u v (x ) x      , γηα ζύλζεζε   
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Παξαηήξεζε. Αληίζηνηρν ινγηζκό έρνπλ θαη ηα δηαθνξηθά, δειαδή νη νξηαθέο κεηαβνιέο πνπ 

ρξεζηκνπνηνύληαη ωο εθηηκήζεηο ηωλ πξαγκαηηθώλ κεηαβνιώλ όηαλ απηέο είλαη ζρεηηθά κηθξέο : 

 
d(αu βv) αdu βdv,

%d(αu) %du, %d(uv) %du %dv, %d(u / v) %du %dv

  

    
 

΢ε αληίζεζε, νη ίδηεο νη κεηαβνιέο θαη νη πνζνζηηαίεο κεηαβνιέο έρνπλ πνιύπινθεο ηδηόηεηεο.  

Απόδεημε. Γηα ην πνζνζηηαίν δηαθνξηθό γηλνκέλνπ, βξίζθνπκε: 

 
x x x x x%d(uv) E (uv)(%dx) [E u E v](%dx) E u(%dx) E v(%dx) %du %dv        

Αληίζηνηρα γηα ην γηλόκελν κε ζηαζεξά θαη γηα ην πειίθν ζπλαξηήζεωλ. Παξαηεξνύκε όηη ν 

πνιιαπιαζηαζκόο κε νηαδήπνηε ζηαζεξά δελ αιιάδεη ηελ πνζνζηηαία κεηαβνιή 

    

7. Λνγαξηζκηθή θιίκαθα 
Θεωξνύκε κηα ζπλάξηεζε y f(x) . Ωο γλωζηό, ζε θάζε ζεκείν ηεο ε παξάγωγνο παξηζηάλεηαη 

γξαθηθά κε ηελ θιίζε ηεο θακπύιεο ζην θαξηεζηαλό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλωλ: Oxy . Αληίζηνηρα ε 

ειαζηηθόηεηα παξηζηάλεηαη κε ηελ θιίζε ηεο θακπύιεο ζην ινγαξηζκηθό ζύζηεκα 

ζπληεηαγκέλωλ Ouv , όπνπ: 

 
dln y xydv

{u log x , v log y }
du dln x y


      

Δειαδή ζηνπο δύν άμνλεο ηνπνζεηνύκε ηνπο ινγαξίζκνπο ηωλ κεηαβιεηώλ, αληί ηωλ ίδηωλ ηωλ 

κεηαβιεηώλ. Παξαηεξνύκε ζρεηηθά όηη: 

ζηε ινγαξηζκηθή θιίκαθα νη δπλάκεηο γίλνληαη γξακκηθέο κε θιίζε ίζε κε ηελ ειαζηηθόηεηα: 

 
εεy cx y c x   log y log c εlog x v εu log c                                                                

Απόδεημε. Οη θαλόλεο ζύλζεζεο θαη αληηζηξνθήο, καο δίλνπλ όηη ε ειαζηηθόηεηα ζην ινγαξηζκηθό 

ζύζηεκα ζπκπίπηεη γηα ηελ παξάγωγν ζην θαξηεζηαλό: 

 x

dydv dv dx 1 1 1 1 1
v (y)y (x) (ln y )y y y x E y

du dy dx du u (x) ln x y 1/ x y
          

 
 

Σν ίδην ηζρύεη γηα νηαδήπνηε ινγαξηζκηθή βάζε 
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΢ΥΕΣΙΚΟ΢ ΡΤΘΜΟ΢ 

8. Ρπζκόο αλάπηπμεο 
Θεωξνύκε δύν κεηαβιεηέο {x,y}  πνπ ζπλδένληαη κεηαμύ ηνπο κε θάπνηα εμίζωζε. Γηα ηνλ ξπζκό 

κεηαβνιήο θαη ηελ ειαζηηθόηεηα πήξακε ηνλ ιόγν ηωλ κεηαβνιώλ θαη ηωλ ζρεηηθώλ κεηαβνιώλ: 

x

dy
m D y

dx
  ,   x

dy / y %dy
ε E y

dx / x %dx
     

Γεληθά, νη ζρεηηθέο κεηαβνιέο είλαη ρξήζηκεο ζηηο εθαξκνγέο θαη δηόηη είλαη αλεμάξηεηεο ηεο 

κνλάδαο κέηξεζεο. Αιιά γηα νξηζκέλα κεγέζε, π.ρ. ηνλ ρξόλν δελ κεηξνύκε ζρεηηθέο κεηαβνιέο. 

Έηζη αλ κηα ζπλάξηεζε κεηξάεη ηελ εμέιημε ελόο κεγέζνπο y   ζηνλ ρξόλν x  , ηόηε αληί ηωλ 

παξαπάλω παίξλνπκε ηνλ λόγο ηης ζτεηικής μεηαβολής ηοσ y  προς ηην μεηαβολή ηοσ x .  ΢ην όξην 

Δx 0 , βξίζθνπκε ηνλ (νξηαθό) ζρεηηθό ξπζκό κεηαβνιήο ηνπ y  ωο πξνο x , κε ηνλ ηύπν:  

 
dy / y 1 dy y

dx y dx y


                     Παξηζηάλεηαη θαη κε 

xr R y  

Μεηξάεη ηελ ζρεηηθή κεηαβνιή ηνπ y  γηα κεηαβνιή ηνπ x  θαηά 1, νξηαθά.  

Παξαηήξεζε. Αλ πνιιαπιαζηάζνπκε κε 100 , βξίζθνπκε ηνλ (νξηαθό) πνζνζηηαίν ξπζκό 

κεηαβνιήο. Μεηξάεη ηελ πνζνζηηαία κεηαβνιή ηνπ y  γηα κεηαβνιή ηνπ x  θαηά 1, νξηαθά: 

      
%dy y

100
dx y


 .                      Παξηζηάλεηαη θαη κε  

x%r %R y 100r   

΢ηα νηθνλνκηθά θαιείηαη ξπζκόο αλάπηπμεο ηνπ y , όηαλ αθνξά έλα κέγεζνο y  ην νπνίν 

εμειίζζεηαη ζην ρξόλν x . Ο ζρεηηθόο ξπζκόο νξίδεηαη θαη γηα ζπλαξηήζεηο f(x) , ζηε κνξθή: 

  
f (x) f (x)

r Rf(x) , %r 100r 100
f(x) f(x)

 
     

Δηαπηζηώζακε πξνεγνπκέλωο όηη νη γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο έρνπλ ζηαζεξό ξπζκό θαη νη νκνγελείο 

έρνπλ ζηαζεξή ειαζηηθόηεηα. Αληίζηνηρα βξίζθνπκε ηώξα όηη: 

 νη εκθετικές ζσναρηήζεις έτοσν ζηαθερό ζτεηικό επομένως και ποζοζηιαίο ρσθμό μεηαβολής: 
rx

xy ce R y y / y r    , %r 100r  

Παξαηήξεζε. Έλα κέγεζνο  y  κεηαβάιιεηαη ζηνλ ρξόλν x : 

 γξακκηθά: y mx c mx y(0)    , αλ κεηαβάιιεηαη κε ζηαζεξό ξπζκό m   

 εθζεηηθά y cexp(rx) y(0)exp(rx)  , αλ κεηαβάιιεηαη κε ζηαζεξό ζρεηηθό ξπζκό r , ή 

ηζνδύλακα ζηαζεξό πνζνζηηαίν ξπζκό (ξπζκό αλάπηπμεο) %r 100r .  

.  

Παξάδεηγκα.  

1. 0.02xy ce   r 0.02  , %r 2%  . Ειαηηώλεηαη κε ξπζκό 2%  εηεζίωο αλ ην x παξηζηάλεη έηε. 

2. 2y 1 x   m y 2x  ,  2 2ε xy / y 2x /1 x   , 2r y / y 2x /1 x      

Π.ρ. ζην x 2 : m(2) 4 , ε(2) 8 / 5 1.6  ,  r(2) 4 / 5 0.8  ,  %r(2) 100r 80%   

Επνκέλωο νη κεηαβνιέο θαη νη πνζνζηηαίεο κεηαβνιέο ζπλδένληαη νξηαθά κε ηηο ζρέζεηο: 

 (dy) 4(dx) , (%dy) (8 /5)(%dx) , (dy / y) 0.8(dx) ,  (%dy) 80(dx)  

  
Θεωξνύκε ηώξα ηνλ ινγηζκό ηνπ ζρεηηθνύ ε πνζνζηηαίνπ ξπζκνύ κεηαβνιήο ωο πξνο ηηο δηάθνξεο 

πξάμεηο κεηαμύ ζπλαξηήζεωλ, θαη βξίζθνπκε ηα εμήο: 

 Ωο πξνο ηηο αιγεβξηθέο πξάμεηο ν ζρεηηθόο ξπζκόο έρεη ίδηεο ηδηόηεηεο κε ηελ ειαζηηθόηεηα:  

 {u u(x), v v(x)}  R(αu) R(u) ,  R(uv) Ru Rv  ,  R(u / v) Ru Rv   

                                  α βR(cu v ) αRu βRv    

 Ωο πξνο ηελ ζύλζεζε ζπλαξηήζεωλ, ν ζρεηηθόο ξπζκόο ηεο ζύλζεζεο βξίζθεηαη 

πνιιαπιαζηάδνληαο ηελ ειαζηηθόηεηα κε ηνλ ζρεηηθό ξπζκό ηωλ επηκέξνπο ζπλαξηήζεωλ: 

{u u(v), v v(x)} u u(x)      κε  
x v xR u (E u)(R v)    
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Απόδεημε. Γηα ηνλ πνζνζηηαίν ξπζκό ηνπ γηλνκέλνπ ζπλαξηήζεωλ, βξίζθνπκε: 

 x x x

%d(uv) %du %dv %du %dv
%R (uv) %R u %R v

dx dx dx dx


        

Γηα ηελ ζύλζεζε, βξίζθνπκε:  x v x

%du %du %dv
%R u (E u)(%R v)

dx %dv dx
                                        

Παξαηήξεζε. Οη παξαπάλω ηδηόηεηεο είλαη γεληθεύζεηο ηωλ αληίζηνηρωλ ηδηνηήηωλ ηωλ εθζεηηθώλ 

ζπλαξηήζεωλ: 
κx λx κx κx λx (κ λ)x κx λx (κ λ)x{u e , v e } {αu αe , uv e e e , u / v e / e e }          , πξάμεηο 

 κ λx κ λx κ κλx{u v , v e } u v (e ) e        , ζύλζεζε 

  

9. Ηκηινγαξηζκηθή θιίκαθα 
Σέινο, όζνλ αθνξά ηελ γξαθηθή παξάζηαζε, παξαηεξνύκε όηη ηα ηξία κεγέζε πνπ εμεηάζακε 

παξηζηάλνληαη γξαθηθά κε ηελ θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο, ωο εμήο: 

1. Η παξάγωγνο ζην θαξηεζηαλό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλωλ: {x,y}  . 

2. Η ειαζηηθόηεηα ζην ινγαξηζκηθό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλωλ: {u log x , w log y }  .  

3. Ο ζρεηηθόο ξπζκόο ζην εκηινγαξηζκηθό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλωλ: {x,v ln y }  

Όζνλ αθνξά ην 3, βξίζθνπκε:  

 
dy ydv dv

(ln y )y
dx dy dx y


    .   

Παξάδεηγκα. Έηζη ζηελ εκηινγαξηζκηθή θιίκαθα νη εθζεηηθέο γίλνληαη γξακκηθέο κε θιίζε r  ίζε 

κε ηνλ ζρεηηθό ξπζκό:  

 rx rxy ce y c e   ln y ln c rx v rx ln c       

 
Παξαηήξεζε. Η ζρεηηθή θαη ε πνζνζηηαία κεηαβνιή ελόο κεγέζνπο (γηα κηθξέο κεηαβνιέο) 

ζπκπίπηνπλ κε ηα αληίζηνηρα ηεο απόιπηεο ηηκήο ηνπ:  

 
d y dy

%d y %dy
y y

    

Επνκέλωο ε ειαζηηθόηεηα θαη ν ζρεηηθόο ξπζκόο δελ κεηαβάιινληαη αλ αληί ηωλ κεγεζώλ 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ηηο απόιπηεο ηηκέο ηνπο: 

 Ε u Eu, R u Ru                                                                                                                        

  


