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III.8 ΠΟΛΛΑΠΛΑ΢ΙΑ΢ΣΕ΢  LAGRANGE 

΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η LAGRANGE 

1.Ιζνηηθόο πεξηνξηζκόο 2.Πεξηνξηζκέλε ζηαζηκόηεηα 3.Πνιιαπιαζηαζηήο Lagrange 4.΢πλάξηεζε Lagrange 

5.Δξκελεία ηνπ πνιιαπιαζηαζηή Lagrange 

ΠΛΑΙ΢ΙΩΜΕΝΟ΢ Ε΢΢ΙΑΝΟ΢ 

6.Πεξηνξηζκέλε ηεηξαγσληθή κνξθή 7. Υαξαθηεξηζκόο πιαηζησκέλσλ ζπκκεηξηθώλ πηλάθσλ 8.΢πλζήθεο γηα 

πεξηνξηζκέλα ηνπηθά αθξόηαηα 9.Πεξηζζόηεξεο κεηαβιεηέο θαη πεξηζζόηεξνη  πεξηνξηζκνί  

ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ  
10.Πεξηνξηζκέλα Γηαθνξηθά.    

΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η LAGRANGE 

1. Ιζνηηθόο πεξηνξηζκόο:  
x,y

max/ min{f(x,y) g(x,y) c, D}  

΢ην πξνεγνύκελν θεθάιαην αζρνιεζήθακε κε ηα αθξόηαηα ζπλαξηήζεσλ ζε νιόθιεξεο πεξηνρέο ηνπ 

πεδίνπ νξηζκνύ . Δδώ ζα αζρνιεζνύκε κε ηα αθξόηαηα κηαο ζπλάξηεζεο f(x,y)  κόλν ζηα ζεκεία κηαο 

θακπύιεο πνπ βξίζθεηαη ζηελ πεξηνρή ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ D . Θα πεξηγξάθεηαη κε κηα εμίζσζε: 
 g(x,y) c   

ε νπνία θαιείηαη εμίζωζε πεξηνξηζκνύ.  Η ίδηα ε ζπλάξηεζε g(x,y)  θαιείηαη ζπλάξηεζε 

πεξηνξηζκνύ. Η f(x,y)  πνπ απνηειεί ην θξηηήξην βειηηζηνπνίεζεο θαιείηαη αληηθεηκεληθή 

ζπλάξηεζε. Σέηνηα αθξόηαηα ηα νλνκάδνπκε πεξηνξηζκέλα αθξόηαηα. Γηα δηάθξηζε, ηα αθξόηαηα 

όπσο πξνεγνπκέλσο ζε νιόθιεξε πεξηνρή, νλνκάδνληαη θαη ειεύζεξα αθξόηαηα. Σα πεξηνξηζκέλα 

αθξόηαηα δηαθξίλνληαη πάιη ζε εζωηεξηθά πνπ βξίζθνληαη ζην εζσηεξηθό ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ D  θαη 

ζε ζπλνξηαθά πνπ βξίζθνληαη ζην ζύλνξν. Θα δώζνπκε ζπλζήθεο κόλν γηα ηα εζσηεξηθά.  

Παξαηήξεζε. Θεσξεηηθά κπνξνύκε λα ιύζνπκε ηελ εμίζσζε ηνπ πεξηνξηζκνύ σο πξνο ηελ κηα 

κεηαβιεηή ηελ νπνία θαη αληηθαζηζηνύκε ζηε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε πνπ ηώξα ζα γίλεη ζπλάξηεζε 

κόλν ηεο κηαο κεηαβιεηήο. Γειαδή, ην πξόβιεκα πεξηνξηζκέλεο βειηηζηνπνίεζεο κε δύν 

κεηαβιεηέο θαη έλαλ ηζνηηθό πεξηνξηζκό είλαη ηζνδύλακν κε πξόβιεκα ειεύζεξεο 

βειηηζηνπνίεζεο κε κηα κεηαβιεηή. Αιιά ην δεηνύκελν είλαη λα δηαηππσζνύλ ζπλζήθεο 

ρξεζηκνπνηώληαο ηηο αξρηθέο ζπλαξηήζεηο.  

2. Πεξηνξηζκέλε ζηαζηκόηεηα 
Γηαπηζηώλνπκε γεσκεηξηθά όηη ζέλα εζσηεξηθό πεξηνξηζκέλν αθξόηαην ε θακπύιε ηνπ πεξηνξηζκνύ 

ζα πξέπεη λα εθάπηεηαη ηεο αληίζηνηρεο ηζνζηαζκηθήο ηεο ζπλάξηεζεο, έηζη ώζηε, όπσο θαίλεηαη 

θαη ζην ζρήκα,  ε καύξε θακπύιε ηνπ πεξηνξηζκνύ: g c ,  λα βξίζθεηαη νιόθιεξε ζηελ αληίζηνηρε:  

1. πάλσ ζηαζκηθή: f f , αλ πξόθεηηαη γηα min  

2. θάησ ζηαζκηθή: f f , αλ πξόθεηηαη γηα max 

΢πκπεξαίλνπκε όηη: 

Αναγκαίερ ζςνθήκερ 1ηρ ηάξηρ για πεπιοπιζμένο 

εζωηεπικό ακπόηαηο 

 x x

y y

f g

f g
   &  g c  

Δειαδή, ην πεξηνξηζκέλν εζωηεξηθό αθξόηαην ζα είλαη 

ζεκείν ηεο θακπύιεο πεξηνξηζκνύ ζην νπνίν ε 

αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε θαη ε ζπλάξηεζε ηνπ πεξηνξηζκνύ νξίδνπλ ηον ίδιο πςθμό ςποκαηάζηαζηρ.                        

Απόδεημε. Αλ ε θιήζε είλαη δηαθνξεηηθή, ηόηε ε θακπύιε ηνπ πεξηνξηζκνύ ζα δηαζρίδεη ηελ 

ηζνζηαζκηθή πεγαίλνληαο από ηελ θάησ ζηαζκηθή ζηελ πάλσ, νπόηε ε f  ζα έρεη θαη κηθξόηεξεο θαη 

κεγαιύηεξεο ηηκέο ζηα ζεκεία ηεο, δειαδή ε ηηκή ηεο δελ ζα είλαη αθξόηαηε.  

                                                                                                            

1. min{f g c}  2. max{f g c}  

f   

g c  

g c  

f f  

f   

f f  
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Η παξαπάλσ ζπλζήθε 2 εμηζώζεσλ κε 2 αγλώζηνπο {x,y}  θαιείηαη ζπλζήθε δεζκεπκέλεο ή 

πεξηνξηζκέλεο ζηαζηκόηεηαο  θαη νη ιύζεηο ηεο δεζκεπκέλεο ή πεξηνξηζκέλεο ζηάζηκεο. Γηα 

δηάθξηζε, αλ δελ ππάξρνπλ ηζνηηθνί πεξηνξηζκνί όπσο ζην πξνεγνύκελν θεθάιαην, νη αληίζηνηρεο 

ζπλζήθεο νλνκάδνληαη ζπλζήθεο ειεύζεξεο ζηαζηκόηεηαο. ΢πκπεξαίλνπκε όηη ην πεξηνξηζκέλν 

αθξόηαην ζα αλήθεη ζηε θακπύιε ηνπ πεξηνξηζκνύ θαη ζα είλαη έλα από ηα παξαθάησ: 

 Πεπιοπιζμένο ζηάζιμο, ζην εζωηεξηθό ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ.  

 Σηο ζύνοπο, εθόζνλ  ε θακπύιε ζπλαληάεη ην ζύλνξν ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ. 

 ΢ην άπεηξν, εθόζνλ  ε θακπύιε δελ είλαη θξαγκέλε.  

Παξάδεηγκα. 2 2min{f 2x y 4x 2y 1 g x y 1}         

Λύζε1. Βξίζθνπκε ηα πεξηνξηζκέλα ζηάζηκα: 

 
x y x yf / f g / g (4x 4) /(2y 2) 1 2x y 1 x 2 / 3

x y 1 x y 1 y 1/ 3g c

        
    

      
 

Γελ έρνπκε ζύλνξν, νπόηε ην ειάρηζην είηε ζα είλαη ζην παξαπάλσ πεξηνξηζκέλν 

ζηάζηκν είηε ζην άπεηξν. Παξαηεξνύκε όηη ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε είλαη 

ηεηξαγσληθή ζεηηθά νξηζκέλε κε ειάρηζην ζην ζεκείν: 
0 0(x 1,y 1)  , θαη κε ειιεηπηηθέο ηζνζηαζκηθέο. 

Από ην γξάθεκα παξαπιεύξσο δηαπηζηώλνπκε όηη ε επζεία ηνπ πεξηνξηζκνύ βξίζθεηαη ζηελ πάλσ 

ζηαζκηθή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο θαη επνκέλσο ην ζεκείν είλαη νιηθό ειάρηζην.  

Λύζε2. Μπνξνύκε λα ιύζνπκε ην πξόβιεκα κε αληηθαηάζηαζε ηεο κηαο κεηαβιεηήο από ηνλ 

πεξηνξηζκό: 
g x y 1 y 1 x       

   
22 2f 2x 1 x 4x 2(1 x) 1 3x 4x          

Πξνέθπςε θπξηή ζπλάξηεζε κηαο κεηαβιεηήο κε νιηθό ειάρηζην ζην ζηάζηκν πνπ βξήθακε θαη 

πξνεγνπκέλσο: 

 f 6x 4 0 x 2/3, y 1 x 1/3           

 

Παξάδεηγκα. 2 2max/min{f 2x y g x y 5, D: x 0, y 0}        

Λύζε 1. Δίκαζηε ζηε ζεηηθή πεξηνρή κε ζύλνξν ηνπο ζεηηθνύο εκηάμνλεο 

α) Βξίζθνπκε ηα πεξηνξηζκέλα ζηάζηκα: 

x y x yf / f g / g 0

g c

  


 
2 2

2 /1 2x / 2y

x y 5

 
 

  
 

(x 2, y 1)

(x 2,y 1)

 
 

   
 

Απνδεθηή κόλν ε ζεηηθή ιύζε: 
1 1(x 2,y 1)   κε 

1 1 1f 2x y 5    

Σν παξαπάλσ είλαη εζσηεξηθό πεξηνξηζκέλν ζηάζηκν θαη επνκέλσο ππνςήθην.  

β) Η θακπύιε είλαη θξαγκέλε θαη έρεη ζπλνξηαθά ππνςήθηα ζεκεία ζηνπο ζεηηθνύο εκηάμνλεο: 
2 2{x 0,x y 5}   x 0,y 5    . Απνδεθηό ην ζεηηθό y : 

2 2(x 0,y 5)   κε 2 2 2f 2x y 5    

 2 2{y 0,x y 5}   y 0,x 5    . Απνδεθηό ην ζεηηθό x : 3 3(x 5,y 0)   κε 3 3 3f 2x y 2 5    

Βξήθακε ηξία ππνςήθηα ζεκεία, κε ηηκέο:  
1f 5 , 2f 5 , 3f 2 5  

Έρνπκε κέγηζηε ηηκή 
1f 5  ζην πεξηνξηζκέλν ζηάζηκν θαη ειάρηζηε ηηκή 2f 5  ζην ζύλνξν κε x 0 . 

Παξαηήξεζε. Γξαθηθά, ην αθξόηαην βξίζθεηαη ζηελ ηνκή ηεο θακπύιεο ηνπ πεξηνξηζκνύ θαη ηεο 

ηζνζηαζκηθήο ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο, κε ηε κεγαιύηεξε ή κηθξόηεξε ηηκή, γηα κέγηζην ή 

ειάρηζην αληίζηνηρα. Όπσο θαίλεηαη θαη ζην γξάθεκα, όπνπ νη ηηκέο ηεο f  απμάλνπλ ζηελ θαηεύζπλζε 

ηεο δηαλπζκαηηθήο παξαγώγνπ: f  , κέγηζην είλαη ην εζσηεξηθό πεξηνξηζκέλν ζηάζηκν όπνπ ε θακπύιε 

ηνπ πεξηνξηζκνύ εθάπηεηαη ηεο ηζνζηαζκηθήο, ελώ ειάρηζην είλαη ην ζπλνξηαθό όπνπ θαη δελ 

εθάπηεηαη, όπσο θαίλεηαη θαη ζην ζρήκα. ΢ην άιιν ζπλνξηαθό ε ηηκή είλαη ελδηάκεζε.   

min  
f   

y  

x  

f   

x  

y  

max  

min
 f   
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Λύζε2. Δλαιιαθηηθά, αιιά πην πνιύπινθν,  κπνξνύκε λα αληηθαηαζηήζνπκε ηελ κηα κεηαβιεηή από 

ηνλ πεξηνξηζκό: 

 2 2 2 1/2g x y 5 y (5 x ) 0       , κε  0 x 5   

νπόηε ιύλνπκε ην πξόβιεκα ειεύζεξεο βειηηζηνπνίεζεο κηαο κεηαβιεηήο ζε δηάζηεκα: 

  2max/ min{f 2x 5 x 0 x 5}      

Τπνινγίδνπκε ηελ παξάγσγν: 

 
2

2

2 2

2x 2 5 x x
f 2x 5 x f 2

2 5 x 2 5 x

  
      

 
 

 ΢ηάζηκν:  

 2 2 2 22 5 x x 0 2 5 x x 4(5 x ) x x 2            , δερόκαζηε κόλν ην ζεηηθό 

΢πγθξίλνπκε ηηο ηηκέο ζην ζηάζηκν θαη ζηα δύν ζύλνξα, θαη βξίζθνπκε: 

 1 2 3{x 2, x 0, x 5}    κε ηηκέο: 
1{f 5 , 2f 5 , 3f 2 5 } 

΢πκπεξαίλνπκε, όπσο θαη πξνεγνπκέλσο, όηη ην κέγηζην βξίζθεηαη ζην ζηάζηκν, θαη ην ειάρηζην ζην 

αξηζηεξό ζύλνξν 
2 2(x 0,y 5)  . 

Παξαηήξεζε. Θα κπνξνύζακε θαη λα είρακε πξώηα ραξαθηεξίζεη ηελ ζπλάξηεζε θαη ηα ηξία ζεκεία: 

Η ζπλάξηεζε είλαη θνίιε δηόηη έρεη αξλεηηθή 2
ε
 παξάγσγν: 

 2 1/2 2 1/2 2 3/2 2 3/2 2f 2 x(5 x ) f (5 x ) x(5 x ) / 2 (5 x ) [ (5 x ) x]                   

 2 2 3/2f [ (5 x ) x] / (5 x ) 0       .   

Δπνκέλσο, ην ζηάζηκν είλαη νιηθό κέγηζην: x 2 f(2) 5   . Σν ειάρηζην ζα είλαη ζην ζύλνξν: 

2.1 Αξηζηεξό ζύλνξν: x 0 f (0) 2 0    , γλήζην ηνπηθό ειάρηζην 

2.2. Γεμηό ζύλνξν: x 5 f ( 5) 5 / 0 0        , γλήζην ηνπηθό ειάρηζην κε f( 5) 2 5  

Ακθόηεξα είλαη ππνςήθηα. Η ειάρηζηε ηηκή βξίζθεηαη ζην αξηζηεξό ζύλνξν: 

 f(0) 5 f( 5) 2 5    

Θα κπνξνύκε θαη λα ζπγθξίλνπκε απεπζείαο ηηο ηηκέο ζηα δύν ζύλνξα, ρσξίο λα ηα ραξαθηεξίζνπκε. 

 

3. Πνιιαπιαζηαζηήο Lagrange 
Η ζπλζήθε πεξηνξηζκέλεο ζηαζηκόηεηαο γξάθεηαη θαη ζηηο παξαθάησ ηζνδύλακεο κνξθέο: 

 ή ή 
x y yx x x

x y y x

x yy y x y

f f ff g f
f g f g 0

g gf g g g

         
         

        

 

Ο θνηλόο ιόγνο ζηελ ηξίηε κνξθή θαιείηαη πνιιαπιαζηαζηήο Lagrange ηεο ιύζεο θαη έρεη ηδηαίηεξε 

ζεκαζία ζηηο εθαξκνγέο.  Μάιηζηα, παξηζηάλνληαο ηνλ κε λ , κπνξνύκε λα γξάςνπκε ηε ζπλζήθε 

πεξηνξηζκέλεο ζηαζηκόηεηαο ζηε κνξθή:  

yx

x y

ff
λ

g g

g c


  




 

      
x x

y y

f λg

f λg

g c    




 


 

  κε ιύζε:  (x,y,λ)  

Σώξα έρνπκε 3 εμηζώζεηο κε 3 αγλώζηνπο, όπνπ καδί κε ηε ιύζε βξίζθνπκε θαη ηελ ηηκή ηνπ λ . Οη 

εμηζώζεηο ζαπηή ηελ κνξθή νλνκάδνληαη θαη εμηζώζεηο Lagrange. Γειαδή, κπνξνύκε είηε λα βξνύκε 

πξώηα ηε ιύζε (x,y)  από ηηο εμηζώζεηο πεξηνξηζκέλεο ζηαζηκόηεηαο θαη λα ππνινγίζνπκε ην λ  εθ ησλ 

πζηέξσλ, ή λα ιύζνπκε ην παξαπάλσ ζύζηεκα ηξηώλ εμηζώζεσλ νπόηε βξίζθνπκε ην λ  σο κέξνο ηεο 

ιύζεο. ΢απηή ηελ πεξίπησζε ζπλήζσο ιύλνπκε ηηο δύν πξώηεο εθθξάδνληαο ηα {x,y}  σο ζπλαξηήζεηο 

ηνπ λ  θαη ζηε ζπλέρεηα αληηθαζηζηνύκε ζηελ ηξίηε πνπ είλαη θαη ε εμίζσζε ηνπ πεξηνξηζκνύ θαη 

ππνινγίδνπκε πξώηα ην λ  . Μεηά πάκε πίζσ θαη ππνινγίδνπκε ηα {x,y}   
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Παξάδεηγκα.  2 2min{f 2x y 4x 2y 1 g x y 1}         

Λύζε. Βξήθακε παξαπάλσ ην αθξόηαην σο ην πεξηνξηζκέλν ζηάζηκν: {x 2 / 3,y 1/ 3}  . Μπνξνύκε 

λα ππνινγίζνπκε ηνλ πνι/ηή Lagrange από ηε ζπλζήθε: 

 
x xλ f / g 4x 4 4/3       ή  

y yλ f / g 2y 2 4/3     , ηα δύν πξέπεη λα δίλνπλ ηελ ίδηα ηηκή. 

Δλαιιαθηηθά, κπνξνύκε λα ην βξνύκε σο κέξνο ηεο ιύζεο ησλ εμηζώζεσλ Lagrange: 

 
x x

y y

f λg

f λg

g c    




 


 

4x 4 λ x λ / 4 1
x 2 / 3,y 1/ 3

2y 2 λ y λ / 2 1

x y 1 λ / 4 1 λ / 2 1 1 λ 4 / 3

    
    

    

         

 

  

4. ΢πλάξηεζε Lagrange  
ηνπ πξνβιήκαηνο πεξηνξηζκέλνπ αθξόηαηνπ θαιείηαη ε παξαθάησ ζπλάξηεζε ησλ ηξηώλ κεηαβιεηώλ {x,y,λ} : 

       
x,y

max/ min{f(x,y) g(x,y) c, D} L(x,y, λ) f(x,y) λ[c g(x,y)]      

Οη ζπλζήθεο πεξηνξηζκέλεο ζηαζηκόηεηαο ζηε κνξθή ησλ εμηζώζεσλ Lagrange κπνξνύλ ηώξα λα 

δηαηππσζνύλ θαη σο ζπλζήθεο (ειεύζεξεο) ζηαζηκόηεηαο ηεο ζπλάξηεζεο Lagrange 

x x x

y y y

λ

L f λg 0

L f λg 0

L c g    0

  


   


   

   εμηζώζεηο  Lagrange 

Έηζη ην αθξόηαην ζα αλήθεη ζε κηα από ηηο παξαθάησ ηξεηο θαηεγνξίεο:  

1. Λύζη Lagrange   2.  Σςνοπιακό   3. Σηο άπειπο 

Θα δνύκε παξαθάησ όηη νη ζπλζήθεο πεξηνξηζκέλεο ζηαζηκόηεηαο ζηε παξαπάλσ κνξθή ησλ 

εμηζώζεσλ Lagrange γεληθεύνληαη ζε πεξηζζόηεξεο κεηαβιεηέο  

5.  Εξκελεία ηνπ πνιιαπιαζηαζηή Lagrange 
Αλ ζέλα πξόβιεκα πεξηνξηζκέλνπ αθξόηαηνπ ε ηηκή c  ηνπ πεξηνξηζκνύ δελ είλαη ζπγθεθξηκέλε αιιά 

εκθαλίδεηαη ωο παξάκεηξνο, ηόηε ε ιύζε θαη εηδηθόηεξα ε αθξόηαηε ηηκή ζα εθθξάδνληαη σο 

ζπλαξηήζεηο απηήο ηεο παξακέηξνπ: 

     
x,y

max/ min{f(x,y) g(x,y) c} {x (c),y (c), λ (c)}, f (c) f(x (c),y (c))         

΢απηή ηελ πεξίπησζε: 

Ο πνιιαπιαζηαζηήο Lagrange ηζνύηαη κε ηελ παξάγωγν ηεο αθξόηαηεο ηηκήο f    ωο πξνο ηελ ηηκή ηνπ 

πεξηνξηζκνύ c : 

  f (c) λ (c)     

΢ηηο εθαξκνγέο θαιείηαη θαη ζθηώδεο ή εζωηεξηθή αμία  ηνπ πεξηνξηζκνύ, κε ηελ έλλνηα όηη αλ ε ηηκή 

ηνπ πεξηνξηζκνύ απμεζεί θαηά κηα κνλάδα ηόηε ε αληίζηνηρε αθξόηαηε ηηκή ζα κεηαβιεζεί θαηά λ , 

νξηαθά. 

Παξάδεηγκα.  Θα επαιεζεύζνπκε ηελ εξκελεία ηνπ πνιιαπιαζηαζηή Lagrange: 

 min{f αx βy g xy c, x 0, y 0}       κε α 0, β 0, c 0   .  

 

x x

y y

x cβ / αf λg α λy

f λg β λx y cα / β

xy cg c λ αβ / c

  
  

     
    

,
cβ cα

f α β 2 cαβ
α β

          

Παξαγσγίδνληαο σο πξνο c , βξίζθνπκε: 1/2

cf 2c αβ f αβ / c λ(c)      

 

f   

y  

x  
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Παξαηήξεζε. Κάζε εμίζσζε κπνξεί λα εθθξαζηεί κε ην δεμηό κέξνο κεδεληθό, κεηαθέξνληαο όινπο 

ηνπο όξνπο αξηζηεξά. Έηζη θαη ν πεξηνξηζκόο κπνξεί λα γξαθηεί ζηελ ηζνδύλακε κνξθή: 
 h(x,y) g(x,y) c 0    

Αληίζηνηρα εθθξάδνληαη ην πξόβιεκα πεξηνξηζκέλεο βειηηζηνπνίεζεο, θαη ε ζπλάξηεζε Lagrange:  

       
x,y

max/ min{f(x,y) h(x,y) 0, D} L(x,y,λ) f(x,y) λh(x,y)     

Οη εμηζώζεηο Lagrange ζηε λέα κνξθή είλαη ηζνδύλακεο κε ηηο πξνεγνύκελεο: 

x x x

y y y

λ

L f λh 0

L f λh 0

L h    0

  


   


   

 , δηόηη: 
x x y yh g , h g , h c g      
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ΠΛΑΙ΢ΙΩΜΕΝΟ΢ Ε΢΢ΙΑΝΟ΢ 

Ο αλαιπηηθόο ραξαθηεξηζκόο ελόο πεξηνξηζκέλνπ ζηάζηκνπ σο αθξόηαηνπ γίλεηαη κε ηε ρξήζε 

παξαγώγσλ 2
εο

 ηάμεο. Όπσο θαη ζηα ειεύζεξα ζηάζηκα εμεηάδνπκε πξώηα έλα εηδηθόηεξν πξόβιεκα 

πεξηνξηζκέλνπ αθξόηαηνπ πνπ αθνξά ηηο ηεηξαγσληθέο κνξθέο.  

6. Πεξηνξηζκέλε ηεηξαγωληθή κνξθή,  
θαιείηαη κηα ηεηξαγσληθή κνξθή πεξηνξηζκέλε ζηα ζεκεία κηαο επζείαο πνπ δηέξρεηαη από ην (0,0) . 

Θα ηελ παξηζηάλνπκε κε: 
2 2Q : {Q αx 2βxy γy E px qy 0}       

Γηα δηάθξηζε, νη ηεηξαγσληθέο κνξθέο ρσξίο πεξηνξηζκνύο θαινύληαη θαη ειεύζεξεο ηεηξαγωληθέο 

κνξθέο. Σν κεδεληθό ζεκείν ηθαλνπνηεί ηνλ πεξηνξηζκό, κε κεδεληθή ηελ ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο: 

 Q(0,0) 0 , 

Γηα λα ην ραξαθηεξίζνπκε σο πεξηνξηζκέλν αθξόηαην αξθεί λα βξνύκε ηα πξόζεκα ηεο ηεηξαγσληθήο 

κνξθήο ζηα κε κεδεληθά ζεκεία ηεο επζείαο ηνπ πεξηνξηζκνύ. Αληηθαζηζηώληαο από ηνλ πεξηνξηζκό 

δηαπηζηώλνπκε όηη είλαη ηζνδύλακε κε ηελ ειεύζεξε ηεηξαγσληθή κνξθή κηαο κεηαβιεηήο: 

p
y x

q
 

2 2 2
2 2 2

2 2

p p αq 2βpq γp
Q αx 2βx x γ x x

q q q

 
      

Ο όξνο ζηνλ αξηζκεηή είλαη ην αξλεηηθό ηεο παξαθάησ πιαηζηωκέλεο ζπκκεηξηθήο νξίδνπζαο: 

2 2

α β p

Δ β γ q αq 2βpq γp

p q 0



      

 

 2

2

Δ
Q x

q
   

΢πκπεξαίλνπκε όηη ηo πξόζεκν ηεο πεξηνξηζκέλεο ηεηξαγωληθήο κνξθήο είλαη ην αληίζεην ηεο 

παξαπάλω νξίδνπζαο. Υξεζηκνπνηνύκε ηελ παξαθάησ νξνινγία, θαη αληίζηνηρν ραξαθηεξηζκό: 

1α. Δ 0  Q 0 : ζεηηθά νξηζκέλε, ηηκέο ζεηηθέο γλήζηα, γλήζην ειάρηζην   

1β. Δ 0  Q 0 : ζεηηθά εκηνξηζκέλε, ηηκέο ζεηηθέο ή κεδεληθέο, ειάρηζην.  

2α. Δ 0 Q 0   : αξλεηηθά νξηζκέλε, ηηκέο αξλεηηθέο γλήζηα, γλήζην κέγηζην.   

2β. Δ 0 Q 0   : αξλεηηθά εκηνξηζκέλε, ηηκέο αξλεηηθέο ή κεδεληθέο, κέγηζην.  

Παξαηήξεζε.  

1.Όπσο δηαπηζηώζακε, ε παξαπάλσ πεξηνξηζκέλε ηεηξαγσληθή κνξθή είλαη ηζνδύλακε κε ειεύζεξε 

ηεηξαγσληθή κνξθή κηαο κεηαβιεηήο, θαη έηζη δελ εκθαλίδεηαη ε πεξίπησζε 3 ηεο ανξηζηίαο κε ηηκέο 

θαη ζεηηθέο θαη αξλεηηθέο, γλήζηα. Δκθαλίδεηαη ζε πξνβιήκαηα κε πεξηζζόηεξεο κεηαβιεηέο. 

2.Αλ ε αξρηθή ειεύζεξε ηεηξαγσληθή κνξθή είλαη νξηζκέλε, ζεηηθά ή αξλεηηθά, ηόηε βέβαηα ην ίδην ζα 

ηζρύεη θαη γηα ηελ πεξηνξηζκέλε. Η δηαθνξνπνίεζε εκθαλίδεηαη όηαλ ε ειεύζεξε είλαη εκηνξηζκέλε ή 

αόξηζηε, νπόηε ν ραξαθηεξηζκόο ζα εμαξηάηαη από ηελ ζπγθεθξηκέλε επζεία ηνπ πεξηνξηζκνύ 

 

Παξάδεηγκα.  Q : {Q xy E x y 0}      

 

0 1/ 2 1

Δ 1/ 2 0 1 1/ 2( 1) 1( 1/ 2) 1 0

1 1 0



        

 

, επνκέλσο αξλεηηθά νξηζκέλε 

Η αξρηθή ειεύζεξε: Q xy  είλαη αόξηζηε, ελώ ε πεξηνξηζκέλε είλαη αξλεηηθά νξηζκέλε, δηόηη ε επζεία 

ηνπ πεξηνξηζκνύ βξίζθεηαη ζηα ηεηαξηεκόξηα 2 θαη 4 όπνπ νη ηηκέο ηεο ειεύζεξεο είλαη αξλεηηθέο. 

Δμάιινπ, αληηθαζηζηώληαο από ηνλ πεξηνξηζκό βξίζθνπκε:  

 2y x Q xy x( x) x 0         ,  γηα x 0                                                                                       
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Παξάδεηγκα. 2 2Q : {Q x y E x y 0}      

Δδώ ε ειεύζεξε ηεηξαγσληθή κνξθή είλαη ζεηηθά νξηζκέλε. Δπνκέλσο ην ίδην ζα ηζρύεη γηα ηελ 

πεξηνξηζκέλε Πξάγκαηη, ην παξαπάλσ θξηηήξην καο δίλεη αξλεηηθή πιαηζησκέλε νξίδνπζα: 

 

1 0 1

Δ 0 1 1 1( 1) 1(1) 2 0

1 1 0



       

 

,  

Δπνκέλσο ε πεξηνξηζκέλε ηεηξαγσληθή κνξθή είλαη ζεηηθά νξηζκέλε. Δμάιινπ, αληηθαζηζηώληαο από 

ηνλ πεξηνξηζκό βξίζθνπκε: 

 2 2 2 2 2y x Q x y x ( x) 2x 0          ,  γηα x 0  

 

7. Υαξαθηεξηζκόο πιαηζηωκέλωλ ζπκκεηξηθώλ πηλάθωλ 
Θεσξνύκε ηελ παξαθάησ αληηζηνηρία κεηαμύ πεξηνξηζκέλσλ ηεηξαγσληθώλ κνξθώλ δύν κεηαβιεηώλ 

θαη πιαηζηωκέλωλ ζπκκεηξηθώλ πηλάθωλ 2 2 , θαη κεηαθέξνπκε ηνλ ραξαθηεξηζκό ησλ 

πεξηνξηζκέλσλ ηεηξαγσληθώλ κνξθώλ ζηνπο πιαηζησκέλνπο ζπκκεηξηθνύο πίλαθεο: 

 2 2Q : {Q αx 2βxy γy E px qy 0}     

α β p

S β γ q

p q 0

 
 

   
   

   

 όπνπ 2 2Δ S αq 2βpq γp      είλαη ε πιαηζηωκέλε ζπκκεηξηθή νξίδνπζα.  

O  πιαηζηωκέλνο ζπκκεηξηθόο πίλαθαο ραξαθηεξίδεηαη σο: 

1α. Θεηηθά νξηζκέλνο……….S 0 Q 0   : Δ 0  

1β. Θεηηθά εκηνξηζκέλνο……S 0 Q 0   : Δ 0  

2α. Αξλεηηθά νξηζκέλνο…….S 0 Q 0   : Δ 0  

2β. Αξλεηηθά εκηνξηζκέλνο   S 0 Q 0   : Δ 0  

Όπσο αλαθέξακε θαη πξνεγνπκέλσο, ε πεξίπησζε 3 ηεο ανξηζηίαο εκθαλίδεηαη ζε πιαηζησκέλνπο 

ζπκκεηξηθνύο πίλαθεο κεγαιύηεξεο δηάζηαζεο. 

8. ΢πλζήθεο γηα πεξηνξηζκέλα ηνπηθά αθξόηαηα. 
Θεσξνύκε ηώξα ην πξόβιεκα ραξαθηεξηζκνύ ησλ πεξηνξηζκέλσλ ζηάζηκσλ κηαο ζπλάξηεζεο δύν 

κεηαβιεηώλ. Σν απινύζηεξν ηέηνην πξόβιεκα αθνξά ηελ παξαπάλσ πεξηνξηζκέλε ηεηξαγσληθή 

κνξθή. Σν κεδεληθό ζεκείν είλαη πεξηνξηζκέλν ζηάζηκν κε κεδεληθή ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο, νπόηε ν 

ραξαθηεξηζκόο ηνπ σο αθξόηαηνπ αθνξά ηα πξόζεκα ησλ ηηκώλ ηεο ηεηξαγσληθήο κνξθήο ζηα κε 

κεδεληθά ζεκεία ηνπ πεξηνξηζκνύ, όπσο εμεηάζακε παξαπάλσ. Γηα ηνλ ραξαθηεξηζκό ζηε γεληθή 

πεξίπησζε ζεσξνύκε έλα πξόβιεκα πεξηνξηζκέλεο βειηηζηνπνίεζεο θαη ηελ αληίζηνηρε ζπλάξηεζε 

Lagrange: 

x,y
max/ min{f(x,y) g(x,y) c} L(x,y,λ) f(x,y) λ[c g(x,y)]     , 

Οξίδνπκε ηνλ πιαηζηωκέλo εζζηαλό πίλαθα Lagrange θαη ηελ αληίζηνηρε πιαηζηωκέλε εζζηαλή 

νξίδνπζα Lagrange ηνπ πξνβιήκαηνο: 

xx xy xλ xx xy x xx xx xy xy x

L yx yy yλ yx yy y yx yx yy yy y

λx λy λλ x y x y

L L L L L g f λg f λg g

H L L L L L g f λg f λg g

L L L g g 0 g g 0

        
     

           
                  

 2 2

L L xx y xy x y yy xΔ H L g 2L g g L g      
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Παξαηήξεζε.  Ο πιαηζησκέλνο εζζηαλόο πίλαθαο Lagrange κπνξεί λα παξαζηαζεί κε νηαδήπνηε από 

ηηο παξαθάησ κνξθέο. Πξνθύπηεη από ηηο ηδηόηεηεο ησλ νξηδνπζώλ όηη έρνπλ ηελ ίδηα νξίδνπζα 

xx xy x

L yx yy y

x y

L L g

H L L g

g g 0

 
 

  
    

   ή  

x y

x xx xy

y yx yy

0 g g

g L L

g L L

  
 
 
   

  ή  

xx xy x

yx yy y

x y

L L g

L L g

g g 0

 
 
 
  
 

  ή   

x y

x xx xy

y yx yy

0 g g

g L L

g L L

 
 
 
  
 

 

Αναγκαίερ και ικανέρ ζςνθήκερ  για πεπιοπιζμένο ηοπικό ακπόηαηο. 

Έλα εζωηεξηθό πεξηνξηζκέλν αθξόηαην είλαη θαηαξρήλ πεξηνξηζκέλν ζηάζηκν, δειαδή ηθαλνπνηνύληαη νη 

εμηζώζεηο Lagrange. Επηπιένλ: 

1. Αλ είλαη ελάσιζηο (ηνπηθό ή νιηθό), ηόηε o πιαηζηωκέλoο πίλαθαο Lagrange είλαη θεηικά 

ημιοπιζμένορ, δειαδή έρεη αξλεηηθή νξίδνπζα: 

 2 2

L L xx y xy x y yy xH 0 Δ L g 2L g g L g 0        

Αληίζηξνθα, είλαη γνήζιο πεπιοπιζμένο ηοπικό ελάσιζηο αλ είλαη θεηικά οπιζμένορ, δειαδή αλ έρεη 

γλήζηα αξλεηηθή νξίδνπζα: 

 2 2

L L xx y xy x y yy xH 0 Δ L g 2L g g L g 0        

2. Αλ είλαη μέγιζηο (ηνπηθό ή νιηθό) ηόηε ν πιαηζηωκέλνο πίλαθαο Lagrange είλαη απνηηικά 

ημιοπιζμένορ, δειαδή έρεη ζεηηθή νξίδνπζα: 

 2 2

L L xx y xy x y yy xH 0 Δ L g 2L g g L g 0        

Αληίζηξνθα, είλαη γνήζιο πεπιοπιζμένο ηοπικό μέγιζηο αλ είλαη απνηηικά οπιζμένορ, δειαδή αλ έρεη 

γλήζηα ζεηηθή νξίδνπζα: 

 2 2

L L xx y xy x y yy xH 0 Δ L g 2L g g L g 0        

Παξάδεηγκα. min{f 4x y g xy α, x 0, y 0}       κε α 0  

Με L 4x y λ(α xy)    , νη εμηζώζεηο Lagrange καο δίλνπλ:  

x x

y y

x α / 2f λg 4 λy

f λg 1 λx y 2 α

xy αg c λ 2 / α





  
  

      
    

, απνδεθηή κόλν ε ζεηηθή ιύζε 

Τπνινγίδνπκε ηελ πιαηζησκέλε εζζηαλή νξίδνπζα Lagrange ζην παξαπάλσ 

ζεκείν: 

 
x yg xy {g y, g x}    ,   

 
xx xyx

y yx yy

L 0, L λL 4 λy

L 1 λx L λ, L 0

     
 

      

,  2 2

L xx y xy x y yy xΔ L g 2L g g L g 2λx y 0         

Δίλαη γλήζηα αξλεηηθή, νπόηε ν πιαηζησκέλνο εζζηαλόο πίλαθαο Lagrange είλαη ζεηηθά νξηζκέλνο  θαη 

ην ζεκείν είλαη γλήζην ηνπηθό πεξηνξηζκέλν ειάρηζην: 

 (x α / 2, y 2 α, λ 2 / α) f 4x y 4 α            

Παξαηήξεζε. ΢ηελ πξαγκαηηθόηεηα είλαη νιηθό πεξηνξηζκέλν ειάρηζην δηόηη ν πεξηνξηζκόο βξίζθεηαη 

εμνινθιήξνπ ζηελ πάλσ ζηαζκηθή πεξηνρή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο, όπσο θαίλεηαη ζην 

παξαπάλσ γξάθεκα, θαη όπσο κπνξνύκε λα δηαπηζηώζνπκε κε αληηθαηάζηαζε από ηνλ πεξηνξηζκό: 

 {f 4x y, xy α, x 0, y 0} f 4x α / x          κε  x 0, α 0    

Δίλαη θπξηή ζπλάξηεζε, σο άζξνηζκα θπξηώλ, νπόηε ην ζηάζηκν είλαη νιηθό ειάρηζην: 

 2f 4x α / x f 4 α / x 0 x α / 2          

 
 

 

f   

y  

x  
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Παξάδεηγκα. max{g xy f 4x y β, x 0, y 0}        κε β 0  

Θα παξαζηήζνπκε ηελ ζπλάξηεζε Lagrange κε:  

M xy μ[β 4x y]    , όπνπ μ  είλαη ηώξα ν πνιιαπιαζηαζηήο.  

Οη εμηζώζεηο Lagrange καο δίλνπλ: 

x

y

μ

Μ y 4μ 0 x β / 8

Μ x μ 0 y β / 2

μ β / 8Μ β 4x y 0





    
 

     
     

, 

Τπνινγίδνπκε ηελ πιαηζησκέλε εζζηαλή νξίδνπζα Lagrange ζην παξαπάλσ ζεκείν: 

x yf 4x y {f 4, f 1}     ,  
xx xyx

y yx yy

Μ 0, Μ 1Μ y 4μ

Μ x μ Μ 1, Μ 0

    
 

     

, 

 2 2 2 2

Μ xx y xy x y yy xΔ Μ f 2M f f M f 0 1 2 1 4 1 0 2 8 0                

Δίλαη γλήζηα ζεηηθή, νπόηε ν πιαηζησκέλνο εζζηαλόο πίλαθαο Lagrange είλαη αξλεηηθά νξηζκέλνο θαη 

επνκέλσο ην ζεκείν είλαη γλήζην πεξηνξηζκέλν ηνπηθό κέγηζην: 

 2(x β / 8, y β / 2, μ β / 8) g x y β /16           

΢ηελ πξαγκαηηθόηεηα είλαη πεξηνξηζκέλν νιηθό κέγηζην, όπσο δηαπηζηώλνπκε γξαθηθά ζην παξαπάλσ 

γξάθεκα, δηόηη ν πεξηνξηζκόο βξίζθεηαη εμνινθιήξνπ ζηελ θάησ  ζηαζκηθή πεξηνρή ηεο 

αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο. Σν ίδην ζα δηαπηζηώζνπκε αλ ιύζνπκε ην πξόβιεκα κε αληηθαηάζηαζε.  

Παξαηήξεζε. Γηα ηα πξνεγνύκελα δύν πξνβιήκαηα ιέκε όηη είλαη ζπκκεηξηθά κεηαμύ ηνπο, κε ηελ 

έλλνηα όηη ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε ηνπ ελόο ζπκπίπηεη κε ηελ ζπλάξηεζε πεξηνξηζκνύ ηνπ άιινπ. 

9. Πεξηζζόηεξεο κεηαβιεηέο θαη πεξηνξηζκνί  
Η παξαπάλσ ζεσξία γεληθεύεηαη ζε πεξηζζόηεξεο κεηαβιεηέο θαη πεξηνξηζκνύο ρξεζηκνπνηώληαο ηελ 

δηαηύπσζε κέζσ ηεο ζπλάξηεζεο Lagrange. Παξαηεξνύκε ζρεηηθά όηη έλα πξόβιεκα πεξηνξηζκέλεο 

βειηηζηνπνίεζεο κε n  κεηαβιεηέο κπνξεί λα έρεη κέρξη n 1  πεξηνξηζκνύο, ώζηε λα ππάξρνπλ 

ειεύζεξεο (αλεμάξηεηεο) κεηαβιεηέο. Π.ρ. κε n 3  κεηαβιεηέο κπνξεί λα έρνπκε 1 ή 2  

πεξηνξηζκνύο. 

 Πεξηνξηζκέλα αθξόηαηα κε 3  κεηαβιεηέο θαη 1 πεξηνξηζκό:  

 max/ min{f(x,y,z) g(x,y,z) c, D}  

Λύλνληαο ηελ εμίζσζε ηνπ πεξηνξηζκνύ σο πξνο ηελ κηα κεηαβιεηή θαη αληηθαζηζηώληαο βξίζθνπκε  

έλα ηζνδύλακν πξόβιεκα ειεύζεξεο βειηηζηνπνίεζεο κε 2  κεηαβιεηέο. Μπνξνύκε λα δηαηππώζνπκε 

ηηο ζπλζήθεο ρξεζηκνπνηώληαο ηελ αληίζηνηρε ζπλάξηεζε Lagrange ζηελ κνξθή: 

 L(x,y,z,λ) f(x,y,z) λ[c g(x,y,z)]    

Η ιύζε ζα ηθαλνπνηεί ηηο ζπλζήθεο πεξηνξηζκέλεο ζηαζηκόηεηαο ζηε κνξθή ησλ παξαθάησ 4 

εμηζώζεσλ Lagrange κε 4 αγλώζηνπο {x,y,z,λ} : 

 

x x x

y y y

z z z

λ

L 0 f λg

L 0 f λg
{x ,y ,z ,λ}, f

L 0 f λg

L 0 g c

   

   


   


   
   

 

Αλ ε ηηκή ηνπ πεξηνξηζκνύ εκθαλίδεηαη σο παξάκεηξνο c , ηόηε ε ιύζε θαη εηδηθόηεξα ε αθξόηαηε ηηκή 

f  ζα εθθξάδνληαη σο ζπλαξηήζεηο απηήο ηεο παξακέηξνπ. ΢απηή ηελ πεξίπησζε ν πνιιαπιαζηαζηήο 

Lagrange ηζνύηαη κε ηελ παξάγωγν ηεο αθξόηαηεο ηηκήο f    ωο πξνο ηελ ηηκή ηνπ πεξηνξηζκνύ c : 

  f (c) λ(c)   

 

 

g  

y  

x  
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 Πεξηνξηζκέλα αθξόηαηα κε 3  κεηαβιεηέο θαη 2  πεξηνξηζκνύο.  

 max/ min{f(x,y,z) g(x,y,z) c, h(x,y,z) e, D}   
Λύλνληαο ην ζύζηεκα σο πξνο δύν κεηαβιεηέο θαη αληηθαζηζηώληαο, βξίζθνπκε έλα ηζνδύλακν 

πξόβιεκα ειεύζεξεο βειηηζηνπνίεζεο κε 1 κεηαβιεηή. Μπνξνύκε λα δηαηππώζνπκε ηηο ζπλζήθεο 

ρξεζηκνπνηώληαο ηελ αληίζηνηρε ζπλάξηεζε Lagrange ζηελ παξαθάησ κνξθή, κε 2  πνιιαπιαζηαζηέο, 

έλαλ γηα ηνλ θάζε πεξηνξηζκό: 

 L(x,y,z,λ,μ) f(x,y,z) λ[c g(x,y,z)] μ[e h(x,y,z)]      

Η ιύζε ζα ηθαλνπνηεί ηηο ζπλζήθεο πεξηνξηζκέλεο ζηαζηκόηεηαο ζηε κνξθή ησλ εμηζώζεσλ Lagrange: 

 

x x x x

y y y y

z z z z

λ

μ

L 0 f λg μh

L 0 f λg μh

L 0 f λg μh {x ,y ,z ,λ,μ}, f

L 0 g c

L 0 h e

   

    


    


    
  

   

 

Αλ νη ηηκέο ησλ πεξηνξηζκώλ εκθαλίδνληαη σο παξάκεηξνη, ηόηε ε ιύζε θαη ε αθξόηαηε ηηκή f  ζα 

είλαη ζπλαξηήζεηο απηώλ ησλ παξακέηξσλ: {c,e} . ΢απηή ηελ πεξίπησζε νη πνιιαπιαζηαζηέο Lagrange 

ζα ηζνύληαη κε ηηο κεξηθέο παξαγώγνπο ηεο αθξόηαηεο ηηκήο f   σο πξνο ηηο αληίζηνηρεο παξακέηξνπο: 

  c ef (c,e) λ(c,e), f (c,e) μ(c,e)      

Παξάδεηγκα. ΢ηνλ ρώξν Οxyz , ζα βξνύκε ην ζεκείν ηνπ επηπέδνπ x 2y z c 0     ζε ειάρηζηε 

απόζηαζε από ηελ αξρή ηνπ ζπζηήκαηνο: (0,0,0) , ιύλνληαο ην πξόβιεκα: 

 2 2 2

{x,y,z}
min{f x y z g x 2y z c}        

Λύζε. Οη εμηζώζεηο Lagrange: {2x λ, 2y 2λ, 2z λ, x 2y z c}       , καο δίλνπλ: 

 x c / 6,y c / 3,z c / 6,λ c / 3      κε  
2c

f
6

  θαη  d f c / 6   

Από ηελ γεσκεηξία πξνθύπηεη όηη ππάξρεη ειάρηζηε απόζηαζε, πνπ ζα είλαη ππνρξεσηηθά ε παξαπάλσ. 

Μάιηζηα ε ιύζε κπνξεί λα βξεζεί θαη γεσκεηξηθά σο ε ηνκή ηνπ επηπέδνπ κε ηελ θάζεηε αθηίλα.  

Παξαηήξεζε. Γηα επθνιία αληί ηεο απόζηαζεο: 2 2 2d x y z   , ειαρηζηνπνηήζακε ηε ζπλάξηεζε: 
2f d . Οη δύν ζπλαξηήζεηο έρνπλ ειάρηζην ζην ίδην ζεκείν δηόηη ε κία είλαη αύμωλ κεηαζρεκαηηζκόο 

ηεο άιιεο, αιιά έρνπλ δηαθνξεηηθή ειάρηζηε ηηκή θαη δηαθνξεηηθό πνιιαπιαζηαζηή, ν νπνίνο γηα ηελ  

απόζηαζε d   κπνξεί λα ππνινγηζηεί εθ ησλ πζηέξσλ από νηαδήπνηε ησλ παξαθάησ ζρέζεσλ: 

 
yx z

x y z

dd d
μ

g g g
     Βξίζθνπκε: μ d (c) 1/ 6   

Σόζν ζα κεηαβιεζεί ε ειάρηζηε απόζηαζε αλ ην c 0  απμεζεί θαηά 1, νξηαθά.   

Παξαηήξεζε. Σα πεξηνξηζκέλα ζηάζηκα πνπ βξίζθνπκε ιύλνληαο ηηο εμηζώζεηο Lagrange κπνξνύλ λα 

ραξαθηεξηζηνύλ ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ αληίζηνηρν πιαηζηωκέλν εζζηαλό πίλαθα Lagrange πνπ είλαη 

ηεο παξαθάησ κνξθήο, γηα έλαλ θαη δύν πεξηνξηζκνύο αληίζηνηρα: 

 

xx xy xz x

yx yy yz y

L

zx zy zz z

x y z

L L L g

L L L g
H

L L L g

g g g 0

 
 

 
  


 
    

   

xx xy xz x x

yz y yyx yy

zx zy zz z zL

x y z

x y z

L L L g h

L g hL L

L L L g hH

g g g 0 0

h h h 0 0

  
 

  
 

   
   
 
    

 

Ο ραξαθηεξηζκόο ηνπο παξνπζηάδεηαη ζηα πιαίζηα ηεο γεληθόηεξεο ζεσξίαο ησλ πιαηζηωκέλωλ 

ζπκκεηξηθώλ πηλάθωλ ζηελ Γξακκηθή Άιγεβξα.                                                                                   
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ 

10. Πεξηνξηζκέλα δηαθνξηθά 
Θεσξνύκε ηνλ ραξαθηεξηζκό ησλ πεξηνξηζκέλσλ ζηάζηκσλ ζην πξόβιεκα πεξηνξηζκέλεο 

βειηηζηνπνίεζεο, ρξεζηκνπνηώληαο ηελ αληίζηνηρε ζπλάξηεζε Lagrange: 

x,y
max/ min{f(x,y) g(x,y) c} L(x,y,λ) f(x,y) λ[c g(x,y)]     , 

Γηα ηελ απόδεημε ζεσξνύκε ηε ζύλζεζε ηεο f(x,y)  κε ηελ ζπλάξηεζε y y(x)  πνπ νξίδεηαη πιεγκέλα 

από ηελ εμίζσζε ηνπ πεξηνξηζκνύ: g(x,y) c , θαη βξίζθνπκε ηε δεύηεξε παξάγσγν ρξεζηκνπνηώληαο 

ηνπο αληίζηνηρνπο θαλόλεο αιπζσηήο θαη πιεγκέλεο πξώηεο θαη δεύηεξεο παξαγώγνπ. Δλαιιαθηηθά 

κπνξνύκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηα δηαθνξηθά πνπ ηώξα ζα είλαη πεξηνξηζκέλα δηόηη ιόγω ηνπ 

πεξηνξηζκνύ νη κεηαβιεηέο (x,y)  δελ είλαη αλεμάξηεηεο. Σν αθξόηαην ραξαθηεξίδεηαη από ην πξόζεκν 

ηεο κεηαβνιήο Δf  γηα κηθξέο κεηαβνιέο ησλ (x,y) πνπ ηθαλνπνηνύλ ηνλ πεξηνξηζκό g c . ΢ύκθσλα 

κε ηε ζρεηηθή ζεσξία ηα πεξηνξηζκέλα δηαθνξηθά ηεο f(x,y)  είλαη: 

x ydf f dx f dy   

2 2 2 2 2

xx xy yy x yd f f dx 2f dxdy f dy f d x f d y      

όπνπ ιόγσ ηνπ πεξηνξηζκνύ g(x,y) c , ηα δηαθνξηθά ησλ {x,y}  ζα ηθαλνπνηνύλ ηηο εμηζώζεηο: 

x ydg g dx f dy 0    

2 2 2 2 2

xx xy yy x yd g g dx 2g dxdy g dy g d x g d y 0       

Θεσξνύκε ηώξα ηα παξαπάλσ ζέλα εζσηεξηθό αθξόηαην, νπόηε ζα ηζρύνπλ νη εμηζώζεηο Lagrange. 

Πνιιαπιαζηάδνπκε ηηο εμηζώζεηο ησλ δηαθνξηθώλ ηεο g  κε ηνλ πνιιαπιαζηαζηή Lagrange λ  θαη 

αθαηξνύκε από ηα αληίζηνηρα δηαθνξηθά ηεο f :  

x x y ydf (f λg )dx (f λg )dy     

2 2 2

xx xx xy xy yy yy

2 2

x x y y

d f (f λg )dx 2(f λg )dxdy (f λg )dy

(f λg )d x (f λg )d y

     

   
 

Λόγσ ησλ εμηζώζεσλ Lagrange νη δύν όξνη ηνπ πξώηνπ δηαθνξηθνύ θαη νη δύν ηειεπηαίνη ηνπ 

δεύηεξνπ κεδελίδνληαη, θαη βξίζθνπκε: 

 df 0   

 

2 2 2

xx xx xy xy yy yy

2 2

xx xy yy

d f (f λg )dx 2(f λg )dxdy (f λg )dy

L dx 2L dxdy L dy

     

  
  

Δθόζνλ ην πξώην πεξηνξηζκέλν δηαθνξηθό είλαη κεδεληθό, ην πξόζεκν ηεο κεηαβνιήο ζα δίλεηαη από 

ην πξόζεκν ηνπ δεύηεξνπ πεξηνξηζκέλνπ δηαθνξηθνύ παξαπάλσ, πνπ είλαη κηα πεξηνξηζκέλε 

ηεηξαγωληθή κνξθή δηόηη ηα {dx,dy}  ηθαλνπνηνύλ ηελ εμίζσζε ηνπ πεξηνξηζκνύ: 
2 2 2

xx xy yy x y{d f L dx 2L dxdy L dy dg g dx g dy 0}       

΢πκπεξαίλνπκε όηη ην πξόζεκό ηεο ραξαθηεξίδεηαη από ηνλ αληίζηνηρν πιαηζησκέλν Δζζηαλό πίλαθα 

ηεο ζπλάξηεζεο Lagrange, όπσο δηαηππώζεθε πξνεγνπκέλσο.  

  


