
1 

III.7 ΑΚΡΟΣΑΣΑ ΢Ε ΠΕΡΙΟΥΗ 

΢ΤΝΘΗΚΕ΢ 

1.Οιηθά θαη ηνπηθά αθξόηαηα. 2.Δζσηεξηθά θαη ζπλνξηαθά αθξόηαηα 3.Υσξηδόκελεο κεηαβιεηέο 4.΢πλζήθεο 

γηα αθξόηαηα 5.Οιηθά αθξόηαηα θπξηώλ/θνίισλ ζπλαξηήζεσλ 6.Πεξηζζόηεξεο κεηαβιεηέο.  

ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ 

7.Γεύηεξν δηαθνξηθό.   

 

΢ΤΝΘΗΚΔ΢ 

1. Οιηθά θαη ηοπηθά αθρόηαηα  
Θεσξνύκε ηηο ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο f(x,y)  ζηα ζεκεία κηαο επίπεδεο πεξηνρήο D . ΢εκεία ζηα 

νπνία ε ζπλάξηεζε  έρεη κέγηζηε ή ειάρηζηε ηηκή θαινύληαη αθρόηαηα ηες ζσλάρηεζες, θαη ε 

ηηκή ηεο αθρόηαηε ηηκή,  μέγιζηη ή ελάτιζηη αληίζηνηρα. Θα θαιείηαη γλήζηο αθρόηαηο, κέγηζην ή 

ειάρηζην, αλ είλαη κνλαδηθό. Σν πξόβιεκα εύξεζεο ησλ αθξόηαησλ ζα δηαηππώλεηαη ζηε κνξθή: 

x,y
max{f(x,y) D} ,  

x,y
min{f(x,y) D}  

γηα κέγηζην θαη ειάρηζην αληίζηνηρα. Όζνλ αθνξά ηελ ιύζε ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ ίδην 

ζπκβνιηζκό θαη γηα κέγηζην θαη γηα ειάρηζην: 

(x ,y )   f f(x ,y )    

Δμάιινπ, ζηηο εθαξκνγέο καο ελδηαθέξεη ζπλήζσο κόλν ην έλα από ηα δύν. ΢ε θάζε πεξίπησζε, ε 

καζεκαηηθή αληηκεηώπηζε ησλ δύν πξνβιεκάησλ είλαη ηζνδύλακε δηόηη ην κέγηζην κηαο 

ζπλάξηεζεο ζπκπίπηεη κε ην ειάρηζην ηεο αξλεηηθήο ηεο, θαη αληηζηξόθσο. Η ζπλάξηεζε f(x,y)  

απνηειεί ην θρηηήρηο βειηηζηοποίεζες θαη θαιείηαη αληηθεηκεληθή ζσλάρηεζε.  

Παράδεηγκα 

1. Η 2 2 2 2f 1 x y 1 (x y )       ζε νιόθιεξν ην επίπεδν, έρεη γλήζην νιηθό κέγηζην ζην ζεκείν 

(0,0)  κε κέγηζηε ηηκή 1 , δηόηη ζε θάζε άιιν ζεκείν αθαηξνύκε έλα γλήζηα ζεηηθό κέγεζνο. Γελ 

είλαη θάησ θξαγκέλε θαη επνκέλσο δελ έρεη νιηθό ειάρηζην ζε ζεκείν ηνπ επηπέδνπ. Σν ειάρηζηό 

ηεο είλαη   θαη βξίζθεηαη ζην άπεηξν, σο όξην. 

2. Η 2 2 2f 1 x 2xy y 1 (x y)        ζε νιόθιεξν ην επίπεδν, έρεη ειάρηζηε ηηκή 1  ζε όια ηα 

ζεκεία ηεο επζείαο: y x . Σν ειάρηζην δελ είλαη γλήζην. Γελ είλαη πάλσ θξαγκέλε θαη έηζη δελ έρεη 

νιηθό κέγηζην ζε ζεκείν ηνπ επηπέδνπ. Σν κέγηζηό ηεο είλαη   θαη βξίζθεηαη ζην άπεηξν, σο όξην. 

 
Σα παξαπάλσ θαινύληαη οιηθά αθρόηαηα δηόηη ζπγθξίλνπκε κεηαμύ ηνπο ηηο ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο 

ζε κηα νιόθιεξε πεξηνρή D  ε νπνία θαη θαιείηαη περηοτή βειηηζηοποίεζες. ΢ηα παξαπάλσ 

παξαδείγκαηα ήηαλ νιόθιεξν ην επίπεδν 2R  . Αλ ε ζύγθξηζε γίλεηαη κόλν κεηαμύ γεηηοληθώλ 

ζεκείωλ ζηελ πεξηνρή, δειαδή αθνξά ην πξόζεκν ηνπ Δf  γηα κηθξέο  κεηαβνιέο {Δx,Δy}  από ην 

ζεκείν, ηόηε ην αθξόηαην, κέγηζην ή ειάρηζην, θαιείηαη ηοπηθό αθρόηαηο.  

2. Εζωηερηθά θαη ζσλορηαθά αθρόηαηα 
Γεληθά, ζε κηα πεξηνρή πνπ παξηζηάλεηαη κε θάπνηα αληζόηεηα: g(x,y) 0 , δηαθξίλνπκε ην 

εζωηερηθό ηεο πνπ παξηζηάλεηαη κε ηε γλήζηα αληζόηεηα: g(x,y) 0 , θαη ην ζύλορο πνπ 

παξηζηάλεηαη κε ηελ ηζόηεηα: g(x,y) 0 . Αλάινγα νξίδεηαη ην εζσηεξηθό θαη ην ζύλνξν αλ ε 

αληζόηεηα είλαη ηεο κνξθήο: g(x,y) 0 . Μηα πεξηνρή κπνξεί λα νξίδεηαη θαη από έλα ζύλνιν 

αληζνηήησλ, σο ε ηνκή ησλ αληίζηνηρσλ πεξηνρώλ.   

Παράδεηγκα   

1. Οιόθιεξν ην επίπεδν: 2R , είλαη κόλν εζσηεξηθό ρσξίο ζύλνξν. 

2. Η ζεηηθή πεξηνρή: 2R {x 0,y 0}

   , έρεη γηα εζσηεξηθό ηε γλήζηα ζεηηθή πεξηνρή: 

2R {x 0,y 0}

   , θαη γηα ζύλνξν ηνπο ζεηηθνύο εκηάμνλεο: {x 0, y 0}  , 

{y 0, x 0}  . 
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3. Η πεξηνρή: 2 2{x y 1,x 0,y 0}    , έρεη σο εζσηεξηθό ηα γλήζηα ζεηηθά ζεκεία 

πνπ βξίζθνληαη γλήζηα εληόο ηνπ κνλαδηαίνπ θύθινπ: 2 2{x y 1, x 0, y 0}    . Σν 

ζύλνξν απνηειείηαη από ηξία ηκήκαηα, ην ηκήκα ηεο πεξηθέξεηαο ζηε ζεηηθή πεξηνρή 

θαη ηηο αθηίλεο ζηνπο δύν άμνλεο:  

 2 2{x y 1, x 0, y 0}     {x 0, 0 y 1}     {y 0, 0 x 1}   .                                                        

 
Έλα αθξόηαην, νιηθό ή ηνπηθό, ζα θαιείηαη εζωηερηθό αθρόηαηο αλ βξίζθεηαη ζην εζσηεξηθό ηεο 

πεξηνρήο βειηηζηνπνίεζεο θαη ζσλορηαθό αθρόηαηο αλ βξίζθεηαη ζην ζύλνξν. Θα αζρνιεζνύκε 

θπξίσο κε εζσηεξηθά αθξόηαηα. Παξαηεξνύκε θαηαξρήλ όηη έλα  αθξόηαην ζα είλαη αθξόηαην θαη 

σο πξνο κεηαβνιέο κόλν ηεο κηαο κεηαβιεηήο θξαηώληαο ηελ άιιε ζηαζεξή. Από ηε ζεσξία 

αθξόηαησλ γηα ζπλαξηήζεηο κηαο κεηαβιεηήο πξνθύπηεη όηη έλα εζωηερηθό αθρόηαηο ζα λαη 

οπωζδήποηε ζηάζηκο, δειαδή ζα  ηθαλνπνηεί ηηο εμηζώζεηο:   

 
x y{f 0,f 0}   ή δηαλπζκαηηθά f 0   

΢πκπεξαίλνπκε όηη ην αθξόηαην ζα αλήθεη ζε κηα από ηηο παξαθάησ θαηεγνξίεο: 

 Σηάζηκο ζηο εζωηερηθό ηες  περηοτής, αν σπάρτοσν.   

 Σσλορηαθό, αν έτοσμε ζύνορο.    

 Σηο άπεηρο, αν η περιοτή βεληιζηοποίηζης δεν είναι θραγμένη.  

Οη γρακκηθές ζσλαρηήζεης δελ έρνπλ ζηάζηκα ζεκεία νπόηε ηα αθξόηαηα βξίζθνληαη ζην ζύλνξν 

ή ζην άπεηξν,  εθηόο βέβαηα αλ είλαη ζηαζεξέο.  

Παράδεηγκα. Θα βξνύκε ηo κέγηζην ηεο ζπλάξηεζεο 2f(x,y) x xy x y / 2     ζηελ ηεηξαγσληθή 

πεξηνρή: {0 x 2, 0 y 2}    . 

Λύζε. Η πεξηνρή είλαη θξαγκέλε, νπόηε ην κέγηζην ζα βξίζθεηαη ζε ζεκεία ηεο πεξηνρήο, ζηάζηκα 

ή ζπλνξηαθά. Θα ηα εληνπίζνπκε θαη ζα ζπγθξίλνπκε ηηο ηηκέο ηνπο. 

 ΢ηάζηκα ζην εζωηερηθό ηεο πεξηνρήο. Βξίζθνπκε έλα ζηάζηκν αιιά δελ αλήθεη ζην εζσηεξηθό. 

 A :
x y{f 2x y 1 0, f x 1/ 2 0} (1/ 2,2)           

Σν ζύλνξν απνηειείηαη από ηέζζεξα επζύγξακκα ηκήκαηα 

 {x 0,0 y 2} f y / 2     ,        κέγηζην ζην 
1B :  (0,2)  κε f 1  

 {x 2,0 y 2} f 6 3y / 2      , κέγηζην ζην 
2B : (2,0)  κε f 6  

 2{0 x 2,y 0} f x x      ,      κέγηζην ζην 
3B : (2,0)  κε f 6  

 2{0 x 2,y 2} f x x 1       , κέγηζην ζην  
4B : (2,2)  κε f 3  

 Δδώ αλήθεη θαη ην παξαπάλσ ζηάζηκν Α : (1/ 2,2) , πνπ ηειηθά είλαη ειάρηζην ζαπηό ην ηκήκα. 

΢πγθξίλνληαο ηηο παξαπάλσ ηηκέο ζπκπεξαίλνπκε όηη ην κέγηζην βξίζθεηαη ζηελ θνξπθή  

2 3B B : (x ,y ) (2,0)     κε f 6  .                                                                                                

3. Υωρηδόκελες κεηαβιεηές 
Σν πξόβιεκα αθξόηαησλ ηηκώλ κε δύν κεηαβιεηέο αλάγεηαη ζε δύν απιά πξνβιήκαηα αθξόηαησλ 

ηηκώλ κε κηα κεηαβιεηή ην θαζέλα, ζηελ παξαθάησ εηδηθή πεξίπησζε: 

Θεωρούμε μια ζσνάρηηζη τωρηδόκελωλ κεηαβιεηώλ  κε ορζογώληο πεδίο ορηζκο: 

 f(x,y) g(x) h(y)  ,   D: {α x β, γ y δ}     

Ένα ζημείο (x ,y )   είναι ολικό ακρόηαηοοι ζσνηεηαγμένες ηοσ είναι ολικά ακρόηαηα ηοσ ίδηοσ 

ηύποσ {max ή min} ηων ανηίζηοιτων ζσναρηήζεων μιας μεηαβληηής ζηα ανηίζηοιτα διαζηήμαηa: 

 
max/ min{g(x) α x β}

max/ min{f(x,y) g(x) h(y) α x β,γ y δ}
max/ min{h(y) γ y δ}

 
       

 
  

Το ορθογώνιο πεδίο οριζμού μπορεί να είναι και μη θραγμένο.  

Παράδεηγκα. 
2

2 2 2 2

2

max{g(x) 1 x } x 0
max{f 1 x y (1 x ) ( y )}

max{h(y) y } y 0





    
        

   
 

Σν νιηθό κέγηζην βξίζθεηαη ζην (0,0)  κε f(0,0) 1                                                                             

A  4B  1B  

2 3B ,B

 



3 

Παράδεηγκα. 
max{1 x x 0} x 0

max{f 1 x y (1 x) ( y) x 0, y 0}
max{ y y 0} y 0





    
          

   

  

Σν νιηθό κέγηζην βξίζθεηαη ζην (0,0)  κε f(0,0) 1  

Παράδεηγκα. 2 2max{f x 2x y }    ζην επίπεδν 

Δίλαη ρσξηδόκελσλ κεηαβιεηώλ: 

 
2

2 2

2

max{x 2x} x
max{f (x 2x) ( y )}

max{ y } y 0





    
     

  
 

Σν κέγηζην βξίζθεηαη ζην άπεηξν θαη έρεη άπεηξε ηηκή, σο όξην 

Παραηήρεζε. Tν ζηάζηκό 
x y{f 0,f 0} (x 1,y 0)      δελ είλαη αθξόηαην, x 1  είλαη ειάρηζην 

γηα ηελ 2g(x) x 2x  , ελώ y 0  είλαη κέγηζην γηα ηελ 2h(y) y  . Σν ιέκε ζαγκαηηθό ζεκείν. 

 

Παράδεηγκα. max{f(x,y) p(2 x y ) vx wy x 0,y 0}      κε {p 0, v 0, w 0}     

Δίλαη ρσξηδνκέλσλ κεηαβιεηώλ ζε νξζνγώληα πεξηνρή. Οη επηκέξνπο ζπλαξηήζεηο είλαη θνίιεο ζε 

δηάζηεκα, κε ιύζε ζηάζηκε: 
2

2

p p
max{g(x) p2 x vx x 0} g (x) v 0 x

vx

         ,  

2

2

p p
max{h(y) p y wy y 0} h (y) w 0 y

4w2 y

         ,  

Η κέγηζηε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο είλαη: 

 
2 2

2

2

p p p p 1 1
f f(x ,y ) p(2 ) v w p

v 2w 4w v 4wv

    
       

 
  

Ωο ζπλάξηεζε ησλ παξακέηξσλ, ε κέγηζηε ηηκή είλαη: p  αύμνπζα θπξηή, {v,w} θζίλνπζα θπξηή.  

Παραηήρεζε. Η ίδηα κέζνδνο κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ζπλαξηήζεηο ρσξηδνκέλσλ 

κεηαβιεηώλ ζηε κνξθή γηλνκέλνπ:  

 f(x,y) g(x)h(y)  κε g(x) 0, h(x) 0    

Δμάιινπ αληί ηεο παξαπάλσ κπνξνύκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ δηαηαθηηθά ηζοδύλακε 

ζπλάξηεζε πνπ πξνθύπηεη παίξλνληαο ηνλ αύμνληα κεηαζρεκαηηζκό: 

 lnf(x,y) lng(x,y) lnh(x,y)   

   

4. ΢σλζήθες γηα αθρόηαηα  
΢ηε γεληθή πεξίπησζε, ν ραξαθηεξηζκόο ησλ ζηάζηκσλ ζεκείσλ σο αθξόηαησλ απαηηεί ηελ ρξήζε 

ησλ δεύηεξσλ κεξηθώλ παξαγώγσλ. Παξαηεξνύκε θαηαξρήλ όηη έλα αθξόηαην ζα είλαη αθξόηαην 

ηνπ ίδηνπ ηύπνπ ως προς κάθε μεηαβληηή τωριζηά. ΢πκπεξαίλνπκε όηη: 

Ένα εζωηερηθό αθρόηαηο ηης ζσνάρηηζης f(x,y)  θα είναι καηαρτήν ζηάζιμο, δηλαδή θα  

ικανοποιεί:   

 
x y{f 0,f 0}   

Επιπλέον οι απλές δεύηερες παράγωγοι θα ικανοποιούν: 

1. 
xx yyf 0, f 0  , αν είναι μέγιζηο,      2. xx yyf 0, f 0   αν είναι ελάτιζηο. 

Οη παξαπάλσ απιέο ζπλζήθεο 2εο ηάμεσο είλαη ειιηπείο δηόηη αθνξνύλ κεηαβνιέο κόλν ηεο κηαο 

κεηαβιεηήο θάζε θνξά, δειαδή γηα κεηαηνπίζεηο ζηηο θαηεπζύλζεηο ησλ δύν αμόλσλ. Γηα λα 

ραξαθηεξίζνπκε ηα εζσηεξηθά ζηάζηκα σο αθξόηαηα πξέπεη λα πάξνπκε ππόςε θαη κεηαβνιέο 

ακθόηεξσλ ησλ κεηαβιεηώλ, δειαδή κεηαηνπίζεηο πξνο όιεο ηηο θαηεπζύλζεηο ζην πεδίν νξηζκνύ.   

Παραηήρεζε. Αλ ζην ζηάζηκν νη δπν δεύηεξεο παξάγσγνη έρνπλ γλήζηα αληίζεηο πρόζεκο: 

  
xx yyf f 0  

ηόηε ην ζεκείν ζίγνπξα δελ είλαη αθξόηαην δηόηη είλαη κέγηζην ζηε κηα θαηεύζπλζε, ειάρηζην ζηελ 

άιιε. Σν ιέκε ζαγκαηηθό ή ζειοεηδές (saddle point).                                       
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 Αλαγθαίες θαη ηθαλές ζσλζήθες γηα εζωηερηθά αθρόηαηα  

Ένα εζωηερικό ακρόηαηο, ηοπικό ή ολικό ηης ζσνάρηηζης f(x,y)  είναι καηαρτήν ζηάζιμο: 

 
f x yf J 0 {f 0, f 0}       

Επιπλέον θα ικανοποιεί ηις παρακάηω ζσνθήκες ζηο ζηάζιμο ζημείο: 

1. Αλ είλαη ειάτηζηο  ηόηε ο εζζιανός πίνακας είναι ζεηηθά εκηορηζκέλος: 

  2

f xx yy xx yy xyf H 0 : {f 0, f 0, Δ f f f 0}          

Ανηίζηροθα, είναι γλήζηο ηοπηθό ειάτηζηο αν ο εζζιανός πίνακας είναι ζεηηθά ορηζκέλος: 

  2

f xx yy xx yy xyf H 0 : {f 0, f 0, Δ f f f 0}          

2. Αλ είλαη κέγηζηο ηόηε ο εζζιανός πίνακας είναι αρλεηηθά εκηορηζκέλος: 

  2

f xx yy xx yy xyf H 0 : {f 0, f 0, Δ f f f 0}          

Ανηίζηροθα, είναι γλήζηο ηοπηθό κέγηζηο αν ο εζζιανός πίνακας είναι αρλεηηθά ορηζκέλος: 

  2

f xx yy xx yy xyf H 0 : {f 0, f 0, Δ f f f 0}          

3. Δελ είλαη αθρόηαηο αν ο εζζιανός πίνακας είναι αόρηζηος: 

 2

f xx yy xyf H 0 : Δ f f f 0        

΢ηελ ηειεπηαία πεξίπησζε ε ζπλάξηεζε παξνπζηάδεη γλήζην ηνπηθό ειάρηζην πξνο θάπνηεο 

θαηεπζύλζεηο θαη γλήζην ηνπηθό κέγηζην πξνο θάπνηεο άιιεο. Δηδηθά δελ είλαη αθξόηαην. ΢ηάζηκα 

ζεκεία απηήο ηεο θαηεγνξίαο ηα νλνκάζακε ζαγκαηηθά ή ζειοεηδή, δηόηη ζηε γεηηνληά ηνπο ε 

επηθάλεηα έρεη ηελ κνξθή ζέιιαο όπσο θαη ζηηο αόξηζηεο ηεηξαγσληθέο κνξθέο πνπ ζπλαληήζακε 

ζε πξνεγνύκελν θεθάιαην.     

Παράδεηγκα. 
x2 2

y

f 4x 4 0
f 2x y 4x 2y 1 (x 1,y 1)

f 2y 2 0

   
        

   
 

                               
xx yy xy f{f 4 0,f 2 0} {f 0 Δ 8 0} f H 0            

Ο εζζηαλόο πίλαθαο είλαη ζηαζεξόο ζεηηθά νξηζκέλνο επνκέλσο ην ζηάζηκν είλαη γλήζην ηνπηθό 

ειάρηζην κε  ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο: f 2   . Θα δηαπηζηώζνπκε παξαθάησ ζηα πιαίζηα ηεο ζεσξίαο 

Κπξηνύ Πξνγξακκαηηζκνύ όηη ην παξαπάλσ ζηάζηκν είλαη ζηελ πξαγκαηηθόηεηα γλήζην νιηθό 

ειάρηζην ζε νιόθιεξν ην επίπεδν. Δμάιινπ ζπκπιεξώλνληαο ηα ηεηξάγσλα βξίζθνπκε: 
2 2 2 2f 2x y 4x 2y 1 2 2(x 1) (y 1)            

΢πκπεξαίλνπκε όηη είλαη νιηθό ειάρηζην δηόηη παληνύ αιινύ πξνζζέηνπκε έλα γλήζην ζεηηθό 

κέγεζνο. Όζνλ αθνξά ην κέγηζην, άιιν ζηάζηκν δελ ππάξρεη, νπόηε ην κέγηζην ζα βξίζθεηαη ζην 

άπεηξν. Η ζπλάξηεζε δελ είλαη πάλσ θξαγκέλε.  

΢εκ. Σν παξαπάλσ κπνξεί λα αληηκεησπηζηεί θαη σο πξόβιεκα ρσξηδνκέλσλ κεηαβιεηώλ. 

 

Παράδεηγκα. 
x

y

f py v 0 y v / p
f(x,y) pxy vx wy

f px w 0 x w / p

     
     

    
 

 
xx xy 2

xx yy

yx yy

f 0, f p
f 0, f 0, Δ p 0

f p, f 0

  
     

  

 

Σν ζηάζηκν ζεκείν δελ είλαη αθξόηαην. Δίλαη ζαγκαηηθό. Γελ έρνπκε ζύλνξν, νπόηε ηα αθξόηαηα 

βξίζθνληαη ζην άπεηξν, θαη ην κέγηζην θαη ην ειάρηζην. 
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Παράδεηγκα. 
1/2 1/4 1/2 1/4

x1/2 1/4

1/2 3/4 1/2 3/4
y

f x y / 2 1 0 x y 2
max{f x y x y x 0,y 0}

f x y / 4 1 0 x y 4

 

 

   
       

    

 

Λύζε. Γηα λα ιύζνπκε ην ζύζηεκα απαιείθνπκε ην x  πνιιαπιαζηάδνληαο θαηά κέξε. Με ηνλ ίδην 

ηξόπν απαιείθνπκε ην y  αθνύ πξώηα πςώζνπκε ηελ 1
ε 

εμίζσζε ζηελ 3ε  δύλακε. Βξίζθνπκε: 

 
1/2 1/4 1/2 3/4 2/4 3 51/2 1/4

1/2 3/4 3/2 3/4 1/2 3/4 3 2/2 5 6

(x y )(x y ) 2 4 y 2 x 2x y 2

x y 4 (x y )(x y ) 2 4 x 2 y 2

   

    

         
     

         
 

 Δλαιιαθηηθά κπνξνύκε λα πάξνπκε ινγαξηζκνπο θαη λα ην ιύζνπκε σο γξακκηθό ζύζηεκα: 
55

6 6

lnx / 2 lny / 4 ln2 2lnx lny 4ln2 x 2lnx 5ln2 ln2

lnx / 2 3lny / 4 ln4 2lnx 3lny 8ln2 lny 6ln2 ln2 y 2



 

           
    

         
 

Βξήθακε έλα ζηάζηκν ζεκείν. ΢ηε ζπλέρεηα ππνινγίδνπκε ηηο δεύηεξεο παξαγώγνπο: 

 

3 / 2 1/ 4 1/ 2 3 / 4

xx xy

1/ 2 3 / 4 1/ 2 7 / 4

yx yy

f ( 1/ 4)x y , f (1/ 8)x y

f (1/ 8)x y , f ( 3 /16)x y   

  

  

   


   

 

΢ην ζπγθεθξηκέλν ζεκείν βξίζθνπκε ηνλ εζζηαλό πίλαθα: 

 
15/2 6/4 5/2 18/4 8 4

f 5/2 18/4 5/2 42/4 4 4

2 2 / 4 2 2 / 8 2 2
H

2 2 / 8 3 2 2 / 16 2 3 2





    
    

      
 

Έρνπκε: 

 8 4 12 8

xx yyf 2 0, f 3 2 0, Δ 6 2 2 0            

Ο εζζηαλόο πίλαθαο είλαη αξλεηηθά νξηζκέλνο θαη επνκέλσο ην ζηάζηκν είλαη γλήζηο ηοπηθό 

κέγηζηο. (Δμάιινπ ε ζπλάξηεζή καο είλαη ηύπνπ C-D κε α β 1  , νπόηε ε 2
ε
 παξάγσγνο είλαη 

πανηού αξλεηηθά νξηζκέλε δηόηη νη γξακκηθνί όξνη δελ ηελ επεξεάδνπλ.). Σν νιηθό κέγηζην ζα είλαη 

είηε ην παξαπάλσ, είηε ζην ζύλνξν, είηε ζην άπεηξν.  Αιιά, ζην ζύλνξν βξίζθνπκε αξλεηηθέο 

ηηκέο:    

{x 0 f y 0}     ,  {y 0 f x 0}      

ελώ ζην ζηάζηκν έρνπκε γλήζηα ζεηηθή ηηκή:   
5/2 6/4 5 6 4 5 6 6f 2 2 2 2 2 2 2 2               

Θα δηαπηζηώζνπκε παξαθάησ ζηα πιαίζηα ηεο ζεσξίαο Κπξηνύ Πξνγξακκαηηζκνύ όηη ην 

παξαπάλσ ζηάζηκν είλαη πξάγκαηη γλήζηο οιηθό κέγηζηο. 

5. Οιηθά αθρόηαηα θσρηώλ/θοίιωλ ζσλαρηήζεωλ 
Σν παξαθάησ απνδεηθλύεηαη ζηα πιαίζηα ηεο γεληθήο ζεσξίαο Κσρηού Προγρακκαηηζκού (CP): 

Θεωρούμε μια ζσνάρηηζη με πεδίο οριζμού θσρηή περηοτή. Ένα ζηάζιμο ζημείο ηης είναι: 

 οιηθό κέγηζηο αν η ζσνάρηηζη είναι κοίλη  

 οιηθό ειάτηζηο αν η ζσνάρηηζη είναι κσρηή 

Παράδεηγκα.  1/ 2 1/ 4f x y x y    

Η ζπλάξηεζε είλαη θνίιε ζηε ζεηηθή πεξηνρή σο ζπλάξηεζε ηύπνπ C-D κε α β 1  , δηόηη νη 

γξακκηθνί όξνη δελ ηελ επεξεάδνπλ. Δπνκέλσο ην κνλαδηθό ζηάζηκν πνπ βξήθακε πξνεγνπκέλσο 

είλαη γλήζην νιηθό κέγηζην: 

  5 6{x 2 , y 2 }    
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Παράδεηγκα.  2 2f αx 2βxy γy δx εy δ       

x

y

f 2αx 2βy δ 0 αx βy δ / 2

f 2βx 2γy ε 0 βx γy ε / 2

        
 

       
 κε 2α β

Δ αγ β
β γ

   ,  
2α 2β α β

f 2
2β 2γ β γ

   
     

   
 

1. Αλ 2Δ αγ β 0    ηόηε ην γξακκηθό ζύζηεκα έρεη κηα θαη κνλαδηθή ιύζε, νπόηε ην ζηάζηκν ζα 

είλαη έλα θαη κνλαδηθό. Ο ραξαθηεξηζκόο ηνπ θαζνξίδεηαη από ηνπο ζπληειεζηέο ησλ 

ηεηξαγσληθώλ όξσλ, όπσο αθξηβώο ηα πξόζεκα γηα ηελ αληίζηνηρε νξηζκέλε ηεηξαγσληθή κνξθή: 
2 2Q αx 2βxy γy    

Δμάιινπ όπσο αλαθέξακε θαη πξνεγνπκέλσο ν ραξαθηεξηζκόο δελ επεξεάδεηαη από ηνπο 

πξνζζεηηθνύο γξακκηθνύο όξνπο. Έηζη ην ζηάζηκν είλαη γλήζην νιηθό ειάρηζην αλ είλαη ζεηηθά 

νξηζκέλε, γλήζην νιηθό κέγηζην αλ είλαη αξλεηηθά νξηζκέλε, ζαγκαηηθό αλ είλαη αόξηζηε. 

2. Αλ 2Δ αγ β 0   , ηόηε ην ζύζηεκα δελ έρεη ιύζε, επνκέλσο δελ έρεη ζηάζηκα θαη ηα αθξόηαηα 

βξίζθνληαη ζην άπεηξν, εθηόο αλ: 

α β δ

β γ ε
   

Σόηε ζα έρεη πνιιά ζηάζηκα, κηα νιόθιεξε επζεία, θαη ν ραξαθηεξηζκόο ηνπο εμαξηάηαη από ηνπο 

ζπληειεζηέο ησλ ηεηξαγσληθώλ όξσλ, όπσο αθξηβώο γηα ηελ αληίζηνηρε εκηνξηζκέλε, όρη νξηζκέλε, 

ηεηξαγσληθή κνξθή.  

6. Περηζζόηερες κεηαβιεηές.  
Όια ηα παξαπάλσ γεληθεύνληαη άκεζα ζε πεξηζζόηεξεο κεηαβιεηέο θαη πεξηνξηζκνύο. Π.ρ. γηα ην 

πξόβιεκα τωρηδόκελωλ κεηαβιεηώλ ζε 3 κεηαβιεηές, έρνπκε ηελ ηζνδπλακία: 

 

max{g(x) α x β}

max{f(x,y,z) g(x) h(y) e(z) α x β,γ y δ, ε z ε} max{h(y) γ y δ} {x ,y ,z }, f

max{e(z) ε z ε}

   

  


            


 

θαη αληίζηνηρα γηα ην πξόβιεκα ειαρίζηνπ (min). Γεληθόηεξα, κηα ζπλάξηεζε ηξηώλ κεηαβιεηώλ 

f(x,y,z)  έρεη 3 παξαγώγνπο 1εο ηάμεο: 

f x y zDf J f (f , f , f )    

θαη 23 9  παξαγώγνπο 2εο ηάμεο, πνπ ζρεκαηίδνπλ ηνλ εζζηαλό πίλαθα δεύηεξσλ παξαγώγσλ 

xx xy xz

2

f yx yy yz

zx zy zz

f f f

D f f H f f f

f f f

 
 

    
 
 

, όπνπ: 
xy yx xz zx yz zyf f , f f , f f    

Σα εζσηεξηθά αθξόηαηα, κέγηζηα ή ειάρηζηα, ζα είλαη ζηάζηκα: 

 max/min{f(x,y,z) D}   
x y z{f 0, f 0, f 0}     ή ζε δηαλπζκαηηθή κνξθή: f 0   

Σα ζηάζηκα ραξαθηεξίδνληαη σο αθξόηαηα από ην πξόζεκν ηνπ παξαπάλσ εζζηαλνύ πίλαθα, 

ζύκθσλα κε ηελ γεληθή ζεωρία ταραθηερηζκού ζσκκεηρηθώλ πηλάθωλ πνπ παξνπζηάδεηαη ζε 

εηδηθό θεθάιαην ηεο Γξακκηθήο Άιγεβξαο. 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ 

7. Δεύηερο δηαθορηθό 
Ο ραξαθηεξηζκόο ησλ ζηάζηκσλ πνπ δώζακε παξαπάλσ κπνξεί λα εξκελεπηεί ρξεζηκνπνηώληαο 

ηελ ζεσξία ηνπ 2νπ δηαθνξηθνύ. Θεσξνύκε κηα ζπλάξηεζε δύν κεηαβιεηώλ: 

f(x,y)   

Αλ ηα {x,y}  κεηαβιεζνύλ θαηά {Δx, Δy}  ηόηε ε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο ζα κεηαβιεζεί θαηά: 

 Δf f(x Δx,y Δy) f(x,y)      

΢ε αληηζηνηρία κε ηελ γξακκηθή πξνζέγγηζε, κηα πξώηε εθηίκεζε ηεο κεηαβνιήο ζηελ ηηκή ηεο 

ζπλάξηεζεο δίλεηαη από ην πρώηο δηαθορηθό: 

 
x yΔf df f dx f dy   , όπνπ: {Δx dx, Δy dy}    

΢ε αληηζηνηρία κε ηελ παξαβνιηθή πξνζέγγηζε, κηα θαιιίηεξε εθηίκεζε ηεο κεηαβνιήο ζηελ ηηκή 

ηεο ζπλάξηεζεο βξίζθεηαη αλ ζην πξώην δηαθνξηθό πξνζζέζνπκε θαη ην κηζό ηνπ δεύηεροσ 

δηαθορηθού: 

  2 2 2

x y xx xy yy

1 1
Δf df d f [f dx f dy] [f dx 2f dxdy f dy ]

2 2
        

Δηδηθά ζηα ζηάζηκα ζεκεία όπνπ έρνπκε f 0 df 0    , καο κέλεη κόλν ε εθηίκεζε κε ην δεύηεξν 

δηαθνξηθό: 

  2 2 2

xx xy yy

1 1
Δf d f [f dx 2f dxdy f dy ]

2 2
     

Σν παξαπάλσ καο δίλεη θαη ηνλ ραξαθηεξηζκό ησλ ζηάζηκσλ σο ηνπηθώλ αθξόηαησλ κε βάζε ην 

πξόζεκν ηνπ 2νπ δηαθνξηθνύ γηα κηθξέο κεηαβνιέο, πνπ είλαη αθξηβώο κηα ηεηξαγσληθή κνξθή ησλ 

{dx,dy}  κε πίλαθα ζπληειεζηώλ ηνλ εζζηαλό πίλαθα δεύηεξσλ παξαγώγσλ ηεο ζπλάξηεζεο: 
2 2 2

xx xy yyd f f dx 2f dxdy f dy    

Π.ρ. γηα ηνπηθό κέγηζην ζα έρνπκε  

1. Αλαγθαία ζπλζήθε: 2 2

xx yy xx yy xyΔf 0 d f 0 {f 0, f 0, Δ f f f 0}         ,  

2. Ιθαλή ζπλζήθε: 2 2

xx yy xx yy xy{f 0, f 0, Δ f f f 0} d f 0 Δf 0          

Αληίζηνηρα γηα ειάρηζην.  

    

 


