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II.4  ΙΟΣΑΘΜΙΚΔ-ΙΑΚΩΒΙΑΝΔ (Β) 

ΙΟΣΑΘΜΙΚΔ  

1.Δμίζσζε ππνθαηάζηαζεο-Ρπζκόο ππνθαηάζηαζεο 2.Ηζνζηαζκηθέο 3.Κιίζε ηζνζηαζκηθώλ 4.Γηαλπζκαηηθή 

παξάγσγνο 5.Ηδηόηεηεο ησλ ηζνζηαζκηθώλ 6.Δμαξηεκέλεο ζπλαξηήζεηο  

ΙΑΚΩΒΙΑΝΔ  

7.Πεξηζζόηεξεο κεηαβιεηέο 8.Δπηκέξνπο ξπζκνί ππνθαηάζηαζεο 9.Ηαθσβηαλέο  νξίδνπζεο 

ΓΙΑΦΟΡΙΚΑ 

10.Γηαθνξηθά 

ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ  

11. Καλνληθά ζεκεία 12.Οξίδνπζεο 13.Καλόλαο Cramer 

ΗΟΣΑΘΜΗΚΔ 

1. Δμίζωζε ππνθαηάζηαζεο-Ρπζκόο ππνθαηάζηαζεο  

Θεσξνύκε κηα ζπλάξηεζε δύν κεηαβιεηώλ: 

z f(x,y)   

Πξνεγνπκέλσο εμεηάζακε ηελ ζρέζε ηεο εμαξηεκέλεο σο πξνο θάζε κηα αλεμάξηεηε κεηαβιεηή, 

θξαηώληαο ηελ άιιε ζηαζεξή. Σώξα ζεσξνύκε ζηαζεξή ηελ εμαξηεκέλε: z c   νπόηε βξίζθνπκε κηα 

ζρέζε κεηαμύ ησλ {x,y} , ζηε κνξθή εμίζσζεο: 

f(x,y) c  

Καιείηαη θαη εμίζωζε ππνθαηάζηαζεο. Ζ εμίζσζε ππνθαηάζηαζεο νξίδεη πιεγκέλα δύν ζπλαξηήζεηο 

κηαο κεηαβιεηήο πνπ είλαη αληίζηξνθεο κεηαμύ ηνπο: 

ήf(x,y) c {y y(x) x x(y)}     

Καινύληαη ζπλαξηήζεηο ππνθαηάζηαζεο. Σώξα ηα  {x,y}  δελ είλαη πιένλ αλεμάξηεηα. Καζώο ην έλα 

κεηαβάιιεηαη ην άιιν επίζεο κεηαβάιιεηαη, έηζη ώζηε ην z  λα παξακέλεη ζηαζεξό.  Ο (νξηαθόο) ξπζκόο 

απηήο ηεο κεηαβνιήο θαιείηαη ξπζκόο ππνθαηάζηαζεο  θαη παξηζηάλεηαη κε ηελ πιεγκέλε 

παξάγωγν: 
dy

f(x,y) c y (x)
dx

     ή  
dx

x (y)
dy

   

Οη δύν ζπλαξηήζεηο ππνθαηάζηαζεο είλαη αληίζηξνθεο κεηαμύ ηνπο, νπόηε θαη νη ξπζκνί ππνθαηάζηαζεο  

{y (x), x (y)}   είλαη αλάζηξνθεο κεηαμύ ηνπο. Ζ παξαπάλσ πιεγκέλε παξάγσγνο ζπλδέεηαη κε ηηο κεξηθέο 

παξαγώγνπο ηεο αξρηθήο ζπλάξηεζεο: 
x y{f ,f } , σο εμήο: 

Βαζηθόο ηύπνο πιεγκέλεο παξαγώγηζεο (ξπζκνύ ππνθαηάζηαζεο)  

 f(x,y) c   ανx
y

y

fdy
f 0 

dx f
 

  
   

  

 &  αν
y

x

x

fdx
f 0   

dy f

 
   

 
 

Ζ ζεκαζία ηεο παξαπάλσ ζρέζεο είλαη όηη καο επηηξέπεη λα κειεηήζνπκε ηηο ηδηόηεηεο ππνθαηάζηαζεο 

ρξεζηκνπνηώληαο ηδηόηεηεο ηεο αξρηθήο ζπλάξηεζεο, ρσξίο λα ρξεηάδεηαη λα βξνύκε ηελ ίδηα ηελ  

ζπλάξηεζε ππνθαηάζηαζεο.  

Απόδεημε1. Θεσξνύκε ηελ ζπλάξηεζε y y(x)  πνπ νξίδεηαη πιεγκέλα από ηελ εμίζσζε: f(x,y) c , 

θαη παίξλνπκε ηελ ζύλζεζε: 

 {f(x,y), y y(x)} f(x,y(x)) c     

Ζ ζύλζεζε δίλεη εμνξηζκνύ ζηαζεξή ζπλάξηεζε, νπόηε ν ηύπνο αιπζσηήο παξαγώγηζεο καο δίλεη ην 

δεηνύκελν: 

 x

y

fdf f f dy dy
0

dx x y dx dx f
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Απόδεημε2. Θα εμεηάζνπκε πσο πξέπεη λα κεηαβάιινληαη ηα {x,y}  ώζηε λα ηθαλνπνηείηαη ε εμίζσζε: 

f(x,y) c  δειαδή λα κελ κεηαβάιιεηαη ε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο, νξηαθά.  

1. Αλ κεηαβιεζεί  κόλν ην x  θαηά Δx dx  ηόηε ε ζπλάξηεζε ζα κεηαβιεζεί νξηαθά θαηά: 
x xd f f dx  

2. Αλ κεηαβιεζεί  κόλν ην y  θαηά Δy dy  ηόηε ε ζπλάξηεζε ζα κεηαβιεζεί νξηαθά θαηά: 
y yd f f dy  

Δπνκέλσο, γηα λα κελ κεηαβιεζεί ε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο ζα πξέπεη νη νξηαθέο  κεηαβνιέο λα 

αλαηξνύληαη, δειαδή ηα {dx, dy}  λα ηθαλνπνηνύλ: 

 x
x y x y

y

fdy
df d f d f f dx f dy 0

dx f
         , πνπ είλαη αθξηβώο ε δεηνύκελε ζρέζε.                              

Λέκε όηη γηα ζηαζεξό z : 

 αύμεζε ηνπ x  θαηά dx 1  κπνξεί λα ππνθαηαζηήζεη κεηαβνιή ηνπ y  θαηά 
x ydy f / f  , νξηαθά 

Παξαηεξνύκε όηη ν ξπζκόο ππνθαηάζηαζεο κηαο κεηαβιεηήο ωο πξνο ηελ άιιε, είλαη 

αληηζηξόθωο αλάινγνο ηωλ αληίζηνηρωλ κεξηθώλ παξαγώγωλ. Γειαδή, όζν κεγαιύηεξε είλαη ε 

κεξηθή παξάγωγνο ωο πξνο κηα κεηαβιεηή, νπόηε θαη επεξεάδεη πην πνιύ ηελ ηηκή ηεο 

ζπλάξηεζεο,  ηόζν κεγαιύηεξε είλαη ε ηθαλόηεηά ηεο ζπγθεθξηκέλεο κεηαβιεηήο γηα 

ππνθαηάζηαζε, κε ηελ έλλνηα όηη ππνθαζηζηά κεγαιύηεξε πνζόηεηα ηεο άιιεο. 

Παξάδεηγκα. Θα επαιεζεύζνπκε ηνλ ηύπν πιεγκέλεο παξαγώγηζεο κε: 1/3 2/3z x y c  

Αξηζηεξό κέξνο: 1/3 2/3 3/2 1/2 3/2 3/2 3/2 3/2dy
x y c y c x ( 1/ 2)c x c x / 2

dx

             

 Γεμηό κέξνο: 
2/3 2/3

1x

1/3 1/3

y

z (1/ 3)x y y
yx / 2

z 2x(2 / 3)x y





        

Αληηθαζηζηώληαο, είηε ζην αξηζηεξό κέξνο γηα ην c  είηε ζην δεμηό κέξνο γηα ην y , θαηαιήγνπκε ζηελ ίδηα 

παξάζηαζε. 

Παξαηήξεζε. Όηαλ έρνπκε ζπγθεθξηκέλε εμίζσζε, όπσο εδώ, ε πιεγκέλε παξάγσγνο κπνξεί λα 

βξεζεί θαη απεπζείαο από ηε ζρέζε f(x,y) c  κε ηελ γλσζηή δηαδηθαζία πιεγκέλεο παξαγώγηζεο πνπ 

εμεηάζακε ζε πξνεγνύκελν θεθάιαην, όπνπ ζεσξνύκε κηα κεηαβιεηή σο ζπλάξηεζε ηεο άιιεο. Π.ρ. 

παξαγσγίδνληαο πιεγκέλα  σο πξνο x  ζην παξαπάλσ παξάδεηγκα, βξίζθνπκε: 

 
2/3 2/3

1/3 2/3 2/3 2/3 1/3 1/3

1/3 1/3x

(1/ 3)x y y
x y (c) (1/ 3)x y (2 / 3)x y y 0 y

2x(2 / 3)x y


 



             

Ο ππνινγηζκόο γίλεηαη επθνιόηεξνο αλ πάξνπκε πξώηα ινγαξίζκνπο: 

1/ 3 2 / 3 1 2 1 1 2 y y
x y c lnx lny lnc 0 y

3 3 3 x 3 y 2x


           

   

2. Ιζνζηαζκηθέο: f(x,y) c  

Θεσξνύκε κηα ζπλάξηεζε δύν κεηαβιεηώλ θαη ηελ παξάζηαζή ηεο σο επηθάλεηα ζηνλ ρώξν: 

z f(x,y)   

Δίρακε εμεηάζεη θαηαθόξπθεο ηνκέο ηεο επηθάλεηαο, εηδηθόηεξα 

θάζεηα ζηνλ x άμνλα θαη ζηνλ y άμνλα αληίζηνηρα. Σώξα 

ζεσξνύκε ηνκέο ηεο επηθάλεηαο κε νξηδόληηα επίπεδα θάζεηα ζηνλ 

z άμνλα. Παξαηεξνύκε όηη ε ηνκή κε ην νξηδόληην επίπεδν: 

z c   

δίλεη κηα νξηδόληηα θακπύιε ζην ρώξν, ηεο νπνίαο ε πξνβνιή ζην 

επίπεδν Oxy  παξηζηάλεηαη κε ηελ εμίζσζε ππνθαηάζηαζεο: 

      f(x,y) c  

Καιείηαη ηζνζηαζκηθή ηεο f  κε ηηκή c , δηόηη ζηα ζεκεία ηεο ε ζπλάξηεζε f  έρεη ηε ζηαζεξή ηηκή c . 

cA
  

f(x,y) c  

z c  

cA
  

x  
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Παξαηεξνύκε επίζεο όηη γεληθά κηα ηζνζηαζκηθή ρσξίδεη ην πεδίν νξηζκνύ ηεο f   ζην επίπεδν Oxy  ζε 

δύν ππνπεξηνρέο, ηηο νπνίεο θαινύκε: 

f(x,y) c   
c

c

A : f(x,y) c,

A : f(x,y) c,





 




   πάνω σταθμική

κάτω σταθμική
    

ηελ πάλσ ζηαζκηθή πεξηνρή ε ζπλάξηεζε έρεη ηηκέο κεγαιύηεξεο ή ίζεο κε ην c  θαη ζηε θάησ 

κηθξόηεξεο ή ίζεο κε ην c . Δηδηθά ε κεδεληθή ηζνζηαζκηθή: f(x,y) 0 , ρσξίδεη ηελ πεξηνρή ησλ 

ζεηηθώλ ηηκώλ από ηελ πεξηνρή ησλ αξλεηηθώλ ηηκώλ. Ζ ηζνζηαζκηθή πνπ δηέξρεηαη από ην ηπρόλ 

ζεκείν 
0 0(x ,y )  έρεη εμίζσζε: 

  
0 0f(x,y) f(x ,y )  

εκ. Γεληθά, νη ηζνζηαζκηθέο  γηα δηάθνξεο ηηκέο c  ζρεκαηίδνπλ κηα νηθνγέλεηα δηαθξηηώλ θακπύισλ 

ζην επίπεδν Oxy , ε νπνία εξκελεύεηαη σο επίπεδε παξάζηαζε ηεο αληίζηνηρεο επηθάλεηαο, όπσο νη 

αλάγιπθνη ράξηεο παξηζηάλνληαη κε ηηο ηζνπςείο ηνπο.  

Παξάδεηγκα. Θα δώζνπκε γξαθήκαηα ηζνζηαζκηθώλ, γηα δηάθνξεο ζπλαξηήζεηο κε πεδίν νξηζκνύ ζηε 

ζεηηθή πεξηνρή: x 0,y 0  .  

1. z 2 2x 2y   , γξακκηθή.  

Παξηζηάλεη επίπεδν, πνπ ηέκλεη ηνπο άμνλεο, σο εμήο:.  

(x 0,y 0) z 2    , ηνκή κε ηνλ z άμνλα 

(x 0,z 0) y 1    , ηνκή κε ηνλ y  άμνλα 

(y 0,z 0) x 1    , ηνκή κε ηνλ x άμνλα 

 z 0 2x 2y 2    , ηνκή κε ην Oxy   επίπεδν  

Ηζνζηαζκηθέο ηεο είλαη νη παξαθάησ παξάιιειεο επζείεο, γηα δηάθνξεο ηηκέο ηνπ c :  
 2 2x 2y c x y 1 c / 2 0 c 2           

Ζ ηζνζηαζκηθή κε c 2  απνηειείηαη από έλα κόλν ζεκείν: (0,0)  

2. z xy  Cobb-Douglas (C-D) 

Ζ κεδεληθή ηζνζηαζκηθή αληηζηνηρεί ζηνπο ζεηηθνύο 

εκηάμνλεο. 

 z xy 0 x 0     ή y 0  

 Οη ππόινηπεο ηζνζηαζκηθέο είλαη ππεξβνιηθέο θακπύιεο: 

 2xy c y c / x    

3. 2 2 2 2z 4 2x 2y x y 1 (x 2) (y 1)           , ηεηξαγωληθή ή παξαβνιηθή 

Έρεη κέγηζηε ηηκή: z 1 . Ζ αληίζηνηρε ηζνζηαζκηθή 

απνηειείηαη από έλα κόλν ζεκείν: (x 2,y 1)  .   

Γηα ηηκέο z c 1  , νη ηζνζηαζκηθέο είλαη νκόθεληξνη 

θύθινη κε θέληξν (2,1)  θαη αθηίλα 1 c : 

 2 2 2 2z 1 (x 2) (y 1) c (x 2) (y 1) 1 c             

Δηδηθόηεξα ε κεδεληθή ηζνζηαζκηθή δίλεηαη από ηελ 

πεξηθέξεηα: 

 2 2 2 2c 0 z 1 (x 2) (y 1) 0 (x 2) (y 1) 1              

Ζ ζπλάξηεζε έρεη ζεηηθέο ηηκέο εληόο, θαη αξλεηηθέο εθηόο.  

Γηα z c 1   δελ ππάξρνπλ ηζνζηαζκηθέο, δηόηη ε ζπλάξηεζε δελ παίξλεη ηηκέο κεγαιύηεξε ηνπ 1.  

 

1 

1 

2
 

z
 

y  

x
 

x  

y

 

z  

y  

x  

y  

x
 

x  

z  

y  

x  

y  
1 



 4  

 

4. Γίλνπκε θαη κεξηθά γξαθήκαηα ηζνζηαζκηθώλ ρσξίο ηηο αληίζηνηρεο επηθάλεηεο, ζηε ζεηηθή πεξηνρή. 

  

 

 

 

  

      x y     1 1x y             (x 1)y                      lnx y       (x 1)(y 2)        lnx lny ln(x / y)      

 
3. Κιίζε ηζνζηαζκηθώλ.  
Ζ θιίζε ησλ ηζνζηαζκηθώλ δίλεηαη από ηνλ ξπζκό ππνθαηάζηαζεο θαη ζπλδέεηαη κε ηηο ηδηόηεηεο 

κνλνηνλίαο ηεο ζπλάξηεζεο f(x,y) , δειαδή κε ηα πξόζεκα ησλ x y{f , f } , ιόγσ ηεο ζρέζεο: 

x

y

fdy
f(x,y) c y (x)

dx f
      

1. Οη ηζνζηαζκηθέο έρνπλ αξλεηηθή θιίζε αλ ηα x y{f , f }  έρνπλ ην ίδην πξόζεκν, 

δειαδή αλ ε ζπλάξηεζε f(x,y)  είλαη κνλόηνλε. Πξάγκαηη, αλ ηα x y{f , f }  έρνπλ ην 

ίδην πξόζεκν ηόηε νη κεηαβνιέο ησλ {x,y}  επεξεάδνπλ ηελ f  κε ηνλ ίδην ηξόπν, 

δειαδή κε ην ίδην πξόζεκν, νπόηε γηα λα κείλνπκε ζε κηα ηζνζηαζκηθή  ώζηε λα 

κελ κεηαβιεζεί ε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο, ζα πξέπεη όηαλ απμάλνπκε ηε κία 

κεηαβιεηή λα ειαηηώλνπκε ηελ άιιε. Έηζη ε ηζνζηαζκηθή ζα έρεη αξλεηηθή θιίζε, 

δειαδή ε πιεγκέλε ζπλάξηεζε: f(x,y) c y y(x)    ζα είλαη θζίλνπζα. Λέκε όηη 

έρνπκε ππνθαηάζηαζε. 

2. Οη ηζνζηαζκηθέο έρνπλ ζεηηθή θιίζε αλ ηα x y{f , f }  έρνπλ αληίζεην πξόζεκν, 

δειαδή αλ ε ζπλάξηεζε f(x,y) δελ είλαη κνλόηνλε. Πξάγκαηη, αλ  ηα x y{f , f }  

έρνπλ αληίζεην πξόζεκν, ηόηε νη κεηαβνιέο ησλ {x,y}  επεξεάδνπλ ηελ f  κε 

αληίζεην ηξόπν, δειαδή κε αληίζεην πξόζεκν, νπόηε γηα λα κείλνπκε ζε κηα 

ηζνζηαζκηθή ώζηε λα κε κεηαβιεζεί ε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο, ζα πξέπεη όηαλ 

απμάλνπκε ηε κηα κεηαβιεηή λα απμάλνπκε θαη ηελ άιιε γηα αληηζηάζκηζκα. Έηζη 

ε  ηζνζηαζκηθή ζα έρεη ζεηηθή θιίζε θαη ε πιεγκέλε ζπλάξηεζε: 

f(x,y) c y y(x)    ζα είλαη αύμνπζα. Λέκε όηη έρνπκε αληηζηάζκηζε. 

εκ. Γεληθά ν όξνο ξπζκόο ππνθαηάζηαζε ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα θαιύςεη θαη ηηο δύν έλλνηεο. 

Μάιηζηα ζπρλά ζηηο εθαξκνγέο ν ξπζκόο ππνθαηάζηαζεο νξίδεηαη σο ην απόιπην κέγεζνο: 

 x yy f / f   

νπόηε είλαη πάληνηε ζεηηθό.  

4. Γηαλπζκαηηθή ή Ιαθωβηαλή παξάγωγνο  
κηαο ζπλάξηεζεο f(x,y)  θαιείηαη ην επίπεδν δηάλπζκα πνπ έρεη γηα ζπληεηαγκέλεο ηηο δύν κεξηθέο 

παξαγώγνπο. πκβνιίδεηαη κε: 

Df  ή 
fJ   ή  

x yf (f ,f )   

Γξαθηθά, ηνπνζεηείηαη κε ηελ αξρή ηνπ ζην εθάζηνηε ζεκείν (x,y)  θαη κεηαβάιιεηαη από ζεκείν ζε 

ζεκείν, εθηόο αλ ε ζπλάξηεζε είλαη γξακκηθή νπόηε είλαη ζηαζεξό.  ε θάζε ζεκείν ε κνλνηνλία 

ραξαθηεξίδεηαη από ηελ θαηεύζπλζε ηεο δηαλπζκαηηθήο παξαγώγνπ.  

 

 

 

y 0   

y  y  

x  x  x  1  

y  y  y  y  

x  
x  x  

Δx 0   

Δy 0   

f c   

 

Δx 0   

Δy 0   

y 0    
f c   
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Τπάξρνπλ ηέζζεξεο  γεληθέο θαηεπζύλζεηο, σο εμήο: 

    x αύμνπζα                    x θζίλνπζα                        x αύμνπζα                x θζίλνπζα 

    y αύμνπζα                    y θζίλνπζα                        y θζίλνπζα               y αύμνπζα  

     δεμηά-πάλω                     αξηζηεξά-θάηω                    δεμηά-θάηω                 αξηζηεξά-πάλω 

 

Αλ νη δύν κεξηθέο παξάγσγνη έρνπλ ην ίδην πξόζεκν, όπσο ζηα δύν πξώηα γξαθήκαηα ηνπ παξαπάλσ 

ζρήκαηνο, ηόηε σο γλσζηόλ ιέκε όηη ε ζπλάξηεζε είλαη κνλόηνλε.  Δηδηθόηεξα  κηα ζπλάξηεζε είλαη: 

 αύμνπζα αλ δείρλεη πάλσ-δεμηά όπσο ζην πξώην γξάθεκα κε: x y{f 0, f 0}   

 θζίλνπζα αλ δείρλεη θάησ-αξηζηεξά όπσο ζην δεύηεξν γξάθεκα κε: x y{f 0, f 0}   

Αλαθέξνπκε ρσξηζηά ηηο ηέζζεξηο εηδηθέο θαηεπζύλζεηο όπνπ ε κία κεξηθή παξάγσγνο είλαη κεδεληθή 

θαη ε άιιε κε κεδεληθή, νπόηε ε θαηεύζπλζε ηεο δηαλπζκαηηθήο παξαγώγνπ είλαη: 

 νξηδόληηα αλ x y{f 0, f 0}  , θαηαθόξπθε αλ x y{f 0, f 0}  . 

ηα ζηάζηκα ζεκεία ε δηαλπζκαηηθή παξάγσγνο είλαη ην κεδεληθό δηάλπζκα. Παξηζηάλεηαη κε 

ζεκείν. 

Παξάδεηγκα.  2 2f(x,y) 4x y   x yf (x,y) (f ,f ) (8x,2y)               

θηαγξαθνύκε ηηο δηαλπζκαηηθέο παξαγώγνπο ζηα ζεκεία:  

{A : f (0,1) (0,2)}  , {B : f (1,0) (8,0)}  , 

{Γ : f (1,1) (8,2)}  , {Δ: f (0,0) (0,0)}   

Παξαηεξνύκε όηη είλαη αύμνπζα ζηε ζεηηθή πεξηνρή. Σν Δ  είλαη ζηάζηκν 

ζεκείν κε κεδεληθή δηαλπζκαηηθή παξάγσγν, όπνπ ε ζπλάξηεζε έρεη 

ειάρηζηε ηηκή κεδεληθή, δηόηη παληνύ αιινύ είλαη γλήζηα ζεηηθή.  

εκ. Ζ δηαλπζκαηηθή παξάγσγνο θαιείηαη επίζεο δηαλπζκαηηθή θιίζε (gradient), θαη ηόηε 

παξηζηάλεηαη σο δηάλπζκα ζηήιε κε ηνλ ζπκβνιηζκό:  

 f  ή  
x

y

f
gradf

f

 
  
 

  

5. Ιδηόηεηεο ηωλ ηζνζηαζκηθώλ  
Τπάξρεη κηα ηδηαίηεξε ζρέζε κεηαμύ ησλ δηαλπζκαηηθώλ παξαγώγσλ θαη ησλ ηζνζηαζκηθώλ, κηαο 

ζπλάξηεζεο f(x,y) , σο εμήο:  

1. Σε θάζε ζεκείν (x,y) , ε δηαλπζκαηηθή παξάγσγνο είλαη θάζεηε ζηελ 

ηζνζηαζκηθή πνπ δηέξρεηαη από ην ίδην ζεκείν, θαη δείρλεη ζηελ θαηεύζπλζε 

ηεο πάλσ ζηαζκηθήο. Απηό ζπκβαίλεη δηόηη ζε ζρέζε κε ηελ επηθάλεηα ε 

ηζνζηαζκηθή δείρλεη ηελ θαηεύζπλζε ζηαζεξνύ πςόκεηξνπ, ελώ ε 

δηαλπζκαηηθή παξάγσγνο ηελ θαηεύζπλζε κέγηζηεο αλσθέξεηαο. Εμάιινπ νη 

θιίζεηο ηεο ηζνζηαζκηθήο θαη ηεο δηαλπζκαηηθήο παξαγώγνπ έρνπλ γηλόκελν 

1 , θαη επνκέλσο είλαη θάζεηεο κεηαμύ ηνπο: 

 
x y y x( f / f )(f / f ) 1     

2. Σε θάζε ζεκείν ην κήθνο ηεο δηαλπζκαηηθήο παξαγώγνπ είλαη αληηζηξόθσο αλάινγν ηεο απόζηαζεο 

κεηαμύ γεηηνληθώλ ηζνζηαζκηθώλ, δειαδή αλάινγν ηεο ππθλόηεηαο ησλ ηζνζηαζκηθώλ. Απηό ζπκβαίλεη 

δηόηη όζν θνληύηεξα βξίζθνληαη νη ηζνζηαζκηθέο κεηαμύ ηνπο ηόζν γξεγνξόηεξα κεηαβάιινληαη νη ηηκέο 

ηεο ζπλάξηεζεο, δειαδή ηόζν πην απόηνκε είλαη ε επηθάλεηα θαη κεγαιύηεξεο νη κεξηθέο παξάγσγνη. 

Δc 0  

f c Δc  

f  

f  
f  

Δs  

f c  

yf  

xf  
yf  

xf  
xf  

yf  f   

yf  

xf  

f   f   

f   

Δ  B  

A  Γ  

y   

x   



 6  

Έηζη, ζε θάζε ζεκείν, ε δηαλπζκαηηθή παξάγσγνο  δείρλεη ηελ θαηεύζπλζε πξνο ηελ νπνία ε 

ζπλάξηεζε απμάλεη κε ηνλ γξεγνξόηεξν ξπζκό ν νπνίνο θαη είλαη ίζνο κε ην κήθνο ηεο δηαλπζκαηηθήο 

παξαγώγνπ. ηελ αληίζεηε από ηελ παξαπάλσ θαηεύζπλζε έρνπκε ηελ πην απόηνκε θαησθέξεηα πξνο 

ηελ νπνία νη ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο κηθξαίλνπλ κε ηνλ γξεγνξόηεξν ξπζκό. ηα ζηάζηκα ζεκεία ε 

δηαλπζκαηηθή παξάγσγνο είλαη κεδεληθή θαη δελ νξίδεηαη θαηεύζπλζε αύμεζεο ή κείσζεο ησλ ηηκώλ. 

Σπλήζσο ζηα ζεκεία απηά ε ζπλάξηεζε έρεη αθξόηαηε ηηκή, κέγηζηε ή ειάρηζηε, νπόηε πξάγκαηη δελ 

νξίδεηαη εηδηθή θαηεύζπλζε αύμεζεο ή κείσζεο ησλ ηηκώλ ηεο. 

Παξάδεηγκα.  2 2f(x,y) 4x y   x yf (x,y) (f ,f ) (8x,2y)               

θηαγξαθνύκε ηηο ηζνζηαζκηθέο θαη ηηο δηαλπζκαηηθέο παξαγώγνπο ζηα 

ζεκεία:  

 {A : f (0,1) (0,2)}  , {B : f (1,0) (8,0)}  , {Γ : f (1,1) (8,2)}  , {Δ: f (0,0) (0,0)}   

ηα {A,B,Γ}  νη δηαλπζκαηηθέο παξάγσγνη είλαη θάζεηεο ζηηο αληίζηνηρεο 

ηζνζηαζκηθέο θαη δείρλνπλ πξνο ηηο πάλσ ζηαζκηθέο πεξηνρέο. πγθξίλνληαο ηα 

{A,B} δηαπηζηώλνπκε όηη ε δηαλπζκαηηθή παξάγσγνο είλαη κεγαιύηεξε ζην B  

όπνπ νη ηζνζηαζκηθέο είλαη πην ππθλέο, δειαδή απέρνπλ κεηαμύ ηνπο ιηγόηεξν, 

νπόηε θαη νη ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο έρνπλ κεγαιύηεξν ξπζκό κεηαβνιήο, δειαδή κεγαιύηεξε 

δηαλπζκαηηθή παξάγσγν. ην Δ  έρνπκε ζηάζηκν ζεκείν κε κεδεληθή δηαλπζκαηηθή παξάγσγν. 

 

Παξάδεηγκα. 2f(x,y) x y    ζηε ζεηηθή πεξηνρή: {x 0,y 0}   

1. Οη κεξηθέο παξάγσγνη έρνπλ αληίζεην πξόζεκν: 

 
x yf 1 0, f 2y 0     ,  x αύμνπζα, y θζίλνπζα 

θαη επνκέλσο νη ηζνζηαζκηθέο πξέπεη λα έρνπλ ζεηηθή θιίζε. Πξάγκαηη νη 

ηζνζηαζκηθέο είλαη νξηδόληηεο παξαβνιέο, κε ζεηηθή θιίζε: 

 2 2f(x,y) x y c x y c      .  

2. Ζ δηαλπζκαηηθή θιίζε δείρλεη δεμηά-θάησ, εθηόο από ηα ζεκεία ζηνλ x άμνλα πνπ δείρλεη δεμηά. ε 

θάζε πεξίπησζε είλαη θάζεηε ζηελ ηζνζηαζκηθή θαη δείρλεη πξνο ηελ πάλσ ζηαζκηθή. Πξάγκαηη, νη 

πάλσ ζηαζκηθέο είλαη πξνο ηα δεμηά-θάησ όπσο ε γξακκνζθηαζκέλε πεξηνρή ζην ζρεδηάγξακκα: 

 2 2f(x,y) x y c x y c        

 
Παξαηήξεζε.  Οη γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο έρνπλ ζηαζεξή δηαλπζκαηηθή παξάγσγν θαη παξάιιειεο 

επζείεο σο ηζνζηαζκηθέο, κε ζηαζεξό ξπζκό ππνθαηάζηαζεο: 

 
dy α

f αx βy γ c
dx β

          ή  
dx β

dy α
   

{Δx dx 1   ππνθαζηζηά Δy dy α / β   }  ή {Δy dx 1   ππνθαζηζηά Δx dx β / α   } 

Αλαθέξνπκε ηηο παξαθάησ εηδηθέο πεξηπηώζεηο: 

 f(x,y) y . Οη ηζνζηαζκηθέο είλαη νξηδόληηεο επζείεο: y c . Όζν θαη λα απμάλεη ην x  ε δηαηήξεζε 

ηεο ηηκήο ηεο ζπλάξηεζεο απαηηεί ην ίδην y . Οξίδεη κεδεληθό ξπζκό ππνθαηάζηαζεο ηνπ y  από ην 

x , δειαδή ην x  δελ κπνξεί λα ππνθαηαζηήζεη ην y : x y{f 0, f 1} y 0    .  

 f(x,y) x . Οη ηζνζηαζκηθέο είλαη θαηαθόξπθεο επζείεο: x c . Όζν θαη λα απμάλεη ην y  ε 

δηαηήξεζε ηεο ηηκήο ηεο ζπλάξηεζεο απαηηεί ην ίδην x . Οξίδεη κεδεληθό ξπζκό ππνθαηάζηαζεο ηνπ 

x  από ην y , δειαδή ην y  δελ κπνξεί λα ππνθαηαζηήζεη ην x :
x y{f 1, f 0} x 0     

 

 

 

Δ  B  

A  
Γ  

f   

y  

x  
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6. Δμαξηεκέλεο ζπλαξηήζεηο 
κεηαμύ ηνπο, θαινύληαη δύν ζπλαξηήζεηο: {f(x,y), g(x,y)} , αλ ε κηα είλαη κεηαζρεκαηηζκόο ηεο άιιεο, 

δειαδή ζπλάξηεζε ηεο άιιεο: 

 f H(g)  f(x,y) H(g(x,y))   

όπνπ H  είλαη ζπλάξηεζε κηαο κεηαβιεηήο. Αλ ε H  είλαη γλήζηα κνλόηνλε,  ηόηε ηζρύεη θαη ε 

αληίζηξνθε ζρέζε: 

 1g H (f)  

νπόηε ε θάζε ζπλάξηεζε είλαη γλήζηα κνλόηνλνο κεηαζρεκαηηζκόο ηεο άιιεο, γλήζηα αύμωλ 

κεηαζρεκαηηζκόο αλ ε Η  είλαη γλήζηα αύμνπζα, γλήζηα θζίλωλ κεηαζρεκαηηζκόο αλ ε Η  είλαη 

γλήζηα θζίλνπζα. Γεσκεηξηθά, νη εμαξηεκέλεο ζπλαξηήζεηο ραξαθηεξίδνληαη από ηελ ηδηόηεηα όηη 

έρνπλ ηηο ίδηεο ηζνζηαζκηθέο, δηόηη όπνπ είλαη ζηαζεξή ε κηα είλαη θαη ε άιιε, κε δηαθνξεηηθή ηηκή 

γεληθά.  

Κπιηήπιο εξάπηηζηρ. Οη ζπλαξηήζεηο δπν κεηαβιεηώλ: {f(x,y),g(x,y)}   είλαη εμαξηεκέλεο  

ηθαλνπνηείηαη ηαπηνηηθά (ζε όια ηα ζεκεία ηνπ θνηλνύ πεδίνπ νξηζκνύ) ε ζπλζήθε: 

  
x y

x y y x

x y

f f
f g f g 0

g g
     ή ηζνδύλακα yx

x y

ff

g g
   ή ηζνδύλακα

yx

x y

gf

f g
  

Παξάδεηγκα 

1. Οη ζπλαξηήζεηο {f lnx lny, g y / x}     είλαη εμαξηεκέλεο ζηε ζεηηθή πεξηνρή, δηόηη ηθαλνπνηνύλ:  

 
x y

2 2

x y

f f 1/ x 1/ y 1 1 1 y
0

g g y / x 1/ x x x y x


   


 

Πξάγκαηη έρνπκε:  

 f{f lng, g e }    

νπόηε νη ηζνζηαζκηθέο ηεο f lnx lny ln(x / y)    είλαη αθηίλεο, όπσο θαη ηεο g y / x .  

2. Οη ζπλαξηήζεηο: α βf x y , g lnf αlnx βlny     είλαη εμαξηεκέλεο ζηε ζεηηθή πεξηνρή θαη έρνπλ ηηο 

ίδηεο ηζνζηαζκηθέο. Καινύληαη ηύπνπ C-D (Cobb-Douglas) θαη ινγαξηζκηθέο  C-D αληίζηνηρα.   

3. Oη ζπλαξηήζεηο 2{f (2x y) ,  g 2x y}   είλαη εμαξηεκέλεο δηόηη έρνπκε: 2f g . Κάζε ηζνζηαζκηθή 

ηεο g  είλαη ηζνζηαζκηθή θαη ηεο f .  Έηζη εθηόο ηωλ γξακκηθώλ, θαη  όιεο νη ζπλαξηήζεηο πνπ είλαη 

εμαξηεκέλεο από ηηο γξακκηθέο έρνπλ ωο ηζνζηαζκηθέο παξάιιειεο επζείεο. 

 
Παξάδεηγκα  

1. 2 2

x yf(x,y) x y {f 2x, f 2y}     , ζηε ζεηηθή πεξηνρή: {x 0,y 0}   

Δίλαη κνλόηνλε αύμνπζα θαη έρεη ηζνζηαζκηθέο κε αξλεηηθή θιίζε. Ζ 

δηαλπζκαηηθή παξάγσγνο δείρλεη πάλσ δεμηά πξνο ηελ πάλσ ζηαζκηθή, όπσο ζην 

πξώην γξάθεκα παξαπιεύξσο. ην ζηάζηκν: (0,0) , ε ηζνζηαζκηθή είλαη ζεκείν 

θαη ε δηαλπζκαηηθή παξάγσγνο είλαη κεδεληθή. 

2. Ζ 2 2g 2 x y 1 2 f 1     , είλαη αύμωλ κεηαζρεκαηηζκόο ηεο f , νπόηε έρεη 

ηηο ίδηεο ηζνζηαζκηθέο, κε ηα ίδηα ραξαθηεξηζηηθά.    

3. Ζ 2 2 1h (x y ) 1/ f   , είλαη θζίλωλ κεηαζρεκαηηζκόο ηεο f , νπόηε έρεη ηηο 

ίδηεο ηζνζηαζκηθέο, αιιά ε εμάξηεζε είλαη κνλόηνλε θζίλνπζα νπόηε 

αληηζηξέθεηαη θαη ε θαηεύζπλζε ηεο δηαλπζκαηηθήο παξαγώγνπ. Οη ηηκέο 

απμάλνπλ πξνο ηα κέζα, όπσο ζην δεύηεξν γξάθεκα παξαπιεύξσο. 

 

f   

y  

y  

f   

y  

y  

f   

f   
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ΗΑΚΩΒΗΑΝΔ ΟΡΗΕΟΤΔ 

7. Πεξηζζόηεξεο κεηαβιεηέο  
Σα παξαπάλσ γεληθεύνληαη ζε ζπλαξηήζεηο κε πεξηζζόηεξεο από δύν κεηαβιεηέο. Δηδηθά ζηελ 

πεξίπησζε ζπλαξηήζεσλ 3   κεηαβιεηώλ: 

 w f(x,y,z)   

ηα γξαθήκαηα ησλ ηζνζηαζκηθώλ είλαη επηθάλεηεο ζηνλ ηξηζδηάζηαην ρώξν:  

 w c f(x,y,z) c    

Κάζε ηζνζηαζκηθή επηθάλεηα ρσξίδεη ηελ πεξηνρή νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο ζε δύν ρσξηθέο 

ππνπεξηνρέο. Καινύληαη πάλω ζηαζκηθή θαη θάηω ζηαζκηθή θαη νξίδνληαη κε ηηο αληίζηνηρεο 

αληζόηεηεο: 

 c

c

A : f(x,y,z) c
f(x,y,z) c ,

A : f(x,y,z) c





 
  


 

Δπίζεο, ζε θάζε ζεκείν νξίδεηαη ε δηαλπζκαηηθή θιίζε: 

 x y zf =(f , f , f )   

Δίλαη δηάλπζκα θάζεην ζηελ αληίζηνηρε ζηαζκηθή επηθάλεηα θαη δείρλεη ηελ θαηεύζπλζε ηεο πάλσ 

ζηαζκηθήο, δειαδή ηελ θαηεύζπλζε αύμεζεο ησλ ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο. Γηα λα κειεηήζνπκε ηελ 

ηζνζηαζκηθή επηθάλεηα ζεσξνύκε όηη ε εμίζσζε νξίδεη πιεγκέλα κηα ζπλάξηεζε, π.ρ. 

 f(x,y,z) c z z(x,y)    ή y y(x,z)   ή x x(y,z)  , ζπλαξηήζεηο ππνθαηάζηαζεο  

ηηο νπνίεο ζηε ζπλέρεηα κπνξνύκε λα εμεηάζνπκε σο ζπλαξηήζεηο δύν κεηαβιεηώλ.   

8. Δπηκέξνπο ξπζκνί ππνθαηάζηαζεο  
Αληίζηνηρα γεληθεύεηαη θαη ε έλλνηα ηνπ ξπζκνύ ππνθαηάζηαζεο. Π.ρ. ζηελ πεξίπησζε ζπλάξηεζεο 

ηξηώλ κεηαβιεηώλ, αλ ζεσξήζνπκε  όηη ε εμίζωζε ππνθαηάζηαζεο: 

  w f(x,y,z) c   

νξίδεη πιεγκέλα ην z  σο ζπλάξηεζε ησλ {x,y} , ηόηε ζα έρνπκε ζπλάξηεζε ππνθαηάζηαζεο δύν 

κεηαβιεηώλ κε δύν επηκέξνπο ξπζκνύο ππνθαηάζηαζεο πνπ δίλνληαη από ηηο αληίζηνηρεο κεξηθέο 

παξαγώγνπο: 

  
x yz z(x,y) {z , z }   

Έηζη ην κέγεζνο 
xz  έρεη ηηο παξαθάησ δύν ηζνδύλακεο εξκελείεο: 

 γηα ζηαζεξό w , αύμεζε ηνπ x  θαηά κηα κνλάδα θξαηώληαο ην y  ζηαζεξό κπνξεί λα ππνθαηαζηήζεη 

κεηαβνιή ηνπ z   θαηά 
xz , νξηαθά 

 γηα ζηαζεξά {w,y}  αύμεζε ηνπ x  θαηά κηα κνλάδα  κπνξεί λα ππνθαηαζηήζεη κεηαβνιή ηνπ z  θαηά 
xz , 

νξηαθά 

Αληίζηνηρε εξκελεία έρνπκε γηα ηνλ άιιν ξπζκό ππνθαηάζηαζεο: yz . Γειαδή, θάζε ξπζκόο 

ππνθαηάζηαζεο νξίδεηαη κεηαμύ δύν κεηαβιεηώλ θξαηώληαο όιεο ηηο άιιεο ζηαζεξέο, 

ζπκπεξηιακβαλνκέλεο ηεο εμαξηεκέλεο κεηαβιεηήο. 

Ωο άκεζε ζπλέπεηα ηνπ γλσζηνύ θαλόλα πιεγκέλεο παξαγώγηζεο βξίζθνπκε όηη νη επηκέξνπο ξπζκνί 

ππνθαηάζηαζεο ζπλδένληαη κε ηηο κεξηθέο παξαγώγνπο ηεο αξρηθήο ζπλάξηεζεο, σο εμήο: 

Σύπνη πιεγκέλεο παξαγώγηζεο, κε 1 εμίζωζε θαη 3 κεηαβιεηέο  

       w f(x,y,z) c z z(x,y)     κε  
yx

z z

ffz z
,

x f y f

  
    

  
 αλ 

zf 0  
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ηε γεληθή πεξίπησζε ηζρύεη ην παξαθάησ: 

Τύποι πλεγμένηρ παπαγώγιζηρ με 1 εξίζωζη. Θεσξνύκε όηη κηα εμίζσζε ππνθαηάζηαζεο κεηαμύ 

πνιιώλ κεηαβιεηώλ, νξίδεη πιεγκέλα ηε κία από ηηο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο κεηαβιεηέο σο ζπλάξηεζε 

ησλ ππνινίπσλ. Τόηε νη αληίζηνηρεο πιεγκέλεο κεξηθέο παξάγσγνη δίλνληαη από έλα θιάζκα κε αξλεηηθό 

πξόζεκν πνπ έρεη γηα παξαλνκαζηή πάληνηε ηελ κεξηθή παξάγσγν ηεο απσικήρ ζπλάξηεζεο σο πξνο ηελ 

εμαξηεκέλε κεηαβιεηή θαη γηα αξηζκεηή ηελ κεξηθή παξάγσγν ηεο απσικήρ ζπλάξηεζεο σο πξνο ηελ 

αλεμάξηεηε γηα ηελ νπνία ππνινγίδεηαη ε κεξηθή παξάγσγνο ζην αξηζηεξό κέξνο. 

Παξάδεηγκα. Θεσξνύκε ηηο παξαθάησ ζπλαξηήζεηο πνπ νξίδνληαη πιεγκέλα κέζσ εμηζώζεσλ:  

1. 0.2 0.4 0.3w x y z c   x x(y,z)   
0.2 0.4 0.7

z

0.8 0.4 0.3
x

w 0.3x y zx 3 x

yz w 2 z0.2x y z






     


  

Δίλαη ν ξπζκόο ππνθαηάζηαζεο ηνπ x  σο πξνο z  κε ζηαζεξά w  θαη y .  

Δλαιιαθηηθά κπνξνύκε λα ηελ ππνινγίζνπκε ιύλνληαο πξώηα ηελ εμίζσζε σο πξνο x : 

  0.2 0.4 0.3 0.2 0.4 0.3 1/0.2 0.4/0.2 0.3/0.2 5 2 3/2w x y z c x cy z x c y z x c y z              

ηε ζπλέρεηα ππνινγίδνπκε ηελ κεξηθή παξάγσγν: 

 5 2 5/2x 3
c y z

yz 2

 
 


 

Σα δύν είλαη ίζα, δηόηη αλ ζην πξώην αληηθαηαζηήζνπκε γηα ην x , βξίζθνπκε ην δεύηεξν: 

 
5 2 3/2

5 2 5/2c y zx 3 x 3 3
c y z

yz 2 z 2 z 2

 
 

     


 

2.  2xz yz c z z(x,y)     

Θεσξώληαο ηελ ζπλάξηεζε ηξηώλ κεηαβιεηώλ ζην αξηζηεξό κέξνο ηεο εμίζσζεο, βξίζθνπκε: 

 2f(x,y,z) xz yz c     
2

x

z

fz z

x f 2xz y


   

 
    

y

z

fz z

y f 2xz y


   

 
, όπνπ 2xz yz c   

Καη εδώ κπνξνύκε λα ην ειέγμνπκε ιύλνληαο ηελ παξαβνιηθή εμίζσζε σο πξνο z  

εκ. Δλαιιαθηηθά κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε ηηο πιεγκέλεο παξαγώγνπο απεπζείαο κε ηελ γλσζηή 

δηαδηθαζία ηεο πιεγκέλεο παξαγώγηζεο ζηελ αξρηθή εμίζσζε, ζεσξώληαο ην z  ζπλάξηεζε ησλ (x,y) . 

Παξαγσγίδνπκε: 

σο πξνο x  κε ζηαζεξό y : 2 2 2

x x x x x(xz yz) (c) (z 2xzz ) yz 0 z z / (2xz y)           

σο πξνο y κε ζηαζεξό x : 2

y y y y y(xz yz) (c) x2zz (z yz ) 0 z z / (2xz y)           

 

9. Ιαθωβηαλέο Οξίδνπζεο 
ηε ζπλέρεηα ζα εμεηάζνπκε πιεγκέλεο ζπλαξηήζεηο πνπ νξίδνληαη γεληθόηεξα από ζπζηήκαηα 

εμηζώζεωλ. 

Έλα ζύζηεκα εμηζώζεσλ, κε γνήζια πεπιζζόηεπερ μεηαβληηέρ n  από 

εξιζώζειρ m : n m , κπνξεί λα ζεσξεζεί όηη νξίδεη m  από ηηο 

κεηαβιεηέο ηηο νπνίεο νλνκάδνπκε εξαπηημένερ ή ενδογενείρ, σο 

πιεγκέλεο ζπλαξηήζεηο ησλ ππνινίπσλ n m  ηηο νπνίεο νλνκάδνπκε 

ανεξάπηηηερ ή εξωγενείρ. Λέκε όηη ην ζύζηεκα έρεη ηάξη m  θαη βαθμό 

ελεςθεπίαρ n m . Οη πιεγκέλεο απηέο ζπλαξηήζεηο απνηεινύλ θαη ηε 

λύζη ηνπ ζπζηήκαηνο. 

1 1 2 n 1

2 1 2 n 2

m 1 2 n m

f (x ,x , x ) c

f (x ,x , x ) c
n m

f (x ,x , x ) c
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Π.ρ. ηελ πεξίπησζε ελόο ζπζηήκαηνο m 2  εμηζώζεσλ κε n 3  κεηαβιεηέο {x,y,z} , κπνξνύκε λα 

ζεσξήζνπκε όηη ην ζύζηεκα νξίδεη πιεγκέλα ηηο m 2  κεηαβιεηέο {x,y}  σο ζπλαξηήζεηο ηεο 

n m 1   κεηαβιεηήο z : 

 
f(x,y,z) α x x(z)

g(x,y,z) β y y(z)

  
 

  
 

Γηα λα δηαηππώζνπκε ηνπο ηύπνπο πιεγκέλεο παξαγώγηζεο ζηε παξαπάλσ γεληθή κνξθή, νξίδνπκε 

πξώηα ηελ Ιαθωβηαλή νξίδνπζα ησλ m  ζπλαξηήζεσλ ζην αξηζηεξό κέξνο ησλ εμηζώζεσλ γηα  

ηζάξηζκν πιήζνο m  κεηαβιεηώλ, σο ηελ νξίδνπζα πνπ ζρεκαηίδεηαη από ηηο αληίζηνηρεο κεξηθέο 

παξαγώγνπο πνπ είλαη m m  ην πιήζνο, ηνπνζεηεκέλεο ζε m  γξακκέο θαη m  ζηήιεο, κε θάπνηα 

δηάηαμε ησλ ζπλαξηήζεσλ θαη ησλ κεηαβιεηώλ.  

Π.ρ. γηα 2 ζπλαξηήζεηο κε 3 κεηαβιεηέο έρνπκε 3 δηαθνξεηηθέο Ηαθσβηαλέο νξίδνπζεο ησλ δύν 

ζπλαξηήζεσλ σο πξνο ηηο κεηαβιεηέο αλά δύν: 

f(x,y,z)

g(x,y,z)






x y z y x z

x zx y z y

f f f f f f(f,g) (f,g) (f,g)
, ,

g gg g g g(x,y) (z,y) (x,z)

    
   

    

,  όπνπ: 
α β

αδ βγ
γ δ

   

Μπνξνύκε βέβαηα λα αιιάμνπκε ηελ δηάηαμε εκθάληζεο ησλ ζπλαξηήζεσλ ή ησλ κεηαβιεηώλ, αιιά 

ζύκθσλα κε ηηο γεληθέο ηδηόηεηεο ησλ νξηδνπζώλ απηό επηθέξεη αιιαγέο κόλν ζην πξόζεκν ηεο 

νξίδνπζαο. πγθεθξηκέλα έρνπκε αιιαγή πξόζεκνπ θάζε θνξά πνπ ελαιιάζζνπκε δύν γξακκέο ή δύν 

ζηήιεο. Μπνξνύκε ηώξα λα δηαηππώζνπκε ηνλ γεληθό θαλόλα σο εμήο: 

Γενικοί ηύποι πλεγμένηρ παπαγώγιζηρ. Θεσξνύκε όηη έλα ζύζηεκα m  εμηζώζεσλ κε n m  κεηαβιεηέο 

νξίδεη πιεγκέλα θάπνηεο m  από απηέο σο ζπλαξηήζεηο ησλ ππόινηπσλ n m . Τόηε ε θάζε πιεγκέλε 

παξάγσγνο εθθξάδεηαη κέλα θιάζκα κε αξλεηηθό πξόζεκν, όπνπ: 

 Σηνλ παξαλνκαζηή εκθαλίδεηαη πάληνηε ε Ιαθσβηαλή νξίδνπζα ησλ m  ζπλαξηήζεσλ σο πξνο πξνο m  

εμαξηεκέλεο κεηαβιεηέο, θαη είλαη πάληνηε ε ίδηα.  Την ςποθέηοςμε μη μηδενική. 

 Σηνλ αξηζκεηή εκθαλίδεηαη ε Ιαθσβηαλή πνπ πξνθύπηεη από ηελ νξίδνπζα ζηνλ παξαλνκαζηή αλ 

αληηθαηαζηήζνπκε ηελ εμαξηεκέλε κε ηελ αλεμάξηεηε πνπ εκθαλίδνληαη ζην αξηζηεξό κέξνο.  

Π.ρ. γηα m 2  εμηζώζεηο θαη n 3 κεηαβιεηέο, βξίζθνπκε ηνπο ηύπνπο πιεγκέλεο παξαγώγηζεο:  

f(x,y,z) α x x(z)

g(x,y,z) β y y(z)

  
 

  
  κε  

z y

z y

x y

x y

f f
(f,g)

g gdx (z,y)

(f,g) f fdz

(x,y) g g




   





,  

x z

x z

x y

x y

f f(f,g)

g gdy (x,z)

(f,g) f fdz

(x,y) g g




   





, αλ 
(f,g)

0
(x,y)





 

Έηζη, γηα λα ππνινγίζνπκε ην dx / dz , γξάθνπκε ζηνλ παξαλνκαζηή ηελ Ηαθσβηαλή σο πξνο πξνο 

εμαξηεκέλεο κεηαβιεηέο: (f,g) / (x,y)  , θαη ζηνλ αξηζκεηή ηελ Ηαθσβηαλή (f,g) / (z,y)   πνπ 

πξνθύπηεη από ηελ πξνεγνύκελε αλ αληηθαηαζηήζνπκε ην x  κε ην z , εθόζνλ ην δεηνύκελν είλαη ε 

παξάγσγνο dx / dz .  Με αληίζηνηρν ηξόπν ππνινγίδνπκε ην dy / dz  

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 11  

Παξάδεηγκα.  Θεσξνύκε όηη ην παξαθάησ ζύζηεκα m 2  εμηζώζεσλ κε n 4  κεηαβιεηέο (x,y,u,v) , 

νξίδεη πιεγκέλα ηηο m 2  κεηαβιεηέο {x,y}  σο ζπλαξηήζεηο ησλ ππόινηπσλ n m 2   κεηαβιεηώλ 

{u,v} . Γηα λα εθαξκόζνπκε ηνπο ηύπνπο πιεγκέλεο παξαγώγηζεο κεηαθέξνπκε θαηαξρήλ όιεο ηηο  

κεηαβιεηέο ζην αξηζηεξό κέξνο θαη ην παξηζηάλνπκε ωο ζπλάξηεζε. Σν δεμηό κέξνο κπνξεί λα 

έρεη κόλν ζηαζεξέο: 
2 2

2 2

x xy u f(x,y,u,v) x xy u 0

x y v g(x,y,u,v) x y v 0

      
 

      

x x(u,v)

y y(u,v)

 
 

 
 κε παξαγώγνπο: 

u v

u v

{x ,x }

{y ,y }
,  

 

 

Π.ρ. γηα ηελ κεξηθή παξάγσγν πξνο x  σο πξνο u  κε ζηαζεξό v , βξίζθνπκε: 

u y x y

2

u y x y

f f f f 1 x 2x y xx 2y

g g g g 0 2y 1 2yu 4xy 2y x

 
    

   
        

εκ. Δλαιιαθηηθά κπνξνύκε λα παξαγσγίζνπκε απεπζείαο ηηο δύν εμηζώζεηο ζεσξώληαο ηα {x,y}  σο 

πιεγκέλεο ζπλαξηήζεηο ησλ {u,v} . Π.ρ. παξαγσγίδνληαο πιεγκέλα σο πξνο u  κε ζηαζεξό v , 

βξίζθνπκε: 

 
2

u u u u u u u

2
u uu u u u

(x xy u) (0) 2xx (x y xy ) 1 0 (2x y)x xy 1

x 2yy 0(x y v) (0) x 2yy 0 0

           
 

        

 

Έρνπκε δύν γξακκηθέο εμηζώζεηο γηα ηα άγλσζηα 
u u{x ,y } .  Μπνξνύκε λα βξνύκε ην δεηνύκελν 

θάλνληαο απαινηθή, ή θαη απεπζείαο κε ηνλ θαλόλα Cramer: 

u 2

1 x 2x y x 2y
x

0 2y 1 2y 4xy 2y x


 

   
, u 2

2x y 1 2x y x 1
y

1 0 1 2y 4xy 2y x

 
 

  
 

 

Παξαηήξεζε. Όπσο δηαπηζηώζακε παξαπάλσ, αλ έρνπκε ζπγθεθξηκέλεο εμηζώζεηο νη πιεγκέλεο 

παξάγσγνη κπνξνύλ λα βξεζνύλ θαη απεπζείαο ρξεζηκνπνηώληαο ηελ δηαδηθαζία πιεγκέλεο 

παξαγώγηζεο. ηηο εθαξκνγέο, ε ζεκαζία ησλ ηύπωλ πιεγκέλεο παξαγώγηζεο είλαη όηη ηηο ζπλδένπλ 

απεπζείαο κε ηηο παξαγώγνπο ηεο αξρηθήο ζπλάξηεζεο πνπ έρνπλ ηδηαίηεξεο εξκελείεο.  
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ΓΗΑΦΟΡΗΚΑ 

10. Γηαθνξηθά 1
εο

 ηάμεωο 
Οη κεξηθέο παξάγσγνη αθνξνύλ νξηαθέο κεηαβνιέο ησλ εμαξηεκέλσλ κεηαβιεηώλ όηαλ κεηαβάιιεηαη 

θάζε θνξά κόλν κία αλεμάξηεηε κεηαβιεηή. Θα εμεηάζνπκε ηώξα ηελ γεληθόηεξε πεξίπησζε όπνπ 

κπνξεί λα κεηαβάιινληαη ηαπηόρξνλα πεξηζζόηεξεο κεηαβιεηέο: 

 {x,y,z, }  

πνπ ζπλδένληαη κεηαμύ ηνπο κε θάπνηεο εμηζώζεηο. Οη κεηαβνιέο ηνπο από θάπνηεο αξρηθέο ηηκέο: 

 {Δx,Δy,Δz, }  

ηθαλνπνηνύλ αληίζηνηρεο εμηζώζεηο κεηαβνιώλ.  

Π.ρ. 
y y(x) Δy y(x Δx) y(x)      

 z z(x,y) Δz z(x Δx,y Δy) z(x,y)       

 f(x,y) c Δf(x,y) f(x Δx,y Δy) f(x,y) 0        

 f(x,y,z) c Δf(x,y,z) f(x Δx,y Δy,z Δz) f(x,y,z) 0         

  
O ινγηζκόο ησλ κεηαβνιώλ είλαη αξθεηά πνιύπινθνο, βαζηθά ηζνδύλακνο κε ηνλ ινγηζκό ησλ 

αξρηθώλ κεηαβιεηώλ. Γηαπηό ηνλ ιόγν αληί ησλ κεηαβνιώλ ρξεζηκνπνηνύκε ηα δηαθνξηθά: 

 {dx,dy,dz, }  

Αλ έρνπκε δύν κεηαβιεηέο πνπ ζπλδένληαη κε κηα εμίζσζε ηόηε σο γλσζηόλ νη κεηαβνιέο 

αληηζηνηρνύλ ζε κεηαηνπίζεηο επάλσ ζηελ θακπύιε ηεο εμίζσζεο, ελώ ηα δηαθνξηθά ζε κεηαηνπίζεηο 

επάλσ ζηελ εθαπηόκελε επζεία ζην ίδην ζεκείν. Οκνίσο, αλ έρνπκε ηξεηο κεηαβιεηέο πνπ ζπλδένληαη 

κε κηα εμίζσζε ηόηε νη κεηαβνιέο αληηζηνηρνύλ ζε κεηαηνπίζεηο πάλσ ζηελ επηθάλεηα ηεο εμίζσζεο 

ελώ ηα δηαθνξηθά ζε κεηαηνπίζεηο πάλσ ζην εθαπηόκελν επίπεδν ζην ίδην ζεκείν. ηε γεληθή 

πεξίπησζε ηα δηαθνξηθά ζπλδένληαη κε βάζε ηηο παξαθάησ εμηζώζεηο δηαθνξηθώλ, πνπ πξνθύπηνπλ 

από ηηο αληίζηνηρεο εμηζώζεηο γξακκηθώλ πξνζεγγίζεωλ:  

 y y(x) dy y (x)dx    

 
x yz z(x,y) dz z (x,y)dx z (x,y)dy     

 
x yf(x,y) c df(x,y) f (x,y)dx f (x,y)dy 0      

 
x y zf(x,y,z) c df(x,y,z) f (x,y,z)dx f (x,y,z)dy f (x,y,z)dz 0       

  
     θαη γεληθόηεξα γηα πεξηζζόηεξεο κεηαβιεηέο θαζώο θαη γηα ζπζηήκαηα εμηζώζεσλ.  

ηηο παξαπάλω εμηζώζεηο δηαθνξηθώλ, νη κεηαβιεηέο αληηκεηωπίδνληαη θαηαξρήλ ηζνδύλακα, κε 

ηελ έλλνηα όηη δελ δηαθξίλνπκε ηηο εμαξηεκέλεο από ηηο αλεμάξηεηεο. ηε ζπλέρεηα, γηα ηηο 

αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο ηα δηαθνξηθά ζεωξνύληαη επίζεο αλεμάξηεηα θαη ηαπηίδνληαη κε ηηο 

κεηαβνιέο, ελώ ηα δηαθνξηθά ηωλ εμαξηεκέλωλ πξνθύπηνπλ από ηηο εμηζώζεηο δηαθνξηθώλ, θαη 

δίλνπλ πξνζεγγίζεηο ηωλ αληίζηνηρωλ κεηαβνιώλ. Θα δηαπηζηώζνπκε ηώξα όηη νη παξαπάλσ ηύπνη 

κεηαμύ ησλ δηαθνξηθώλ είλαη ηζνδύλακνη  κε ηνπο θαλόλεο αιπζσηήο θαη πιεγκέλεο παξαγώγηζεο. 

Παξάδεηγκα. Θεσξνύκε ηελ παξαθάησ ζύλζεζε θαη ηηο αληίζηνηρεο εμηζώζεηο δηαθνξηθώλ: 

{z z(x,y), x x(t), y y(t)} z z(t)     ,        

x y{dz z dx z dy, dx x dt, dy y dt}            

Αληηθαζηζηώληαο ηα {dx, dy} βξίζθνπκε ηελ ζρέζε: 

   x y x y

dydz z dx z
dz (z x z y )dt z x z y

dt x dt y dt

 
         

 
 

πνπ είλαη αθξηβώο ν βαζηθόο θαλόλαο αιπζσηήο παξαγώγηζεο. Ηζρύεη θαη ην αληίζηξνθν.                    
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Παξάδεηγκα  

1. Από ηελ εμίζσζε δηαθνξηθώλ κε δύν κεηαβιεηέο πξνθύπηεη ν θαλόλαο πιεγκέλεο αξαγώγηζεο: 

 x
x y

y

fdy
f(x,y) c df f dx f dy 0

dx f
         

2. Θεσξνύκε ηελ παξαθάησ εμίζσζε 3 κεηαβιεηώλ θαη ηελ αληίζηνηρε εμίζσζε δηαθνξηθώλ: 

 
yx

x y z

z z

ff
f(x,y,z) α f dx f dy f dz 0 dz dx dy

f f
           

Αλ ζεσξήζνπκε όηη ε παξαπάλσ εμίζσζε 3 κεηαβιεηώλ νξίδεη πιεγκέλα ηελ κηα κεηαβιεηή, έζησ ηελ 

z  σο ζπλάξηεζε ησλ άιισλ δύν {x,y} , ηόηε  ζα έρνπκε θαη ηελ αληίζηνηρε εμίζσζε δηαθνξηθώλ: 

z z
dz dx dy

x y

 
 
 

  

πγθξίλνληαο ηηο δπν παξαζηάζεηο θαη παίξλνληαο ππόςε όηη ηα {dx,dy}  είλαη αλεμάξηεηα, θαη 

επνκέλσο κπνξνύλ λα πάξνπλ απζαίξεηεο ηηκέο, βξίζθνπκε ηνπο ηύπνπο πιεγκέλεο παξαγώγηζεο: 

  
yx

z z

ffz z
,

x f y f

 
   

 
 

3. Θεσξνύκε ηέινο θαη έλα ζύζηεκα 2 εμηζώζεσλ κε 3 κεηαβιεηέο, θαη ηηο αληίζηνηρεο εμηζώζεηο 

δηαθνξηθώλ: 

 
x y z

x y z

f dx f dy f dz 0f(x,y,z) α

g(x,y,z) β g dx g dy g dz 0

     
 

    

x y z

x y z

f dx f dy f dz

g dx g dy g dz

   
 

   

 

Αλ ζεσξήζνπκε όηη ην παξαπάλσ ζύζηεκα νξίδεη πιεγκέλα ηηο δύν κεηαβιεηέο (x,y)  σο ζπλαξηήζεηο 

ηεο ηξίηεο z , ηόηε ιύλνληαο ην γξακκηθό ζύζηεκα σο πξνο {dx,dy}  κε ηνλ θαλόλα Cramer, 

βξίζθνπκε: 

z y z y

x y z z y y y

x y x yx y z

x y x y

f dz f f f

f dx f dy f dz g dz g g g
dx dz

f f f fg dx g dy g dz

g g g g



   
   

   

,   

x z x z

x z x z

x y x y

x y x y

f f dz f f

g g dz g g
dy dz

f f f f

g g g g




      

δηόηη ζύκθσλα κε ηηο ηδηόηεηεο ησλ νξηδνπζώλ έλαο θνηλόο παξάγνληαο ζόια ηα ζηνηρεία κηαο γξακκήο 

ή ζηήιεο κπνξεί λα βγεη έμσ από ηελ νξίδνπζα. Πξνθύπηνπλ έηζη νη γλσζηνί ηύπνη πιεγκέλεο 

παξαγώγηζεο, δηόηη έρνπκε θαη ηηο αληίζηνηρεο ζρέζεηο: 

 {x x(z), y y(z)} {dx x (z)dz, dy y (z)dz}                                                                                   

                                                                                                                                                                   
Παξαηήξεζε. Πξνθύπηεη σο ζπλέπεηα ελόο ζεσξήκαηνο κέζεο ηηκήο  γηα πνιιέο κεηαβιεηέο 

(ζεκειηώδεο ζρέζε) όηη γηα κηθξέο κεηαβνιέο ηα δηαθνξηθά ησλ εμαξηεκέλσλ δίλνπλ κηα εθηίκεζε 

ησλ κεηαβνιώλ ηνπο, κε ηελ έλλνηα όηη ζην όξην ν ιόγνο ηνπο ηείλεη ζηε κνλάδα. Λόγσ ησλ παξαπάλσ 

ηδηνηήησλ ηα δηαθνξηθά θαινύληαη θαη νξηαθέο κεηαβνιέο. Δηδηθόηεξα ηα πξόζεκα ηωλ κεηαβνιώλ 

ζπκπίπηνπλ κε ηα πξόζεκα ηωλ δηαθνξηθώλ, όηαλ  απηά είλαη κε κεδεληθά. 

Παξαηήξεζε. ε αληίζεζε κε ηηο εμηζώζεηο κεηαβνιώλ πνπ είλαη πνιύπινθεο κε γξακκηθέο θαη έρνπλ 

πνιύπινθν ινγηζκό, νη εμηζώζεηο ησλ δηαθνξηθώλ είλαη απιέο γξακκηθέο εμηζώζεηο θαη δηέπνληαη από 

ηνλ ίδην απιό ινγηζκό όπσο νη παξάγσγνη. Έηζη γηα δύν κεηαβιεηέο {u,v} , είηε αλεμάξηεηεο είηε 

εμαξηεκέλεο από άιιεο, ζα έρνπκε: 

 d(αu βv) αdu βdv   ,   d(uv) vdu udv  ,   2d(u/ v) (vdu udv) / v   

 α α 1d(u ) αu du ,  u ud(e ) e du ,  dln u du /u   …………                                                                 
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ΠΑΡΑΡΣΖΜΑ 

11. Καλνληθά ζεκεία κηαο εμίζσζεο: 

 f(x,y) c  

θαινύληαη ηα ζεκεία πνπ ηθαλνπνηνύλ ηελ εμίζωζε θαη ζηα νπνία δελ κεδελίδνληαη ακθόηεξεο νη 

κεξηθέο παξάγσγνη. Τπνζέηνληαο ζπλαξηήζεηο ζπλερείο κε ζπλερείο κεξηθέο παξαγώγνπο, ηόηε ζηα 

θαλνληθά ζεκεία ηζρύνπλ ηα γλσζηά:   

1. Αλ 
yf 0  ηόηε ε εμίζσζε νξίδεη πιεγκέλα ην y  σο (κνλόηηκε) ζπλάξηεζε ηνπ x  θαη ηζρύνπλ νη 

αληίζηνηρνη θαλόλεο πιεγκέλεο παξαγώγηζεο.  

2. Αλ 
xf 0  ηόηε ε εμίζσζε νξίδεη πιεγκέλα ην x  σο (κνλόηηκε) ζπλάξηεζε ηνπ y  θαη ηζρύνπλ νη 

αληίζηνηρνη θαλόλεο πιεγκέλεο παξαγώγηζεο. 

Αληίζεηα, ζηελ γεηηνληά ησλ ζεκείσλ πνπ ηθαλνπνηνύλ ηελ εμίζσζε θαη ζηα νπνία κεδελίδνληαη 

ακθόηεξεο νη κεξηθέο παξάγσγνη ηεο αληίζηνηρεο ζπλάξηεζεο: 

  
x y{f(x,y) c, f (x,y) 0, f (x,y) 0}    

κπνξεί λα κελ νξίδνληαη (κνλόηηκα) πιεγκέλεο ζπλαξηήζεηο, νπόηε δελ έρνπκε θαη ηνπο θαλόλεο 

πιεγκέλεο παξαγώγηζεο. Καινύληαη κε θαλνληθά ή ηδηάδνληα ζεκεία.   

Παξάδεηγκα  

1. Ζ 2 2x y 0   έρεη όια ηα ζεκεία ηεο θαλνληθά εθηόο από ην ζεκείν ηεο (0,0)  όπνπ κεδελίδνληαη 

ακθόηεξεο νη κεξηθέο παξάγσγνη ηεο αληίζηνηρεο ζπλάξηεζεο 2 2x y : 
2 2

x y{f x y 0, f 2x 0, f 2y 0} {x 0,y 0}             

ην ζεκείν απηό ε εμίζσζε ζρεκαηίδεη ηεκλόκελεο επζείεο θαη δελ νξίδεηαη κνλνζήκαληα νύηε 

ζπλάξηεζε νύηε ε θιίζε.  

2. Ζ 2 2x y 1   έρεη όια ηα ζεκεία ηεο θαλνληθά δηόηη ην κνλαδηθό ζεκείν (0,0)  όπνπ κεδελίδνληαη νη 

κεξηθέο παξάγσγνη δελ αλήθεη ζηελ εμίζσζε.  

  
Γεληθά, θαλνληθά ζεκεία κηαο εμίζσζεο πνιιώλ κεηαβιεηώλ είλαη ηα ζεκεία ηεο ζηα νπνία δελ 

κεδελίδεηαη ηνπιάρηζηνλ κηα κεξηθή παξάγσγνο ηεο αξρηθήο ζπλάξηεζεο, νπόηε ππνζέηνληαο 

ζπλέρεηεο, κπνξνύκε λα ζεσξήζνπκε όηη ε εμίζσζε νξίδεη πιεγκέλα ηελ αληίζηνηρε κεηαβιεηή σο 

ζπλάξηεζε ησλ ππνινίπσλ. Γεληθόηεξα, αλ έρνπκε έλα ζύζηεκα m  εμηζώζεσλ κε n  κεηαβιεηέο, όπνπ 

m n , ηόηε θαλνληθά είλαη ηα ζεκεία ηνπο ζηα νπνία δελ κεδελίδεηαη ηνπιάρηζηνλ κηα Ηαθσβηαλή 

νξίδνπζα ησλ m  ζπλαξηήζεσλ σο πξνο θάπνηεο m  κεηαβιεηέο. απηή ηελ πεξίπησζε, ππνζέηνληαο 

ζπλέρεηεο, κπνξνύκε λα ζεσξήζνπκε όηη ην ζύζηεκα νξίδεη πιεγκέλα απηέο ηηο m  κεηαβιεηέο σο 

ζπλαξηήζεηο ησλ ππόινηπσλ n m  νπόηε θαη ηζρύνπλ νη αληίζηνηρνη ηύπνη πιεγκέλεο παξαγώγηζεο. 

Έηζη, νη ηύπνη πιεγκέλεο παξαγώγηζεο ηζρύνπλ νπωζδήπνηε κόλν ζηα θαλνληθά ζεκεία. 
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12. Οξίδνπζεο 
Μηα νξίδνπζα δηάζηαζεο n  είλαη έλαο αξηζκόο πνπ νξίδεηαη από κηα ηεηξαγσληθή δηάηαμε n n  ην 

πιήζνο αξηζκώλ, ηνπνζεηεκέλσλ ζε n  γξακκέο θαη n  ζηήιεο. Οη νξίδνπζεο ππνινγίδνληαη επαγσγηθά 

σο πξνο ηελ δηάζηαζε, αξρίδνληαο κε ηελ νξίδνπζα δηάζηαζεο 2 : 

 1 2

1 2 1 2

1 2

α α
α β β α

β β
   

Γηα λα ππνινγίζνπκε κηα νξίδνπζα δηάζηαζεο n  αθνινπζνύκε ηα παξαθάησ βήκαηα. 

1. Σε θάζε ζηνηρείν ηεο νξίδνπζαο αληηζηνηρνύκε έλα πξόζεκν. Τα πξόζεκα ελαιιάζζνληαη αξρίδνληαο 

κε ζεηηθό πξόζεκν γηα ην πξώην ζηνηρείν πάλσ αξηζηεξά, όπσο θαίλεηαη παξαθάησ. 

2. Σε θάζε ζηνηρείν ηεο νξίδνπζαο αληηζηνηρνύκε ηελ νξίδνπζα δηάζηαζεο n 1  πνπ πξνθύπηεη από ηελ 

αξρηθή αλ ηεο αθαηξέζνπκε ηε γξακκή θαη ηε ζηήιε ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ ζηνηρείνπ.  

3. Γηα λα ππνινγίζνπκε ηελ αξρηθή νξίδνπζα επηιέγνπκε κηα νηαδήπνηε γξακκή ή ζηήιε ηεο θαη 

πξνζζέηνπκε ηνπο n  όξνπο πνπ πξνθύπηνπλ αλ πάξνπκε θάζε ζηνηρείν ηεο κε ην αληίζηνηρν πξόζεκν πνπ 

νξίζηεθε παξαπάλσ ζην 1 θαη ην πνιιαπιαζηάζνπκε κε ηελ αληίζηνηρε νξίδνπζα δηάζηαζεο n 1  πνπ 

νξίζηεθε παξαπάλσ ζην 2. Τν απνηέιεζκα είλαη ην ίδην, αλεμάξηεηα ηεο γξακκήο ή ζηήιεο πνπ ζα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε, θαη  είλαη ε δεηνύκελε νξίδνπζα. 

Παξάδεηγκα.  Θεσξνύκε κηα νξίδνπζα δηάζηαζεο n 3 , θαη αληηζηνηρνύκε πξώηα ηα πξόζεκα: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

α α α

A β β β

γ γ γ

  

    

  

 

Σν αλάπηπγκα σο πξνο ηελ 1ε γξακκή καο δίλεη:  

 2 3 1 3 1 2
1 2 3

2 3 1 3 1 2

β β β β β β
A α α α

γ γ γ γ γ γ
    

Αξθεί ηώξα λα αληηθαηαζηήζνπκε γηα ηηο νξίδνπζεο δηάζηαζεο 2 από ηνλ παξαπάλσ ηύπν. Σν ίδην 

απνηέιεζκα ζα βξνύκε αλ πάξνπκε ην αλάπηπγκα σο πξνο ηελ 2ε γξακκή: 

 2 3 1 3 1 2
1 2 3

2 3 1 3 1 2

α α α α α α
A β β β

γ γ γ γ γ γ
      

Γηα ζπγθεθξηκέλεο νξίδνπζεο ζπλήζσο αλαπηύζζνπκε σο πξνο κηα γξακκή  ή ζηήιε πνπ έρεη πνιιά 

κεδεληθά. Π.ρ. αλαπηύζζνληαο ηελ παξαθάησ νξίδνπζα σο πξνο ηελ ηξίηε ζηήιε βξίζθνπκε: 

 

2 1 1
1 3 2 1 2 1

1 3 2 1 2 0 1(4 3) 2(8 1) 0 25
1 4 1 4 1 3

1 4 0



           
 



 

  
Οη νξίδνπζεο έρνπλ ηηο παξαθάησ ηδηόηεηεο: 

1. Η νξίδνπζα ελόο δηαγώληνπ πίλαθα ηζνύηαη κε ην γηλόκελν ησλ ζηνηρείσλ ζηε δηαγώλην 

2. Η ελαιιαγή δύν γξακκώλ (ζηειώλ) αιιάδεη ην πξόζεκν ηεο νξίδνπζαο  

3. Ο πνιιαπιαζηαζκόο κηαο γξακκήο (ζηήιεο) κε αξηζκό, πνιιαπιαζηάδεη ηελ νξίδνπζα κε ηνλ ίδην 

αξηζκό. Επνκέλσο, αλ πνιιαπιαζηάζνπκε όια ηα ζηνηρεία ελόο ηεηξαγσληθνύ πίλαθα δηάζηαζεο n  κε 

έλαλ αξηζκό λ , ηόηε ε νξίδνπζά ηνπ πνιιαπιαζηάδεηαη κε nλ . 
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13. Καλόλαο Cramer 
Θεσξνύκε έλα γξακκηθό ζύζηεκα εμηζώζεσλ κε ηνλ ίδην αξηζκό εμηζώζεσλ θαη κεηαβιεηώλ. Ζ ιύζε 

ηνπ ζπζηήκαηνο κπνξεί λα εθθξαζηεί κέζσ νξηδνπζώλ ζύκθσλα κε ηνλ παξαθάησ θαλόλα Cramer. 

Η ηηκή ηεο θάζε κεηαβιεηήο δίλεηαη από έλα θιάζκα όπνπ: 

1. Σηνλ παξαλνκαζηή εκθαλίδεηαη πάληνηε ε νξίδνπζα ησλ ζπληειεζηώλ ζην αξηζηεξό κέξνο ηνπ ζπζηήκαηνο, 

ηελ νπνία ππνζέηνπκε κε κεδεληθή. 

2. Σηνλ αξηζκεηή εκθαλίδεηαη ε νξίδνπζα πνπ πξνθύπηεη από ηελ νξίδνπζα ζηνλ παξαλνκαζηή αλ 

αληηθαηαζηήζνπκε ηελ ζηήιε πνπ αληηζηνηρεί ζηνπο ζπληειεζηέο ηεο ζπγθεθξηκέλεο κεηαβιεηήο κε ηελ 

ζηήιε ησλ ζηαζεξώλ ζην δεμηό κέξνο ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Π.ρ.  

1. νη ηηκέο ησλ (x,y)  ζην παξαθάησ ζύζηεκα, βξίζθνληαη σο εμήο: 

1 1 1

2 2 2

α x β y c

α x β y c

  


  
 

1 1 1 1

2 2 2 21 2 2 1 1 2 2 1

1 1 1 11 2 2 1 1 2 2 1

2 2 2 2

c β α c

c β α cc β c β α c α c
x , y

α β α βα β α β α β α β

α β α β

 
   

 
     

2. Ζ ηηκή ηνπ x  ζην παξαθάησ ζύζηεκα δίλεηαη από ηελ παξάζηαζε: 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

α x β y γ z c c β γ α β γ

α x β y γ z c x c β γ / α β γ

α x β y γ z c c β γ α β γ

  

    

  

 

Αληίζηνηρα ππνινγίδνληαη θαη νη ηηκέο ησλ {y,z} .   

 


