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Μάθημα: “Εφαρμογές Στατιστικών Μεθόδων σε Επιχειρησιακά Προβλήματα”
Συνάντηση: 13η 

Μερικός 
Συντελεστής 
Προσδιορισμού   



Οικονομικό Πανεπιστήμιο Αθηνών                                                                                                                                                             Δρ. Τρύφωνας Λεμοντζόγλου 
Μάθημα: “Εφαρμογές Στατιστικών Μεθόδων σε Επιχειρησιακά Προβλήματα”
Συνάντηση: 13η 

Ποια είναι η συνεισφορά 
της νέας (ή των νέων) 
ανεξάρτητων μεταβλητών 
στην ερμηνεία του ανερμήνευτου 
κομματιού της μεταβλητότητας της Ψ ;  



Οικονομικό Πανεπιστήμιο Αθηνών                                                                                                                                                             Δρ. Τρύφωνας Λεμοντζόγλου 
Μάθημα: “Εφαρμογές Στατιστικών Μεθόδων σε Επιχειρησιακά Προβλήματα”
Συνάντηση: 13η 

R (partial) ^2 = 

= [R (full) ^ 2 - R (reduced) ^ 2] / [1-R (reduced) ^ 2]  

reduced: log(έκταση_σιδηροδρόμου) = -1,97 + 0,64 * log(αστικός πληθυσμός)   
                                                                                                      (R^2=0,6169)  

μερικός συντελεστής προσδιορισμού

νέος παλιός παλιός

full: log(έκταση_σιδηροδρόμου) = 4,22 + 0,67 * log(αστικός_πληθυσμός) 
                                                               - 1,95 * log(δείκτης_οικονομ_ανισοτ)   
                                                                                                  (R^2=0,6562)  

(k=1)

(k=2)



Οικονομικό Πανεπιστήμιο Αθηνών                                                                                                                                                             Δρ. Τρύφωνας Λεμοντζόγλου 
Μάθημα: “Εφαρμογές Στατιστικών Μεθόδων σε Επιχειρησιακά Προβλήματα”
Συνάντηση: 13η 

R (partial) ^2 = 

= [0,6562 - 0,6169] / [1-0,6169] = 0,0393 / 0,3831 = 0,102 (10,2%)   

reduced: log(έκταση_σιδηροδρόμου) = -1,97 + 0,64 * log(αστικός πληθυσμός)   
                                                                                                      (R^2=0,6169)  

μερικός συντελεστής προσδιορισμού

νέος παλιός παλιός

full: log(έκταση_σιδηροδρόμου) = 4,22 + 0,67 * log(αστικός_πληθυσμός) 
                                                               - 1,95 * log(δείκτης_οικονομ_ανισοτ)   
                                                                                                  (R^2=0,6562)  

η προσθήκη της νέας μεταβλητής 
εξηγεί το 5,6% της ανερμήνευτης 
μεταβλητότητας που δεν εξηγούσε 
το αρχικό μοντέλο



Οικονομικό Πανεπιστήμιο Αθηνών                                                                                                                                                             Δρ. Τρύφωνας Λεμοντζόγλου 
Μάθημα: “Εφαρμογές Στατιστικών Μεθόδων σε Επιχειρησιακά Προβλήματα”
Συνάντηση: 13η 

Αρχικό Μοντέλο:

Ένα (1-0,6169) 
     = 0,3831
     = 38,31%

     μένει ανερμήνευτο



Οικονομικό Πανεπιστήμιο Αθηνών                                                                                                                                                             Δρ. Τρύφωνας Λεμοντζόγλου 
Μάθημα: “Εφαρμογές Στατιστικών Μεθόδων σε Επιχειρησιακά Προβλήματα”
Συνάντηση: 13η 

Νέο Μοντέλο:

(0,6562 - 0,6169) 

= 0,0393

(0,0393 / 0,3831) 

= 10,2%   
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Μάθημα: “Εφαρμογές Στατιστικών Μεθόδων σε Επιχειρησιακά Προβλήματα”
Συνάντηση: 13η 

R (partial) ^2 = 

= [R (full) ^ 2 - R (reduced) ^ 2] / [1-R (reduced) ^ 2]  

reduced: log(έκταση_σιδηροδρόμου) = -1,97 + 0,64 * log(αστικός πληθυσμός)   
                                                                                                      (R^2=0,6169)  

μερικός συντελεστής προσδιορισμού

νέος παλιός παλιός

full: log(έκταση_σιδηροδρόμου) = 4,81 + 0,71 * log(αστικός_πληθυσμός) 
                                                               - 1,71 * log(δείκτης_οικονομ_ανισοτ)
                                                               - 0,69 * log(ατμοσφ_ρύπανση)
                                                                                                  (R^2=0,7198)  

(k=1)

(k=3)



Οικονομικό Πανεπιστήμιο Αθηνών                                                                                                                                                             Δρ. Τρύφωνας Λεμοντζόγλου 
Μάθημα: “Εφαρμογές Στατιστικών Μεθόδων σε Επιχειρησιακά Προβλήματα”
Συνάντηση: 13η 

R (partial) ^2 = 

= [0,7198 - 0,6169] / [1-0,6169] = 0,1029 / 0,3831 = 0,26 (26%)  

reduced: log(έκταση_σιδηροδρόμου) = -1,97 + 0,64 * log(αστικός πληθυσμός)   
                                                                                                      (R^2=0,6169)  

μερικός συντελεστής προσδιορισμού

νέος παλιός παλιός

full: log(έκταση_σιδηροδρόμου) = 4,81 + 0,71 * log(αστικός_πληθυσμός) 
                                                               - 1,71 * log(δείκτης_οικονομ_ανισοτ)
                                                               - 0,69 * log(ατμοσφ_ρύπανση)
                                                                                                  (R^2=0,7198)  

η προσθήκη των δύο νέων 
μεταβλητών εξηγεί το 26% της 
ανερμήνευτης μεταβλητότητας 
που δεν εξηγούσε το αρχικό 
μοντέλο
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Μάθημα: “Εφαρμογές Στατιστικών Μεθόδων σε Επιχειρησιακά Προβλήματα”
Συνάντηση: 13η 

Αρχικό Μοντέλο:

Ένα (1-0,6169) 
     = 0,3831
     = 38,31%

     μένει ανερμήνευτο



Οικονομικό Πανεπιστήμιο Αθηνών                                                                                                                                                             Δρ. Τρύφωνας Λεμοντζόγλου 
Μάθημα: “Εφαρμογές Στατιστικών Μεθόδων σε Επιχειρησιακά Προβλήματα”
Συνάντηση: 13η 

Νέο Μοντέλο:

(0,7198 - 0,6169) 

= 0,1029

(0,1029 / 0,3831) 

= 26%   



Οικονομικό Πανεπιστήμιο Αθηνών                                                                                                                                                             Δρ. Τρύφωνας Λεμοντζόγλου 
Μάθημα: “Εφαρμογές Στατιστικών Μεθόδων σε Επιχειρησιακά Προβλήματα”
Συνάντηση: 13η 

R (partial) ^2 = 

= [R (full) ^ 2 - R (reduced) ^ 2] / [1-R (reduced) ^ 2]  

μερικός συντελεστής προσδιορισμού

νέος παλιός παλιός

reduced: log(έκταση_σιδηροδρόμου) = 4,22 + 0,67 * log(αστικός_πληθυσμός) 
                                                                  - 1,95 * log(δείκτης_οικονομ_ανισοτ)   
                                                                                                     (R^2=0,6562)  

full: log(έκταση_σιδηροδρόμου) = 4,81 + 0,71 * log(αστικός_πληθυσμός) 
                                                               - 1,71 * log(δείκτης_οικονομ_ανισοτ)
                                                               - 0,69 * log(ατμοσφ_ρύπανση)
                                                                                          (R^2=0,7198)  

(k=2)

(k=3)
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Μάθημα: “Εφαρμογές Στατιστικών Μεθόδων σε Επιχειρησιακά Προβλήματα”
Συνάντηση: 13η 

R (partial) ^2 = 

= [0,7198 - 0,6562] / [1-0,6562] = 0,0636 / 0,3438 = 0,184 (18,4%)  

μερικός συντελεστής προσδιορισμού

νέος παλιός παλιός

reduced: log(έκταση_σιδηροδρόμου) = 4,22 + 0,67 * log(αστικός_πληθυσμός) 
                                                                  - 1,95 * log(δείκτης_οικονομ_ανισοτ)   
                                                                                                     (R^2=0,6562)  

full: log(έκταση_σιδηροδρόμου) = 4,81 + 0,71 * log(αστικός_πληθυσμός) 
                                                               - 1,71 * log(δείκτης_οικονομ_ανισοτ)
                                                               - 0,69 * log(ατμοσφ_ρύπανση)
                                                                                          (R^2=0,7198)  
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Μάθημα: “Εφαρμογές Στατιστικών Μεθόδων σε Επιχειρησιακά Προβλήματα”
Συνάντηση: 13η 

Αρχικό Μοντέλο:

Ένα (1-0,6562) 
     = 0,3438
     = 34,38%

     μένει ανερμήνευτο



Οικονομικό Πανεπιστήμιο Αθηνών                                                                                                                                                             Δρ. Τρύφωνας Λεμοντζόγλου 
Μάθημα: “Εφαρμογές Στατιστικών Μεθόδων σε Επιχειρησιακά Προβλήματα”
Συνάντηση: 13η 

Νέο Μοντέλο:

(0,7198 - 0,6562) 

= 0,0636

(0,0636 / 0,3438) 

= 18,49%   
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Μάθημα: “Εφαρμογές Στατιστικών Μεθόδων σε Επιχειρησιακά Προβλήματα”
Συνάντηση: 13η 

R (partial) ^2 = 

= [R (full) ^ 2 - R (reduced) ^ 2] / [1-R (reduced) ^ 2]  

μερικός συντελεστής προσδιορισμού

νέος παλιός παλιός

reduced: log(έκταση_σιδηροδρόμου) = 4,81 + 0,71 * log(αστικός_πληθυσμός) 
                                                                        - 1,71 * log(δείκτης_οικονομ_ανισοτ)
                                                                        - 0,69 * log(ατμοσφ_ρύπανση)
                                                                                                  (διορθωμένο R^2=0,70)  
full: log(έκταση_σιδηροδρόμου) = 6,02 + 0,69 * log(αστικός_πληθυσμός) 
                                                               - 1,86 * log(δείκτης_οικονομ_ανισοτ)
                                                               - 0,86 * log(ατμοσφ_ρύπανση)
                                                               + 0,04 * log(προσφ_εξωτερ)
                                                                                                  (διορθωμένο R^2=0,68)  

(k=3)

(k=4)
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Μάθημα: “Εφαρμογές Στατιστικών Μεθόδων σε Επιχειρησιακά Προβλήματα”
Συνάντηση: 13η 



Οικονομικό Πανεπιστήμιο Αθηνών                                                                                                                                                              Δρ. Τρύφωνας Λεμοντζόγλου 
Μάθημα: “Εφαρμογές Στατιστικών Μεθόδων σε Επιχειρησιακά Προβλήματα”
Συνάντηση: 13η 

Υποθέσεις 
του 
Υποδείγματος   
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Μάθημα: “Εφαρμογές Στατιστικών Μεθόδων σε Επιχειρησιακά Προβλήματα”
Συνάντηση: 13η 

Μια από τις υποθέσεις του υποδείγματος 
της γραμμικής παλινδρόμησης 
είναι ότι ο διαταρακτικός όρος κατανέμεται κανονικά 
με μέσο μηδέν και σταθερή διακύμανση.

Συνέπειες Παραβίασης: Οι συντελεστές της παλινδρόμησης συνήθως ΔΕΝ 
επηρεάζονται. Επηρεάζονται όμως τα τυπικά σφάλματα των εκτιμητών. Αυτό 
σημαίνει πως οι έλεγχοι για την στατιστική σημαντικότητα και τα 
διαστήματα εμπιστοσύνης μπορεί να οδηγούν σε λαθεμένα 
συμπεράσματα . . .   

Υπόθεση 1η: Κανονικότητα 
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Μάθημα: “Εφαρμογές Στατιστικών Μεθόδων σε Επιχειρησιακά Προβλήματα”
Συνάντηση: 13η 

Έλεγχος για την 
παραβίαση (ή μη) 
της υπόθεσης της 
κανονικότητας … 



Οικονομικό Πανεπιστήμιο Αθηνών                                                                                                                                                              Δρ. Τρύφωνας Λεμοντζόγλου 
Μάθημα: “Εφαρμογές Στατιστικών Μεθόδων σε Επιχειρησιακά Προβλήματα”
Συνάντηση: 13η 

Οι Jarque και Bera (1987) πρότειναν μια μέθοδο που βασίζεται στα 
κατάλοιπα που προκύπτουν από τη μέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων. 

Ο έλεγχος αυτός ακολουθεί τα
παρακάτω βήματα:

• Εκτιμούμε το υπόδειγμα με τη μέθοδο των ελαχίστων
τετραγώνων και σώζουμε τα κατάλοιπα et.

• Χρησιμοποιώντας τα κατάλοιπα υπολογίζουμε τους
συντελεστές της ασυμμετρίας και της κύρτωσης. 

Αν τα κατάλοιπα ακολουθούν την κανονική 
κατανομή τότε θα έχω S = 0 και K = 3.
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Μάθημα: “Εφαρμογές Στατιστικών Μεθόδων σε Επιχειρησιακά Προβλήματα”
Συνάντηση: 13η 

Έλεγχος της Κανονικότητας 
του Διαταρακτικού Όρου

Οι δύο υποθέσεις μηδενική (null hypothesis) και εναλλακτική) (alternative 
hypothesis) του ελέγχου μπορούν να διατυπωθούν ως εξής:

• Η0: Τα κατάλοιπα ακολουθούν την κανονική
κατανομή (κατανέμονται κανονικά).

• Ηα: Τα κατάλοιπα δεν ακολουθούν την κανονική
κατανομή (δεν κατανέμονται κανονικά).
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Μάθημα: “Εφαρμογές Στατιστικών Μεθόδων σε Επιχειρησιακά Προβλήματα”
Συνάντηση: 13η 

Έλεγχος της Κανονικότητας 
του Διαταρακτικού Όρου
Υπολογίζουμε το στατιστικό των Jarque– Bera 
ως εξής:



Οικονομικό Πανεπιστήμιο Αθηνών                                                                                                                                                              Δρ. Τρύφωνας Λεμοντζόγλου 
Μάθημα: “Εφαρμογές Στατιστικών Μεθόδων σε Επιχειρησιακά Προβλήματα”
Συνάντηση: 13η 
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Μάθημα: “Εφαρμογές Στατιστικών Μεθόδων σε Επιχειρησιακά Προβλήματα”
Συνάντηση: 13η 

Πολύ μεγάλη τιμή του p-value → ΜΗ απόρριψη 
της Ηο → τα κατάλοιπα κατανέμονται κανονικά

Έλεγχος Κανονικότητας στο eviews
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Μάθημα: “Εφαρμογές Στατιστικών Μεθόδων σε Επιχειρησιακά Προβλήματα”
Συνάντηση: 13η 

Έλεγχος Κανονικότητας στο eviews
(μοντέλο ΧΩΡΙΣ λογαρίθμιση)

Πολύ μικρή τιμή του p-value → απόρριψη της Ηο 
→ τα κατάλοιπα ΔΕΝ κατανέμονται κανονικά
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Μάθημα: “Εφαρμογές Στατιστικών Μεθόδων σε Επιχειρησιακά Προβλήματα”
Συνάντηση: 13η 

Μια άλλη βασική υπόθεση της γραμμικής παλινδρόμησης 
είναι ότι η διακύμανση του διαταρακτικού όρου εi παραμένει σταθερή

Συνέπειες Παραβίασης: Τα τυπικά σφάλματα των εκτιμητών μπορεί να 
είναι ανακριβή. Ειδικότερα, η ετεροσκεδαστικότητα μπορεί να οδηγήσει σε 
υποεκτίμηση ή υπερεκτίμηση των τυπικών σφαλμάτων των εκτιμητών. 
Αυτό σημαίνει πως οι έλεγχοι για την στατιστική σημαντικότητα και τα 
διαστήματα εμπιστοσύνης μπορεί να οδηγούν σε λαθεμένα 
συμπεράσματα . . .   

Υπόθεση 2η: Ομοσκεδαστικότητα 
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Μάθημα: “Εφαρμογές Στατιστικών Μεθόδων σε Επιχειρησιακά Προβλήματα”
Συνάντηση: 13η 

Βάλτε στο διάγραμμα διασποράς τις τιμές της ανεξάρτητης μεταβλητής (Χi) 
και τις τιμές των καταλοίπων (ui)

Διαγραμματικές Ενδείξεις 



Οικονομικό Πανεπιστήμιο Αθηνών                                                                                                                                                              Δρ. Τρύφωνας Λεμοντζόγλου 
Μάθημα: “Εφαρμογές Στατιστικών Μεθόδων σε Επιχειρησιακά Προβλήματα”
Συνάντηση: 13η 

Διαγραμματικές Ενδείξεις 
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Μάθημα: “Εφαρμογές Στατιστικών Μεθόδων σε Επιχειρησιακά Προβλήματα”
Συνάντηση: 13η 

κατάλοιπα

κατάλοιπα

fitted

Διαγραμματικές Ενδείξεις 
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Μάθημα: “Εφαρμογές Στατιστικών Μεθόδων σε Επιχειρησιακά Προβλήματα”
Συνάντηση: 13η 

ΕΛΕΓΧΟΣ BREUSCH-PAGAN-GODFREY

Αν υπάρχουν ερμηνευτικές μεταβλητές που επηρεάζουν τη διακύμανση 
του διαταρακτικού όρου, τότε η διακύμανση είναι μια συνάρτηση των 
ερμηνευτικών μεταβλητών, δηλαδή έχουμε:
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Μάθημα: “Εφαρμογές Στατιστικών Μεθόδων σε Επιχειρησιακά Προβλήματα”
Συνάντηση: 13η 

ΕΛΕΓΧΟΣ BREUSCH-PAGAN-GODFREY

Διαδικασία ελέγχου:

1η Φάση: με την ΜΕΤ, εκτιμούμε το αρχικό υπόδειγμα: Υ = Χβ + ε 

2η Φάση: τυποποιούμε τα κατάλοιπα με τον εκτιμητή της διακύμανσης
                του ε

3η Φάση: με την ΜΕΤ, εκτιμούμε το παρακάτω μοντέλο:
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Μάθημα: “Εφαρμογές Στατιστικών Μεθόδων σε Επιχειρησιακά Προβλήματα”
Συνάντηση: 13η 

ΕΛΕΓΧΟΣ BREUSCH-PAGAN-GODFREY

Διαδικασία ελέγχου:

4η Φάση: Υπολογίζουμε την στατιστική LM = nR^2

               όπου R^2 προκύπτει από το 2ο μοντέλο.

5η Φάση: Αν LM > Χ^2 (α%, κ) όπου κ = αριθμός μεταβλητών του μοντέλου 
[2], τότε δεχόμαστε ότι υπάρχει γραμμική ετεροσκεδαστικότητα.
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Μάθημα: “Εφαρμογές Στατιστικών Μεθόδων σε Επιχειρησιακά Προβλήματα”
Συνάντηση: 13η 

ΕΛΕΓΧΟΣ BREUSCH-PAGAN-GODFREY
ύπαρξη ετεροσκεδαστικότητας

τα τετράγωνα των καταλοίπων

ανεξάρτητη στατιστικά 
σημαντικό
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Μάθημα: “Εφαρμογές Στατιστικών Μεθόδων σε Επιχειρησιακά Προβλήματα”
Συνάντηση: 13η 

Μοντέλο για k = 3
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Μάθημα: “Εφαρμογές Στατιστικών Μεθόδων σε Επιχειρησιακά Προβλήματα”
Συνάντηση: 13η 

ΕΛΕΓΧΟΣ BREUSCH-PAGAN-GODFREY
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Μάθημα: “Εφαρμογές Στατιστικών Μεθόδων σε Επιχειρησιακά Προβλήματα”
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Διόρθωση 
Ετεροσκεδαστικότητας (k = 1) 
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Διόρθωση 
Ετεροσκεδαστικότητας 
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Μάθημα: “Εφαρμογές Στατιστικών Μεθόδων σε Επιχειρησιακά Προβλήματα”
Συνάντηση: 13η 

Διόρθωση 
Ετεροσκεδαστικότητας 

χωρίς 
διόρθωση

με 
διόρθωση
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Μάθημα: “Εφαρμογές Στατιστικών Μεθόδων σε Επιχειρησιακά Προβλήματα”
Συνάντηση: 13η 

Διόρθωση 
Ετεροσκεδαστικότητας χωρίς 

διόρθωση

με 
διόρθωση


