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ΣΥΝΟΨΗ Διαστημάτων Εμπιστοσύνης (που θα ασχοληθούμε)

• Διαστήματα Εμπιστοσύνης για τη 
Μέση τιμή του πληθυσμού, μ

• Όταν η Τυπική Απόκλιση του πληθυσμού σ είναι Γνωστή

• Όταν η Τυπική Απόκλιση του πληθυσμού σ είναι Άγνωστη

• Διαστήματα Εμπιστοσύνης για το 
Ποσοστό του Πληθυσμού, π

• Διαστήματα Εμπιστοσύνης για τη
διαφορά μέσων τιμών μ1-μ2



Εκτιμήσεις Σημείου και Διαστήματος
Εμπιστοσύνης
• Μία εκτίμηση σημείου ή σημειακή εκτίμηση είναι 
ένας αριθμός

• Ένα διάστημα εμπιστοσύνης παρέχει πρόσθετες 
πληροφορίες σχετικά με τη μεταβλητότητα της 
εκτίμησης

Εκτίμηση Σημείου
Κατώτερο
Όριο 
Εκτίμησης

Ανώτερο 
Όριο 
Εκτίμησης

Εύρος του διαστήματος 
εμπιστοσύνης



Εκτιμήσεις Σημείου

Μπορούμε να εκτιμήσουμε 
μία Παράμετρο πληθυσμού.

Χρησιμοποιώντας μία 
Στατιστική Συνάρτηση 

(Εκτιμήτρια)

Μέση τιμή

Ποσοστό pπ

Xμ

Η Στατιστική συνάρτηση είναι τυχαία μεταβλητή.
Μπορεί να λάβει διαφορετικές τιμές για διαφορετικά δείγματα.

Μια συνάρτηση των παρατηρήσεων
ενός δείγματος που εξαρτάται μόνο
από τις παρατηρήσεις λέγεται
στατιστική συνάρτηση (statistic).

Η τιμή της εκτιμήτριας συνάρτησης για
ένα συγκεκριμένο δείγμα είναι η

Σημειακή Εκτίμηση της παραμέτρου που
μας ενδιαφέρει



Διαστήματα Εμπιστοσύνης

• Πόση αβεβαιότητα συνδέεται με την σημειακή εκτίμηση μιας παραμέτρου 
πληθυσμού;

• Μία εκτίμηση διαστήματος παρέχει περισσότερες πληροφορίες από μια 
σημειακή εκτίμηση σχετικά με ένα χαρακτηριστικό του πληθυσμού

• Αυτές οι εκτιμήσεις διαστήματος αποκαλούνται διαστήματα εμπιστοσύνης



Εκτίμηση Διαστήματος Εμπιστοσύνης

• Ένα διάστημα δίνει ένα εύρος πιθανών τιμών για μια παράμετρο με βάση τα 
δεδομένα του δείγματος

• Λαμβάνει υπόψη τη μεταβλητότητα της στατιστικής συνάρτησης/ων από 
δείγμα σε δείγμα

Με βάση τις παρατηρήσεις από 1 δείγμα
• Παρέχει πληροφορίες σχετικά με την εγγύτητα της εκτίμησης στην άγνωστη 
παράμετρο του πληθυσμού καθορισμένη σύμφωνα με το επίπεδο 
εμπιστοσύνης

• π.χ. 95% επίπεδο εμπιστοσύνης, 99% επίπεδο εμπιστοσύνης
• Ποτέ δεν μπορεί να είναι το επίπεδο εμπιστοσύνης 100%



Παράδειγμα Εκτίμησης Διαστήματος
Παράδειγμα συσκευασίας δημητριακών

• Έστω ότι γνωρίζουμε τον πληθυσμό ο οποίος είναι Κανονικός και έχει µ = 368 and σ = 15.

Αν πάρουμε δείγμα μεγέθους n = 25 τότε

ένα συμμετρικά κατανεμημένο διάστημα γύρω από το µ που περιλαμβάνει το 95% των
δειγματικών μέσων είναι:

368 ± 1.96 * 15 /         = (362.12, 373.88). 25

xμ μ=368

x
/2=2.5%95%1  

-Z1-α/2 Z1-α/2= Z0,975

Τυπική απόκλιση του
Δειγματική κατανομή

x

Χത~Νሺμ,
𝜎
𝑛

ሻ

/2=2.5%



Παράδειγμα Εκτίμησης Διαστήματος

Παράδειγμα συσκευασίας δημητριακών

• Όταν δεν γνωρίζετε το µ, χρησιμοποιείτε τη στατιστική συνάρτηση για 
να εκτιμήσετε το µ

• Αν η τιμή της εκτιμήτριας για το συγκεκριμένο δείγμα είναι = 362,3 το διάστημα είναι 

362.3 ± 1.96 * 15/      = (356,42, 368,18)

• Όταν 356,42 ≤ µ ≤ 368,18 το διάστημα που βασίζεται σε αυτό το δείγμα αποτελεί μια σωστή 
δήλωση για το µ.

Τι γίνεται όμως με τα διαστήματα από άλλα πιθανά δείγματα μεγέθους 25;

25

X

X



Παράδειγμα Εκτίμησης Διαστήματος

(συνέχεια)

Περιέχει
µ;

Υψηλότερο
Όριο

Χαμηλότερο 
ΌριοXΔείγμα #

Ναι368.18356.42362.301

Ναι375.38363.62369.502

Όχι365.88354.12360.003

Ναι368.00356.24362.124

Ναι379.76368.00373.885



μμ x 

Διαστήματα και Επίπεδο Εμπιστοσύνης

Διαστήματα Εμπιστοσύνης

Τα διαστήματα 
κυμαίνονται από

έως

(1-).100%
των 
κατασκευασμένων 
διαστημάτων 
περιέχουν το μ
() . 100% δεν το 
περιέχουν.

Κατανομή Δειγματοληψίας της Δειγματικής Μέσης τιμής 

 *
/ 2

σ
n

X Z

 *
/2

σ
n

X Z

x

x1

x2

/21

-Z*α/2 Z*α/2

z*:Pr(Z>z*)=α



Παράδειγμα Εκτίμησης Διαστήματος

Σημείωση: Το 95% εμπιστοσύνη βασίζεται στο γεγονός ότι χρησιμοποιήσαμε Z = 1.96.

• Στην πράξη λαμβάνετε μόνο ένα δείγμα μεγέθους n

• Στην πράξη δεν γνωρίζετε το μ έτσι δεν ξέρετε αν το διάστημα πραγματικά 
περιέχει το μ

• Ωστόσο, γνωρίζετε ότι το (1-α)% (εδώ 95%) των διαστημάτων που σχηματίζονται 
με αυτόν τον τρόπο θα περιέχουν το μ

• Έτσι, με βάση ένα δείγμα, μπορείτε πραγματικά να είστε (1-α)% (εδώ 95%) 
βέβαιοι ότι το διάστημα σας σε μακροχρόνια εφαρμογή θα περιέχει το μ
(αυτό είναι ένα 95% διάστημα εμπιστοσύνης)



Διαδικασία Εκτίμησης

(μέσος μ, είναι 
άγνωστος

Πληθυσμός

Τυχαίο Δείγμα

Δειγματικός 
Μέσος

X = 50

Δείγμα

Κατανομή
Δειγματοληψίας

Χത Είμαι 95% βέβαιος/η ότι το διάστημα
από 40 έως 60

(σε μακροχρόνια χρήση της μεθόδου)
θα περιέχει το μ.



Γενικός Μαθηματικός Τύπος

•Ο γενικός τύπος για τα διαστήματα εμπιστοσύνης που 
εξετάζουμε εδώ είναι :

Εκτίμηση Σημείου ± (Κρίσιμη Τιμή).(Τυπικό Σφάλμα)

Όπου:
• Εκτίμηση Σημείου είναι η τιμή της εκτιμήτρια συνάρτησης που εκτιμά την πληθυσμιακή 

παράμετρο ενδιαφέροντος για το συγκεκριμένο δείγμα

• Κρίσιμη Τιμή είναι μια τιμή πίνακα βάσει της κατανομής δειγματοληψίας της 
εκτιμήτριας συνάρτησης και του επιθυμητού επιπέδου εμπιστοσύνης

• Τυπικό Σφάλμα είναι η τυπική απόκλιση της κατανομής δειγματοληψίας της εκτιμήτριας 
συνάρτησης 



Επίπεδο Εμπιστοσύνης (1-)

• Αν επιλέγαμε πολλά τυχαία δείγματα από έναν πληθυσμό 
και κατασκευάζαμε ένα 1-α% διάστημα εμπιστοσύνης 
χρησιμοποιώντας κάθε δείγμα, περίπου το 1-α% των 
διαστημάτων θα περιελάμβανε την παράμετρο 
ενδιαφέροντος, αν η δειγματοληψία και ο υπολογισμός των 
διαστημάτων επαναληφθούν πολλές φορές

• Ένα ποσοστό (μικρότερο από 100%)



Επίπεδο Εμπιστοσύνης (1-)
Ας υποθέσουμε επίπεδο εμπιστοσύνης 95%   

Επίσης γράφεται (1-)=0.95, (έτσι =0.05)

Ερμηνεία:

•Το 95% όλων των διαστημάτων εμπιστοσύνης που μπορούν να κατασκευαστούν θα 
περιέχουν την άγνωστη πραγματική παράμετρο

•Υπάρχει 95% εμπιστοσύνη-βεβαιότητα ότι το διάστημα το οποίο προκύπτει από τη 
συγκεκριμένη δειγματοληψία, έχει υπολογιστεί με μια μέθοδο που σε βάθος χρόνου παράγει 
διαστήματα που θα περιέχουν την άγνωστη πραγματική παράμετρο.

•Ένα συγκεκριμένο διάστημα θα περιέχει ή δεν θα περιέχει την πραγματική παράμετρο

•Μία παράμετρος έχει μία σταθερή (άγνωστη) τιμή η οποία θα περιέχεται ή δεν θα 
περιέχεται σε συγκεκριμένο διάστημα τιμών

(συνέχεια)



Διαστήματα Εμπιστοσύνης

Μέση τιμή
Πληθυσμού

σ Άγνωστο

Διαστήματα
Εμπιστοσύνης

Ποσοστό
Πληθυσμού

σ Γνωστό



Διαστήματα Εμπιστοσύνης για μ
(σ Γνωστό) 

• Υποθέσεις
• Η τυπική απόκλιση πληθυσμού σ είναι γνωστή
• Ο πληθυσμός είναι κανονικά κατανεμημένος

• Αν ο πληθυσμός δεν είναι κανονικός, χρησιμοποιείστε μεγάλο δείγμα (n > 30)

• Εκτίμηση διαστήματος εμπιστοσύνης:

όπου   είναι η σημειακή εκτίμηση
Z*α/2 είναι η κρίσιμη τιμή της Τυπικής Κανονικής

είναι το τυπικό σφάλμα της εκτιμήτριας συνάρτησης

 /2
σX Z*
n

X

nσ/

Εκτίμηση Σημείου ± (Κρίσιμη Τιμή)(Τυπικό Σφάλμα)



Παράδειγμα

• Ένα δείγμα 11 κυκλωμάτων από ένα μεγάλο κανονικό πληθυσμό έχει μέση αντίσταση 2.20 
Ωμ. Γνωρίζουμε από προηγούμενες δοκιμές ότι η τυπική απόκλιση του πληθυσμού είναι 
0.35 Ωμ.

• Προσδιορίστε ένα 95% διάστημα εμπιστοσύνης για την πραγματική μέση αντίσταση του 
πληθυσμού.



Παράδειγμα
• κανονικός πληθυσμός (η αντίσταση Ωμ)

• τυπική απόκλιση γνωστή (0.35 Ωμ)

• Χത ൌ 2.20 Ωμ, n=11 α=5%

Λύση: Εκτίμηση Σημείου ± (Κρίσιμη Τιμή)(Τυπικό Σφάλμα)





   

  

* *

0

/2 0.025

1 .025 0.975

σ σX  Z X  Z
n n

σ σX  Z X  Z
n n

∄ τιμή

z*:Pr(Z>z*)=α



       

 
 

* *
/2 0.025 1 0.025 0.975

σ σ σ σX  Z X  Z X  Z X  Z
n n n n

2.20  1.96 (0.35/ 11)
2.20  0.2068

Παράδειγμα

• κανονικός πληθυσμός (η αντίσταση Ωμ)

• τυπική απόκλιση γνωστή (0.35 Ωμ)

• Χത ൌ 2.20 Ωμ, n=11 α=5%

Λύση: Εκτίμηση Σημείου ± (Κρίσιμη Τιμή)(Τυπικό Σφάλμα)

 1.9932  2.4068



Ερμηνεία

• Είμαστε 95% βέβαιοι ότι το διάστημα 1.9932 και 2.4068 Ωμ 
θα περιέχει την πραγματική τιμή της μέσης αντίστασης

• Παρόλο που η τιμή της πραγματικής μέση αντίσταση μπορεί 
ή δεν μπορεί να βρίσκεται σε αυτό το διάστημα, 95% των 
διαστημάτων που δημιουργούνται με αυτόν τον τρόπο
δειγματοληψίας θα περιέχουν την  πραγματική τιμή της 
μέση τιμή της αντίστασης



1O Πρόβλημα 

Ένα μηχάνημα κατασκευάζει μπαταρίες για ειδικές χρήσεις των οποίων ο χρόνος 
ζωής ακολουθεί, σύμφωνα με τις τεχνικές προδιαγραφές του μηχανήματος, 
κανονική κατανομή με μέσο χρόνο ζωής 22 ώρες και τυπική απόκλιση 3 ώρες. 
Επειδή στις χρήσεις για τις οποίες προορίζονται οι μπαταρίες ο χρόνος ζωής τους 
είναι μία κρίσιμη παράμετρος, η λειτουργία του μηχανήματος παρακολουθείται 
συνεχώς με δειγματοληπτικό έλεγχο για το χρόνο ζωής των παραγόμενων 
μπαταριών. Από τυχαίο δείγμα 9 μπαταριών διαπιστώνεται ότι οι χρόνοι ζωής τους 
(σε ώρες) είναι:

Με τη βοήθεια της πληροφορίας αυτής να βρεθεί ένα 95% διάστημα εμπιστοσύνης 
για το μέσο χρόνο ζωής των μπαταριών που παράγει το μηχάνημα

16 18 22 20 21 20 16 22 25







   

  

* *

0

/2 0.025

1 .025 0.975

σ σX  Z X  Z
n n

σ σX  Z X  Z
n n

Παράδειγμα
• κανονικός πληθυσμός (ο χρόνος ζωής ακολουθεί κανονική κατανομή 

• τυπική απόκλιση γνωστή (3 ώρες)

• n=9, α=5%

Λύση:

Εκτίμηση Σημείου ± (Κρίσιμη Τιμή)(Τυπικό Σφάλμα)

𝑥 ൌ ෍ 𝑥௜ ൌ
16 ൅ 18 ൅ ⋯ ൅ 25

9 ൌ
180

9

ଽ

௜ୀଵ

ൌ 20

Εκτίμηση για το μ

Αρχικά βήματα



1O Πρόβλημα Λύση
• κανονικός πληθυσμός (ο χρόνος ζωής ακολουθεί κανονική κατανομή 

• τυπική απόκλιση γνωστή (3 ώρες)

• n=9, α=5%

Λύση:

   /2 0.025
* *σ σX  Z X  Z

n n

 0.975
σX  Z
n

 1 0.025
σX  Z
n


  

 
=20  1.96 (3/ 9) 20  1.96
         18.04  21.96

z*:Pr(Z>z*)=α

z :Pr(Z<z)=1-α



1O Πρόβλημα Λύση
• κανονικός πληθυσμός (ο χρόνος ζωής ακολουθεί κανονική κατανομή 

• τυπική απόκλιση γνωστή (3 ώρες)

• n=9, α=5%

Λύση:

Είμαστε 95% βέβαιοι ότι το διάστημα 18.04 και 21.96 ώρες θα περιέχει την πραγματική
τιμή της μέσης διάρκειας ζωής των μπαταριών

Εάν κατασκεύαζα 100 διαστήματα εμπιστοσύνης με μέγεθος δείγματος 9, με παρόμοια
χαρακτηριστικά, τα 95 από αυτά θα περιέχουν την πραγματική τιμή της μέσης διάρκειας ζωής
των μπαταριών

          18.04  21.96



2o Πρόβλημα

Μια έρευνα μεταξύ μη κερδοσκοπικών οργανισμών έδειξε ότι οι διαδικτυακές 
δωρεές προς τους οργανισμούς αυξήθηκαν κατά τη διάρκεια του προηγούμενου 
έτους. Από ένα τυχαίο δείγμα 55 μη κερδοσκοπικών οργανισμών προέκυψε μέση 
αξία εφάπαξ δωρεάς κατά το προηγούμενο έτος ύψους $75 με τυπική απόκλιση 
$9.

Α. Κατασκευάστε ένα 99% διάστημα εμπιστοσύνης για την μέση αξία των εφάπαξ
δωρεών του πληθυσμού των δωρητών.
Β. Ερμηνεύστε το διάστημα εμπιστοσύνης.



κανονικός πληθυσμός (Δεν αναφέρεται αλλά n=55>30)
τυπική απόκλιση γνωστή (9$)

75 $ n=55, α=1%







   

   

  

 

/2 0.005

1 0.005 0. 5

*

99

*σ σX  Z X  Z
n n

σ σX  Z X  Z
n n

975 2.58 75 3.13
55

71.87 78.13

α=0.01 α/2=0.005 1-α/2=0.995

Χത=

∄ τιμή

Αρχικά βήματα

2o Πρόβλημα Λύση



Είμαστε 99% βέβαιοι ότι το διάστημα 71.87 έως 78.13 ώρες θα περιέχει την
πραγματική τιμή της μέσης αξίας των εφάπαξ δωρεών του 
πληθυσμού των δωρητών.

 71.87 78.13

Εάν κατασκεύαζα 100 διαστήματα εμπιστοσύνης με μέγεθος δείγματος 55, με παρόμοια
χαρακτηριστικά, τα 99 από αυτά θα περιέχουν την πραγματική τιμή της μέσης αξίας των
εφάπαξ δωρεών του πληθυσμού των δωρητών.

2o Πρόβλημα Λύση



Διαστήματα Εμπιστοσύνης

Μέση τιμή
Πληθυσμού

σ Άγνωστο

Διαστήματα
Εμπιστοσύνης

Ποσοστό
Πληθυσμού

σ Γνωστό



Γνωρίζετε πραγματικά το σ;

• Πιθανόν όχι!

• Σε όλες σχεδόν τις πραγματικές επιχειρηματικές καταστάσεις, το σ δεν είναι 
γνωστό.

• Αν υπάρχει μια κατάσταση όπου το σ είναι γνωστό τότε το μ είναι επίσης 
γνωστό (δεδομένου ότι για να υπολογίσετε σ πρέπει να γνωρίζετε το μ).

• Εάν γνωρίζετε πραγματικά το μ, δεν θα χρειαζόταν να συγκεντρωθεί ένα δείγμα 
για να το εκτιμήσετε.



• Εάν η τυπική απόκλιση του πληθυσμού σ είναι άγνωστη, μπορούμε να την εκτιμήσουμε 
με την τυπική απόκλιση του δείγματος, S

• Αυτό εισάγει επιπλέον αβεβαιότητα, καθώς το S μεταβάλλεται από δείγμα σε δείγμα

• Χρησιμοποιούμε την κατανομή t αντί για την κανονική κατανομή

Διάστημα Εμπιστοσύνης για μ
(σ Άγνωστο) 



• Υποθέσεις
• Η τυπική απόκλιση του πληθυσμού είναι άγνωστη
• Ο πληθυσμός κατανέμεται κανονικά

• Εάν ο πληθυσμός δεν είναι κανονικός, χρησιμοποιήστε μεγάλο δείγμα (n> 30)

• Χρησιμοποιήστε την κατανομή Student t

• Εκτίμηση Διαστήματος Εμπιστοσύνης:

(όπου t*n-1,α είναι η κρίσιμη τιμή της κατανομής t με n -1 βαθμούς ελευθερίας και μια περιοχή α στη δεξιά ουρά) 

Διάστημα Εμπιστοσύνης για μ
(σ Άγνωστο) 

 1, / 2* n
SX t
n

(συνέχεια)

Εκτίμηση Σημείου ± (Κρίσιμη Τιμή)(Τυπικό Σφάλμα)



Κατανομή Student t

• Η t είναι μία κατανομή

• Η τιμή tα/2 εξαρτάται από τους βαθμούς 
ελευθερίας (degrees of freedom - df.)
• Ο αριθμός των παρατηρήσεων που είναι ελεύθερες να 
μεταβληθούν μετά τον υπολογισμό του μέσου του 
δείγματος

d.f. = n - 1



If the mean of these three 
values is 8.0, 
then X3 must be 9
(i.e., X3 is not free to vary)

Βαθμοί Ελευθερίας (df)

Εδώ, n = 3, έτσι βαθμοί ελευθερίας = n – 1 = 3 – 1 = 2

(2 τιμές μπορεί να είναι οποιοσδήποτε αριθμός, αλλά ο τρίτος δεν 
είναι ελεύθερος να μεταβάλλεται για έναν δεδομένο μέσο όρο)

Αν ο μέσος των τριών αριθμών είναι
8, τότε το Χ3 θα είναι 9 (δηλ. το Χ3

δεν μπορεί να μεταβάλλεται
ελεύθερα)

Ιδέα: Ο αριθμός των παρατηρήσεων που είναι ελεύθερες να 
μεταβληθούν μετά τον υπολογισμό του μέσου του 
δείγματος

Παράδειγμα: Υποθέστε ότι ο μέσος όρος 3 αριθμών είναι 8

Έστω X1 = 7

Έστω X2 = 8

X3;



Κατανομή Student t

t0

t  (df = 5)

t  (df = 13)
Οι κατανομές t είναι σε σχήμα 
καμπάνας και συμμετρικές, 
αλλά έχουν «παχύτερα» άκρα 
από τις κανονικές

Τυπική 
Κανονική Τιμή
(t με df = ∞)

Σημείωση: t      Z  όσο το n αυξάνεται



Κατανομή Student t
Σημείωση: t      Z  όσο το n αυξάνεται

Οι κατανομές t είναι σε σχήμα 
καμπάνας και συμμετρικές, 
αλλά έχουν «παχύτερα» άκρα 
από τις κανονικές



Πίνακας Student t

Περιοχή Άνω Άκρου

df .10 .05 .025

1 3.078 6.314 12.706

2 1.886

3 1.638 2.353 3.182

t0 2.920
Το σώμα του πίνακα 
περιέχει τιμές t, όχι 
πιθανότητες

Έστω: n = 3     
df = n - 1 = 2 

 = 0.05

4.3032.920

 = 0.05



Πίνακας Student t

Περιοχή Άνω Άκρου

df .10 .05 .025

1 3.078 6.314 12.706

2 1.886

3 1.638 2.353 3.182

Το σώμα του πίνακα 
περιέχει τιμές t, όχι 
πιθανότητες

4.3032.920

Έστω: n = 3     
df = n - 1 = 2 
α = 0.05

Αυτός ο Πίνακας θα
δοθεί στις εξετάσεις



Πίνακας Student t

Περιοχή Άνω & Κάτω Άκρου

df .10 .05 .025

1 3.078 6.314 12.706

2 1.886

3 1.638 2.353 3.182

t0
Το σώμα του πίνακα 
περιέχει τιμές t, όχι 
πιθανότητες

/2 = 0.05

Έστω: n = 3     
df = n - 1 = 2 

 = 0.10
/2 = 0.05

/2 = 0.05

2.920 4.303

Αυτός ο Πίνακας θα
δοθεί στις εξετάσεις
Αυτόν Χρησιμοποιούμε
για τα ΔΕ



Παράδειγμα Διαστήματος Εμπιστοσύνης
Κατανομής t

Ένα τυχαίο δείγμα n = 25 έχει         και S = 8. 
Δημιουργήστε ένα 95% διάστημα εμπιστοσύνης για το μ

• d.f. = n – 1 = 24 α=5%
• Κρίσιμη Τιμή  𝑡௡ିଵ,ఈ/ଶ

∗ ൌ 𝑡ଶସ,଴.଴ଶହ

𝑋ത=50 

Χത േ 𝑡௡ିଵ,௔ ଶൗ
𝑆
𝑛

Στο Διάστημα Εμπιστοσύνης χρησιμοποιώ Πίνακα της t με Δικατάληκτο
αλλά για α

0.05

Προσοχή ενώ ο τύπος γράφει α/2 στον Πίνακα θα αναζητήσω α!



Παράδειγμα Διαστήματος Εμπιστοσύνης Κατανομής t

Ένα τυχαίο δείγμα n = 25 έχει         και S = 8. 
Δημιουργήστε ένα 95% διάστημα εμπιστοσύνης για το μ

• d.f. = n – 1 = 24
• Κρίσιμη Τιμή 𝑡௡ିଵ,௔/ଶ ൌ 𝑡ଶସ,଴.଴ଶହ ൌ 𝑡ଶସ,଴.଴ହ

୼ఐ఑ ൌ 2.064

Το διάστημα εμπιστοσύνης είναι

46.7 ≤ μ ≤ 53.3

𝑋ത=50 

Είμαστε 95% βέβαιοι ότι το διάστημα 46.7 έως 53.3 ώρες θα περιέχει
την πραγματική τιμή της μέσης τιμής

Χത േ   𝑡௡ିଵ,ఈ/ଶ
∗ 𝑆

𝑛

ൌ 50 േ 2.064
8
25

Στο Διάστημα Εμπιστοσύνης χρησιμοποιώ Πίνακα της t
Δικατάληκτο αλλά για α



Παράδειγμα Διαστήματος Εμπιστοσύνης
t Κατανομή

• Η ερμηνεία αυτού του διαστήματος απαιτεί την υπόθεση ότι ο πληθυσμός από τον οποίο 
γίνεται η δειγματοληψία είναι περίπου μια κανονική κατανομή (ειδικά επειδή το n είναι 
μόνο 25).

• Η κατάσταση αυτή σε πραγματικά δεδομένα θα πρέπει να ελεγχθεί ( πχ με την δημιουργία 
ενός Διαγράμματος QQ  plot)

(συνέχεια)



1o Πρόβλημα

Ένα μηχάνημα κατασκευάζει μπαταρίες για ειδικές χρήσεις των οποίων ο χρόνος 
ζωής ακολουθεί, σύμφωνα με τις τεχνικές προδιαγραφές του μηχανήματος, 
κανονική κατανομή. Επειδή στις χρήσεις για τις οποίες
προορίζονται οι μπαταρίες ο χρόνος ζωής τους είναι ιδιαίτερα κρίσιμος, η
λειτουργία του μηχανήματος παρακολουθείται συνεχώς με δειγματοληπτικό έλεγχο 
του χρόνου ζωής των παραγόμενων μπαταριών. Από τυχαίο δείγμα 9 μπαταριών 
διαπιστώνεται ότι οι χρόνοι ζωής τους (σε ώρες ) είναι:

Με τη βοήθεια της πληροφορίας αυτής να εκτιμηθεί ένα 95% διάστημα
εμπιστοσύνης για το μέσο χρόνο ζωής του συνόλου των παραγόμενων μπαταριών.

16 18 22 20 21 20 16 22 25



Για να σχηματίσουμε το 95% διάστημα εμπιστοσύνης για το μέσο χρόνο ζωής των μπαταριών
Βρίσκουμε ότι η τιμή του δειγματικού μέσου είναι

9

1 1 16 18 ... 25 180 20
9 9 9

n

i i
i i

X X
x ώ

n
    

    
 

Δεδομένου ότι η πληθυσμιακή διακύμανση είναι άγνωστη, θα πρέπει να εκτιμηθεί από το δείγμα. 

Η δειγματική τυπική απόκλιση είναι

και, κατά συνέπεια, το τυπικό σφάλμα εκτίμησης της μέσης τιμής είναι

9
2 2

2 2 2
1 1

( ) ( )
(16 20) (18 20) ... (25 20) 2,958

1 9 1 8

n

i i
i i

X X X X
s

n
 

 
     

   
 

 

/ 2,958 / 9 0,986X s n   

𝛼 ൌ 0,05 → 𝑎 2 ൌ 0,025⁄



𝛼 ൌ 0,05 → 𝑎 2 ൌ 0,025⁄

95% Δ.Ε. για τη μέση τιμή (17.73,22.27)

Χത േ   𝑡௡ିଵ,ఈ/ଶ
∗ 𝑆

𝑛

Στο Διάστημα Εμπιστοσύνης χρησιμοποιώ Πίνακα της t με Δικατάληκτο αλλά για α

  𝑡௡ିଵ,ఈ/ଶ
∗ ൌ 𝑡଼,଴,଴ଶହ ൌ 2,306

Χത േ   𝑡௡ିଵ,ఈ/ଶ
∗ 𝑆

𝑛

20 േ2,306 ଶ,ଽହ଼
ଽ



Διαστήματα Εμπιστοσύνης

Μέση τιμή
Πληθυσμού

σ Άγνωστο

Διαστήματα 
Εμπιστοσύνης

Ποσοστό
Πληθυσμού

σ Γνωστό



Διαστήματα Εμπιστοσύνης για το Ποσοστό
Πληθυσμού, π

Μια εκτίμηση διαστήματος για το ποσοστό του 
πληθυσμού (π) μπορεί να υπολογιστεί με την 
προσθήκη μιας απαίτησης για αβεβαιότητα στο 
ποσοστό του δείγματος (p)



Διαστήματα Εμπιστοσύνης για το Ποσοστό
Πληθυσμού, π

• Θυμηθείτε ότι η κατανομή του ποσοστού του δείγματος είναι περίπου 
κανονική, εάν το μέγεθος του δείγματος είναι μεγάλο (np > 5 και n(1-p) > 5), 
με τυπική απόκλιση

• Θα χρησιμοποιήσουμε δείγματα δεδομένων:

(συνέχεια)

n
p)p(1

n
)(1σp

 




Άκρα Διαστήματος Εμπιστοσύνης

• Τα ανώτερα και κατώτερα όρια εμπιστοσύνης για το ποσοστό του 
πληθυσμού υπολογίζονται με τον μαθηματικό τύπο

• όπου
• Z*α/2 είναι η τυπική κανονική τιμή για το επιθυμητό επίπεδο 

εμπιστοσύνης
• p: είναι το ποσοστό του δείγματος
• n:     είναι το μέγεθος του δείγματος

• Σημείωση:  πρέπει να ισχύει np > 5 και n(1-p) > 5




 /2
p(1 p)p Z*

n



Παράδειγμα

• Ένα τυχαίο δείγμα 100 ατόμων δείχνει ότι τα 25 
είναι αριστερόχειρες

• Δημιουργήστε ένα διάστημα εμπιστοσύνης 95% 
για το πραγματικό ποσοστό των αριστερόχειρων



Παράδειγμα

Ένα τυχαίο δείγμα 100 ατόμων δείχνει ότι τα 25 είναι αριστερόχειρες. Δημιουργήστε ένα 
διάστημα εμπιστοσύνης 95% για το πραγματικό ποσοστό των αριστερόχειρων.





     

   



 

/2 0.025

1 0.025 0.975

0.975

p Z* p(1 p)/n p Z* p(1 p)/n

p Z p(1 p)/n=p Z p(1 p)/n

=25/100 Z 0.25(0.75)/100

25/100 1.96 0.25(0.75)/100 

0.3349   0.1651 
3)1.96(0.0430.25 






(συνέχεια)

np=100*25/100=25 > 5 
και n(1-p) > 5 (100*0,75=75>5)



Ερμηνεία

• Είμαστε 95% βέβαιοι ότι το διάστημα τιμών 16.51% έως 33.49% περιέχει το
πραγματικό ποσοστό των αριστερόχειρων στον πληθυσμό

• Αν και το διάστημα από 0.1651 έως 0.3349 μπορεί ή όχι να περιέχει το 
πραγματικό ποσοστό, το 95% των διαστημάτων που σχηματίζονται από δείγματα 
μεγέθους 100 με τον τρόπο αυτό θα περιέχουν το πραγματικό ποσοστό.



Πρόβλημα

Ο υπεύθυνος ποιοτικού ελέγχου μιας εταιρείας θέλει να εκτιμήσει το ποσοστό των ελαττωματικών 
συσκευασιών. Για το λόγο αυτόν επιλέγει ένα τυχαίο δείγμα 200 συσκευασιών και διαπιστώνει ότι 11 από αυτές
ήταν ελαττωματικές. Να εκτιμηθεί ένα 95% διάστημα εμπιστοσύνης για το ποσοστό των ελαττωματικών 
συσκευασιών.

Δίνεται ότι n = 200 και X = 11. 
Παρατηρούμε ότι και επομένως np=200*0,055=11 > 5 και n(1-p) > 5 (200*0,945=189)

το τυπικό σφάλμα εκτίμησης του ποσοστού είναι:

11/ 200 0,055p  

(1 ) 0,055 0,945 0,016
200 200p

p p   
  

1 െ 𝑝 ൌ 0.945



/2 0,025 1 /2 0,9751,96 1,96a aZ ή Z      

1 95% 5%    

Επομένως, τα άκρα του 95% διαστήματος εμπιστοσύνης για το ποσοστό των ελαττωματικών συσκευασιών είναι 
0.023 και 0.086. Είμαστε 95% βέβαιοι ότι το διάστημα 2,3% και 8,6% περιέχει την πραγματική τιμή του 
ποσοστού των ελαττωματικών συσκευασιών. 







     

    


 

/2 0.025

1 0.025 0.975

p Z* p(1 p)/n p Z* p(1 p)/n

p Z p(1 p)/n=p Z p(1 p)/n

0.055 1.96 0.055*0.945/200
0.023 0.086

11/ 200 0,055p  

ˆ1 0,945q p  



Διαφορά μέσης τιμής μ1-μ2 ,σ2 γνωστές
Κανονικοί πληθυσμοί Ανεξάρτητα δείγματα



 
  

/2

2 2
* 1 2

1 2
1 2

Z  X X
n n



Σε μία έρευνα οι ερευνητές θέλουν να ελέγξουν αν τα δεδομένα που συλλέχθηκαν παρέχουν επαρκή 
στατιστική ένδειξη διαφοράς στη μέση τιμή του ουρικού οξέος μεταξύ ατόμων χωρίς και με σύνδρομο 
Down. Τα δεδομένα αποτελούνται από 12 μετρήσεις σε άτομα με σύνδρομο Down και 15 χωρίς σύνδρομο 
Down. Οι μέσοι όροι για τα δύο δείγματα είναι αντίστοιχα, 3.4 mg/100ml και 4.5 mg/100ml ενώ οι 
πληθυσμιακές διασπορές είναι 1 και 1.5. Τα δεδομένα αποτελούν ανεξάρτητα δείγματα από κανονικούς 
πληθυσμούς. Να εκτιμηθεί ένα 95% διάστημα εμπιστοσύνης για τη διαφορά του ουρικού οξέος στους δύο 
πληθυσμούς

2 2
1 2

1 2Πλη
%
θυσμοί Κ
1.5, 1.0

, =α 1νο ,νικ
α

ο  n 5 nί =12
=5

  



 
   

/2

2 2
* 1 2

1 2
1 2

ZX X
n n

 
  

2 2
1 2

1 2 0,025
1 2

Z =X X
n n

   
     

2 2 2 2
1 2 1 2

1 2 1 0,025 1 2 0,975
1 2 1 2

Z  = Z  =X X X X
n n n n

  4.5 3.4 1.960.4282



Σε μία έρευνα οι ερευνητές θέλουν να ελέγξουν αν τα δεδομένα που συλλέχθηκαν παρέχουν επαρκή 
στατιστική ένδειξη διαφοράς στη μέση τιμή του ουρικού οξέος μεταξύ ατόμων χωρίς και με σύνδρομο 
Down. Τα δεδομένα αποτελούνται από 12 μετρήσεις σε άτομα με σύνδρομο Down και 15 χωρίς σύνδρομο 
Down. Οι μέσοι όροι για τα δύο δείγματα είναι αντίστοιχα, 3.4 mg/100ml και 4.5 mg/100ml ενώ οι 
πληθυσμιακές διασπορές είναι 1 και 1.5. Τα δεδομένα αποτελούν ανεξάρτητα δείγματα από κανονικούς 
πληθυσμούς. Να εκτιμηθεί ένα 95% διάστημα εμπιστοσύνης για τη διαφορά του ουρικού οξέος στους δύο 
πληθυσμούς

2 2
1 2

1 2Πλη
%
θυσμοί Κ
1.5, 1.0

, =α 1νο ,νικ
α

ο  n 5 nί =12
=5

  

95% Διάστημα εμπιστοσύνης για την διαφορά των πληθυσμιακών μέσων τιμών μ1-μ2 
(χωρίς σύνδρομο- με σύνδρομο Down) είναι (0.26,1.94)

Είμαστε 95% βέβαιοι ότι το διάστημα 0.26 έως 1.94 περιέχει την πραγματική μέση τιμή της διαφοράς του 
ουρικού οξέος στους δύο πληθυσμούς


