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Συµβολισµοί Τάξης Μεγέθους Ορισµοί

Συµβολισµός Ο

Ορισµός 1

O(g(n)) = {f | ∃c ∈ <+, ∃n0 ∈ N : ∀n ≥ n0, f(n) ≤ cg(n)}

little-o

o(g(n)) = {f | ∀c ∈ <+, ∃n0 ∈ N : ∀n ≥ n0, f(n) < cg(n)}

Ορισµός 2

O(g(n)) =
{

f | lim
n→∞

f(n)
g(n) = 0

}
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Συµβολισµοί Τάξης Μεγέθους Ορισµοί

Γραφική Παράσταση

f = O(g)

f(n)

cg(n)

n0
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Συµβολισµοί Τάξης Μεγέθους Ορισµοί

Παραδείγµατα

Π1

∆ίνονται f(n) = n3

2
και g(n) = 37n2 + 120n + 17. Να δειχθεί ότι g ∈ O(f(n)) και

f /∈ O(g(n)).

α) g ∈ O(f(n))

Βάσει του 1ου Ορισµού επιλέγουµε c = 1 και n0 = 78 και έχουµε

g(n) ≤ 1 · f(n)⇒ g ∈ O(f(n))

Βάσει του 2ου Ορισµού ισχύει ότι

lim
n→∞

g(n)
f(n) = lim

n→∞
37n2+120n+17

n3

2

= lim
n→∞

( 74

n
+ 240

n2 + 34

n3 ) = 0
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Συµβολισµοί Τάξης Μεγέθους Ορισµοί

Παραδείγµατα

β) f /∈ O(g(n))

Βάσει του 1ου Ορισµού, υποθέτουµε ότι f ∈ O(g(n)).

Τότε ∃c > 0, n0 ≥ 0 : ∀n ≥ n0

n3

2
≤ 37cn

2 + 120cn + 17c

n

2
≤ 37c +

120c

n
+

17c

n2
≤ 174 · c

Επειδή c σταθερά έχουµε
n

2
≤ 174 · c, ΄Ατοπο.

Βάσει του 2ου Ορισµού, παρατηρούµε ότι lim
n→∞

f(n)
g(n) =∞
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Συµβολισµοί Τάξης Μεγέθους Ορισµοί

Συµβολισµός Ω

Ορισµός 1

Ω(g(n)) = {f | ∃c ∈ <+, ∃n0 ∈ N : ∀n ≥ n0, f(n) ≥ cg(n)}

little-ω

ω(g(n)) = {f | ∀c ∈ <+, ∃n0 ∈ N : ∀n ≥ n0, f(n) > cg(n)}

Ορισµός 2

Ω(g(n)) =
{

f | lim
n→∞

f(n)
g(n) = +∞

}
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Συµβολισµοί Τάξης Μεγέθους Ορισµοί

Γραφική Παράσταση

f(n)

cg(n)

n0 n

f = Ω(g)
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Συµβολισµοί Τάξης Μεγέθους Ορισµοί

Παραδείγµατα

Π2

∆ίνονται f(n) = n2 και g(n) = n log n. Να δειχθεί ότι f ∈ Ω(g(n)) και g /∈
Ω(f(n)).

α) f ∈ Ω(g(n))

Βάσει του 1ου Ορισµού επιλέγουµε c = 1 και n0 = 2 και έχουµε

f(n) ≥ 1 · g(n)⇒ f ∈ Ω(g(n))

Από τον 2ου Ορισµό έχουµε ότι

lim
n→∞

f(n)
g(n) = lim

n→∞
n2

n log n
= lim

n→∞
n

log n
= lim

n→∞
nln2

lnn

L′Hopitâl
= lim

n→∞
ln2

1/n
=∞
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Συµβολισµοί Τάξης Μεγέθους Ορισµοί

Παραδείγµατα

β) g /∈ Ω(f(n))

Ο 2ος Ορισµός µας δίνει ότι lim
n→∞

g(n)
f(n) → 0, οπότε ισχύει

Βάσει του 1ου Ορισµού, υποθέτουµε ότι g ∈ Ω(f(n)).

Τότε ∃c > 0, n0 ≥ 0 : ∀n ≥ n0

n log n ≥ c · n2

log n ≥ c · n ΄Ατοπο
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Συµβολισµοί Τάξης Μεγέθους Ορισµοί

Συµβολισµός Θ

Ορισµός 1

Θ(g(n)) = {f | ∃c1 ∈ <+, c2 ∈ <+, ∃n0 ∈ N : ∀n ≥ n0, c1g(n) ≤ f(n) ≤
c2g(n)}

Ορισµός 2

Θ(g(n)) =
{

f | lim
n→∞

f(n)
g(n) = c ∈ <+

}
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Συµβολισµοί Τάξης Μεγέθους Ορισµοί

Γραφική Παράσταση

f(n)

c1g(n)

n0 n

f = Θ(g)

c2g(n)
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Συµβολισµοί Τάξης Μεγέθους Ορισµοί

Ενδεικτικές Ιδιότητες

Θεώρηµα

Για οποιεσδήποτε δύο συναρτήσεις f(n), g(n) ισχύει ότι f(n) = Θ(g(n)) αν και

µόνο αν f(n) = O(g(n)) και f(n) = Ω(g(n)).

Μεταβατική

f(n) = Θ(g(n)) & g(n) = Θ(h(n)) ⇒ f(n) = Θ(h(n))

f(n) = Ω(g(n)) & g(n) = Ω(h(n)) ⇒ f(n) = Ω(h(n))

f(n) = O(g(n)) & g(n) = O(h(n)) ⇒ f(n) = O(h(n))

Συµµετρική και Αντίστροφη Συµµετρική

f(n) = Θ(g(n)) αν και µόνο αν g(n) = Θ(f(n))

f(n) = O(g(n)) αν και µόνο αν g(n) = Ω(f(n))
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Συµβολισµοί Τάξης Μεγέθους Ορισµοί

Παραδείγµατα

Παράδειγµα 3

Να δείξετε ότι δεν ισχύουν οι ακόλουθες προτάσεις :

1 f(n) = O(g(n))⇒ g(n) = O(f(n))

2 f(n) + g(n) = Θ(min (f(n), g(n)))

3 f(n) = O(g(n))⇒ 2f(n) = O(2g(n))

4 f(n) = O((f(n))2)

5 f(n) = O(f(n/2))

1

2

3

4

5
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Συµβολισµοί Τάξης Μεγέθους Ορισµοί

Παραδείγµατα

Παράδειγµα 3

Να δείξετε ότι δεν ισχύουν οι ακόλουθες προτάσεις :

1 f(n) = O(g(n))⇒ g(n) = O(f(n))

2 f(n) + g(n) = Θ(min (f(n), g(n)))

3 f(n) = O(g(n))⇒ 2f(n) = O(2g(n))

4 f(n) = O((f(n))2)

5 f(n) = O(f(n/2))

1 Για f(n) = n και g(n) = n2 η πρόταση δεν

ισχύει

2

3

4

5
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3 f(n) = O(g(n))⇒ 2f(n) = O(2g(n))

4 f(n) = O((f(n))2)

5 f(n) = O(f(n/2))

1

2 Για f(n) = n και g(n) = 1 η πρόταση δεν

ισχύει

3

4

5
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Παραδείγµατα

Παράδειγµα 3

Να δείξετε ότι δεν ισχύουν οι ακόλουθες προτάσεις :

1 f(n) = O(g(n))⇒ g(n) = O(f(n))

2 f(n) + g(n) = Θ(min (f(n), g(n)))

3 f(n) = O(g(n))⇒ 2f(n) = O(2g(n))

4 f(n) = O((f(n))2)

5 f(n) = O(f(n/2))

1

2

3 Για f(n) = 2n και g(n) = n ισχύει ότι

f(n) = O(g(n)), αλλά 22n 6= O(2n)

4

5
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4 f(n) = O((f(n))2)

5 f(n) = O(f(n/2))

1

2

3

4 Για f(n) = 1/n δεν ισχύει η πρόταση

5
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Συµβολισµοί Τάξης Μεγέθους Ορισµοί

Παραδείγµατα

Παράδειγµα 3

Να δείξετε ότι δεν ισχύουν οι ακόλουθες προτάσεις :

1 f(n) = O(g(n))⇒ g(n) = O(f(n))

2 f(n) + g(n) = Θ(min (f(n), g(n)))

3 f(n) = O(g(n))⇒ 2f(n) = O(2g(n))

4 f(n) = O((f(n))2)

5 f(n) = O(f(n/2))

1

2

3

4

5 Για f(n) = 22n δεν ισχύει η πρόταση. Η

g(n) = f(n/2) = 2n και 22n 6= O(2n)

Γιώργος Ζώης (ΟΠΑ & UPMC) Αν. Αλγορίθµων και ∆οµές ∆εδοµένων Οκτώβριος 2014 15 / 30



Αθροίσµατα και Συναρτήσεις

Σκιαγράφηση

1 Συµβολισµοί Τάξης Μεγέθους

Ορισµοί

2 Αθροίσµατα και Συναρτήσεις

Αθροίσµατα

Συναρτήσεις

Ιεράρχηση

3 Αναδροµικές συναρτήσεις
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Αθροίσµατα και Συναρτήσεις Αθροίσµατα

Σειρές και Γινόµενα

Αριθµητικές Σειρές

n−1∑
k=1

k = 1 + . . .+ n− 1 = n(n−1)
2

=
(

n

2

)
= Θ(n2) (Απόδειξη ;)

n∑
k=1

k2 = n(n+1)(2n+1)
6

Γεωµετρικές Σειρές

n∑
k=1

xk = 1 + x + x2 + . . .+ xn = xn−1

x−1

Για |x| < 1,

∞∑
k=0

xk = 1

1−x
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Αθροίσµατα και Συναρτήσεις Αθροίσµατα

Σειρές και Γινόµενα

Αρµονική Σειρά

Hn = 1 + 1

2
+ 1

3
+ . . .+ 1

n
=

n∑
k=1

1

k
= ln n + O(1). (Απόδειξη ;)

Τηλεσκοπικές Σειρές και Γινόµενα

n−1∑
k=0

(ak − ak+1) = a0 − an

n∏
k=1

ak , log
( n∏

k=1

ak

)
=

n∑
k=1

log ak
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Αθροίσµατα και Συναρτήσεις Συναρτήσεις

Πολυωνυµικές και Λογαριθµικές Συναρτήσεις

Πολυωνυµικές Συναρτήσεις

p(n) =
k∑

i=0

ain
i , όπου ai , i = 0, 1, . . . , k οι συντελεστές του πολυωνύµου

και ak 6= 0

f(n) = O(nk), όπου k ϑετική σταθερά.

Λογαριθµικές Συναρτήσεις

log n = log2 n

ln n = loge n

logk n = (log n)k

log log n = log (log n)

f(n) = O(logk n), όπου k ϑετική σταθερά.
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Αθροίσµατα και Συναρτήσεις Συναρτήσεις

Πολυωνυµικές και Λογαριθµικές Συναρτήσεις
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Αθροίσµατα και Συναρτήσεις Συναρτήσεις

Εκθετικές και Παραγοντικές Συναρτήσεις

Εκθετικές Συναρτήσεις

2n και cn, c > 1

f(n) = O(cn).

Παραγοντικές Συναρτήσεις

n! =

{
1, αν n = 0

n · (n− 1)!, αν n > 0

f(n) = 1 · 2 · 3 · · · n
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Αθροίσµατα και Συναρτήσεις Συναρτήσεις

Εκθετικές και Παραγοντικές Συναρτήσεις

Παραγοντικές Συναρτήσεις

n! =

{
1, αν n = 0

n · (n− 1)!, αν n > 0

f(n) = 1 · 2 · 3 · · · n

΄Ανω ϕράγµα για το παραγοντικό

Παρατηρούµε ότι n! < nn

n! = O(nn)

n! = Ω(2n)

log(n!) = Θ(n log n)

Χρήσιµος τύπος (Stirling’s approximation): n! =
√

2πn
(

n

e

)n
(

1 + Θ
(

1

n

))
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Αθροίσµατα και Συναρτήσεις Συναρτήσεις

Παραδείγµατα

Π5

Να δείξετε ότι log (n!) = Θ(n log n)

1 ∆είχνουµε ότι log (n!) = O(n log n).

2 ∆είχνουµε ότι log (n!) = Ω(n log n).
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Αθροίσµατα και Συναρτήσεις Συναρτήσεις

Παραδείγµατα

Π5

Να δείξετε ότι log (n!) = Θ(n log n)

1 ∆είχνουµε ότι log (n!) = O(n log n).

Επιλέγουµε n0 = 2 και c = 1 και για κάθε

n ≥ 2 έχουµε

log (n!) = log (1 · 2 · . . . · n) = log 1 + log 2 + . . .+ log n

= log 2 + . . .+ log n ≤ (n− 1) log n

< n log n

2 ∆είχνουµε ότι log (n!) = Ω(n log n).
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Αθροίσµατα και Συναρτήσεις Συναρτήσεις

Παραδείγµατα

Π5

Να δείξετε ότι log (n!) = Θ(n log n)

1 ∆είχνουµε ότι log (n!) = O(n log n).

2 ∆είχνουµε ότι log (n!) = Ω(n log n).

Επιλέγουµε n0 = 4 και c = 1/4 και για κάθε

n ≥ 4 έχουµε

log (n!) = log

(
1 · . . . · n

2
·
(n

2
+ 1
)
· . . . ·

(n

2
+

n

2

))
≥ log

((n

2
+ 1
)
· . . . ·

(n

2
+

n

2

))
≥ n

2
log

n

2
≥ n

4
log n
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Αθροίσµατα και Συναρτήσεις Συναρτήσεις

Παραδείγµατα

Π6

Για ποια από τα παρακάτω Ϲεύγη συναρτήσεων ισχύει ότι f(n) ∈ O(g(n));

1 f(n) =
√

n και g(n) = 1000n

2 f(n) = log10 n και g(n) = log2 n

3 f(n) = 3
√

n και g(n) =
√

n

4 f(n) = n2 και g(n) = n log n

5 f(n) = 111n2 − 55n + 2 και g(n) = n2

6 f(n) = n log n +
√

n και g(n) = n log2 n

7
1+
√

5

3
και g(n) = n1/ log n

8 f(n) = n! και g(n) = 22n

9 f(n) = log? log n και g(n) = log2 n

Απάντηση. ΄Ολα εκτός από το 4.
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Αθροίσµατα και Συναρτήσεις Ιεράρχηση

Ιεράρχηση Συναρτήσεων

O(1) < O(log
?

n) < O(log
k

n) < O(
√

n)

< O(n) < O(n log n) < O(n
2) < . . . < O(p(n))

< O(c
n) < O(n!) < O(n

n)

΄Οπου

log
?

n =

{
0, αν n ≤ 1

1 + log? (log n), αν n > 1

η συνάρτηση του επαναληπτικού λογαρίθµου.
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Αθροίσµατα και Συναρτήσεις Ιεράρχηση

Επισκόπηση συνήθων χρόνων εκτέλεσης αλγορίθµων

Υπογραµµικός χρόνος: ∆υαδική Αναζήτηση (O(?)).

Γραµµικός χρόνος, O(n): εύρεση µεγίστου, εύρεση ελαχίστου,

συγχώνευση ταξινοµηµένων λιστών.

O(n log n): ταξινόµηση n ακεραίων.

O(n2): ∆ίνονται n σηµεία στο επίπεδο και Ϲητείται το Ϲεύγος µε τη

µικρότερη ευκλείδια απόσταση (Γίνεται και γρηγορότερα;)
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Αθροίσµατα και Συναρτήσεις Ιεράρχηση

Επισκόπηση συνήθων χρόνων εκτέλεσης αλγορίθµων

O(n3): ∆ίνονται n σύνολα, S1, S2, . . . , Sn, Si ⊆ {1, 2, . . . , n}, και Ϲητάµε να

ϐρούµε αν υπάρχουν 2 υποσύνολα ξένα µεταξύ τους.

O(nk): Για προκαθορισµένη σταθερά k , ϑέλουµε να ϐρούµε αν ένα δοθέν

γράφηµα G µε n κορυφές έχει ανεξάρτητο σύνολο µεγέθους k .

Εκθετικός, Παραγοντικός, O(2n),O(n!): ∆ίνεται γράφηµα G και ϑέλουµε

να ϐρούµε το µέγιστο ανεξάρτητο σύνολο (maximum independent set),

διατάξεις n αντικειµένων- το πρόβληµα του Περιοδεύοντος Πωλητή (TSP).
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Αναδροµικές συναρτήσεις

Σκιαγράφηση

1 Συµβολισµοί Τάξης Μεγέθους

Ορισµοί

2 Αθροίσµατα και Συναρτήσεις

Αθροίσµατα

Συναρτήσεις

Ιεράρχηση

3 Αναδροµικές συναρτήσεις
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Αναδροµικές συναρτήσεις

Αναδροµές

Αντικάτασταση - Επαγωγή

Master Theorem

Γιώργος Ζώης (ΟΠΑ & UPMC) Αν. Αλγορίθµων και ∆οµές ∆εδοµένων Οκτώβριος 2014 27 / 30



Αναδροµικές συναρτήσεις

Master Theorem

Η f(n) είναι πολυωνυµική συνάρτηση

Αν T(n) = aT( n

b
) + O(nd), για σταθερές a > 0, b > 1 και d ≥ 1 τότε

T(n) =


Θ(nlogb a), αν a > bd

Θ(nd log n), αν a = bd ,

Θ(nd), αν a < bd
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Αναδροµικές συναρτήσεις

Απόδειξη
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Αναδροµικές συναρτήσεις

Παραδείγµατα

Π7

∆ώστε τα ασυµπτωτικά άνω και κάτω ϕράγµατα για κάθε µία από τις ακόλουθες

αναδροµικές εξισώσεις :

1 T(n) = 2T(n/2) + O(n)

2 T(n) = 16T(n/4) + n2

3 T(n) = T(n− 1) + 3

4 T(n) = 7T(n/2) + n2
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