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Ε7  Βελτιστοποίηση στην Κατανάλωση 
Θεωρούµε ότι η χρησιµότητα που αποφέρει η κατανάλωση αγαθών είναι κάποια συνάρτηση 
των ποσοτήτων κατανάλωσης. Θα αναφερθούµε σε ορισµένες απλές συναρτήσεις 
χρησιµότητας µε ιδιαίτερα χαρακτηριστικά, όπως είναι οι γραµµικές, οι λογαριθµικές τύπου 
Cobb-Douglas ή τύπου Stone-Geary, οι τύπου Leontief, οι ηµιγραµµικές, οι οµογενείς και 
γενικότερα οι οµοθετικές. Λύνοντας το πρόβληµα µεγιστοποίησης της χρησιµότητας 
βρίσκουµε την κανονική ζήτηση αγαθών κατά Marshall, ως συνάρτηση των τιµών τους και 
του διαθέσιµου εισοδήµατος η οποία µπορεί να εκφράζεται σε χρήµα ή σε κατοχή αγαθών 
προς ανταλλαγή. Από τις ιδιότητες αυτών των συναρτήσεων προκύπτουν διάφοροι 
χαρακτηρισµοί των αγαθών όπως: κανονικό-κατώτερο, αναγκαίο-πολυτελείας, συνηθισµένο-
Giffen, υποκατάστατο-συµπληρωµατικό. Το συµµετρικό του προβλήµατος µεγιστοποίησης 
της χρησιµότητας αφορά την ελαχιστοποίηση της δαπάνης. Μας δίνει την αντισταθµισµένη 
ζήτηση αγαθών κατά Hicks, ως συνάρτηση των τιµών τους και της επιδιωκόµενης 
χρησιµότητας. Βασικό χαρακτηριστικό των παραπάνω δύο προβληµάτων βελτιστοποίησης 
είναι η δυνατότητα υποκατάστασης µεταξύ των αγαθών στη χρησιµότητα και στη δαπάνη. Σε 
επόµενη ενότητα εξετάζουµε αντίστοιχα προβλήµατα στην παραγωγή µε δυνατότητα 
υποκατάστασης µεταξύ συντελεστών παραγωγής. Η µαθηµατική αντιστοιχία µεταξύ των δύο 
θεωριών επιτρέπει την µεταφορά των αποτελεσµάτων από το ένα πλαίσιο στο άλλο. 

1. Εισοδηµατικός περιορισµός. Υποθέτοντας ανταγωνιστικές συνθήκες στην αγορά αγαθών 
µε την έννοια ότι οι µοναδιαίες τιµές τους είναι εξωγενώς καθορισµένες και δεν επηρεάζονται 
από την ζήτηση, το κόστος κατανάλωσης δύο αγαθών σε ποσότητες  µε µοναδιαίες 
τιµές , θα είναι: 

{X,Y}
{v,w}

C vX wY= +  
Αν το διαθέσιµο εισόδηµα προς κατανάλωση είναι , τότε οι επιτρεπτοί ή εφικτοί 
συνδυασµοί κατανάλωσης είναι αυτοί που ικανοποιούν την ανισότητα: 

c

C vX wY c= + ≤   µε  X 0, Y 0≥ ≥
Όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα τα αντίστοιχα σηµεία ορίζουν µια τριγωνική περιοχή 
του επιπέδου που είναι η κάτω σταθµική της αντίστοιχης ευθείας ισοκόστους (isocost): 

C vX wY c= + =  µε κλίση vm
w

= −   

Καλείται και περιοχή κατανάλωσης. Ο ρυθµός υποκατάστασης µεταξύ των αγαθών µε 
διατήρηση του κόστους  είναι σταθερός ίσος µε την κλίση της ευθείας ισοκόστους: 

 dY v
dX w

= −  

Θα χρησιµοποιούµε και τον όρο εισοδηµατικός περιορισµός (budget constraint), για να 
περιγράψουµε είτε την περιοχή κατανάλωσης είτε τον εισοδηµατικό περιορισµό. Έχουµε τις 
παρακάτω ιδιότητες: 
1. Όταν αυξάνει το εισόδηµα  η ευθεία ισοκόστους µετατοπίζεται παράλληλα στον εαυτό 
της προς τα έξω. Η περιοχή κατανάλωσης µεγαλώνει. 

c

2. Όταν αυξάνει η τιµή  του αγαθού  στον οριζόντιο άξονα, τότε η κλίση της µεγαλώνει 
καθώς περιστρέφεται περί το σηµείο τοµής µε τον κατακόρυφο άξονα. Η περιοχή  
κατανάλωσης µικραίνει. 

v X
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3. Όταν αυξάνει η τιµή  του αγαθού  στον κατακόρυφο άξονα, τότε  η κλίση της 
µικραίνει καθώς περιστρέφεται περί το σηµείο τοµής µε τον οριζόντιο άξονα. Η περιοχή 
κατανάλωσης µικραίνει. 

w Y

 

 
                    

εισοδηµατικός περιορισµός: C vX wY c= + ≤  
  
2. Μεγιστοποίηση χρησιµότητας. Θεωρούµε δύο αγαθά  µε µοναδιαίες τιµές  
και υποθέτουµε ότι η κατανάλωσή τους αποφέρει χρησιµότητα 

{X,Y} {v,w}
U U(X,Y)=  µε κόστος 

.  Το βασικό πρόβληµα βελτιστοποίησης στην κατανάλωση αφορά την 
µεγιστοποίηση της χρησιµότητας µε περιορισµό στο κόστος: 
C vX wY= +

 
{X,Y}
max{U U(X,Y) C vX wY c}= = +  ≤

=

Υποθέτοντας την συνάρτηση χρησιµότητας γνήσια αύξουσα, η βέλτιστη κατανάλωση θα 
εξαντλήσει τον εισοδηµατικό περιορισµό του κόστους και έτσι θα βρούµε την ίδια λύση αν 
στον περιορισµό αντικαταστήσουµε την ανισότητα µε ισότητα: 

{X,Y}
max{U U(X,Y) C vX wY c}= = +  

Η λύση του προβλήµατος βρίσκεται στο σηµείο του εισοδηµατικού περιορισµού που 
συναντάει την ισοσταθµική µε την υψηλότερη χρησιµότητα. Γενικά  η λύση θα είναι 
εσωτερική όπως στο πρώτο γράφηµα του παρακάτω σχήµατος οπότε και θα είναι 
περιορισµένη στάσιµη: 

 
X X X

Y Y Y

U C U v
U C U w
C c vX wY c

⎫ ⎫= =⎪ ⎪⇒⎬ ⎬
⎪ ⎪= +⎭ ⎭=

 

 

 
εσωτερική και συνοριακή κατανάλωση 

  
Σε ειδικές περιπτώσεις η λύση θα είναι συνοριακή. Αυτό συµβαίνει όταν οι µοναδιαίες τιµές 
είναι ακραίες όπως στο δεύτερο γράφηµα ή όταν η συνάρτηση χρησιµότητας δεν είναι 
κανονική, π.χ. είναι οιονεί κυρτή αντί για οιονεί κοίλη, όπως στο τρίτο γράφηµα. Αυτό το 
τελευταίο εµφανίζεται όταν δύο αγαθά είναι ασυµβίβαστα και δεν συνδυάζονται οπότε 
υπάρχει προτίµηση για ακραίους συνδυασµούς, παρά για ενδιάµεσους, δηλαδή υπάρχει 
προτίµηση για κατανάλωση µόνο του ενός ή µόνο του άλλου. Σαν συνέπεια η συνάρτηση 

w ↑  v ↑  c ↑  
Y

X  X

YY  

X  

YYY  

X  XX  

U′  U′  

U′  
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χρησιµότητας θα έχει χαµηλότερες τιµές στους ενδιάµεσους συνδυασµούς, δηλαδή θα είναι 
οιονεί κυρτή αντί να είναι οιονεί κοίλη, οπότε η στάσιµη λύση Lagrange δίνει ελάχιστη 
χρησιµότητα όπως φαίνεται στο τρίτο γράφηµα, και το µέγιστο θα βρίσκεται στο σύνορο 
όπου θα καταναλώνεται µόνο το ένα αγαθό. 

 
Στη συνέχεια θα εξετάσουµε τη βέλτιστη κατανάλωση για τρεις χαρακτηριστικούς τύπους 
συνάρτησης χρησιµότητας: 
1. : γραµµική U αX βY= +

2. : λογαριθµική Cobb-Douglas (C-D)  α βU ln X Y α ln X β ln Y= = +
3. :  Leontief   U min{αX, βY}=
Όπως φαίνεται και στα γραφήµατα του παρακάτω σχήµατος, είναι όλες τους οιονεί κοίλες και 
εφόσον ο περιορισµός είναι γραµµικός το περιορισµένο στάσιµο θα δίνει ολικό µέγιστο. Οι 
συντελεστές  είναι γνήσια θετικοί.  {α,β}

Y  Y Y

 
                         γραµµική                   Cobb-Douglas                      Leontief 

µεγιστοποίηση χρησιµότητας: 
{X,Y}
max{U U(X,Y) C vX wY c}= = + =  

 
Παρατήρηση. Υπενθυµίζουµε ότι θα βρούµε τις ίδιες λύσεις αν αντί των παραπάνω 
χρησιµοποιήσουµε διατακτικά ισοδύναµες συναρτήσεις. Π.χ. αντί της γραµµικής, τις 
συναρτήσεις: 
 ,… 2αX βY γ, (αX βY) , ln(αX βY)+ + + +
αντί της C-D τις συναρτήσεις: 
 α β α β s sα sβAX Y , (X Y ) X Y=  
κλπ. Ειδικά, αυτό µας επιτρέπει να υποθέσουµε ότι οι δύο συντελεστές   αθροίζουν σε 1: {α,β}
  α β 1+ =
διότι σε κάθε περίπτωση µπορούµε να πολλαπλασιάσουµε τις συναρτήσεις µε 1/(α β)+ . 
∆ηλαδή µπορούµε να θεωρήσουµε τους δύο συντελεστές ως βάρη όσον αφορά την προτίµηση 
στα δύο αγαθά. 

 
3. Γραµµική χρησιµότητα:   U αX βY= +
Χαρακτηρίζεται από σταθερό ρυθµό υποκατάστασης µεταξύ των αγαθών στη χρησιµότητα: 

 dY αU αX βY u dU αdX βdY 0
dX β

= + = ⇒ = + = ⇒ = −  

∆ηλαδή,  µονάδες του αγαθού υποκαθιστούν πάντοτε  µονάδες του αγαθού. Λέµε 
ότι τα δύο αγαθά είναι τέλεια υποκατάστατα (perfect substitutes) στην κατανάλωση. Όπως 
φαίνεται και στο πρώτο γράφηµα του παραπάνω σχήµατος η λύση θα είναι γενικά συνοριακή 
οπότε δεν µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τις εξισώσεις Lagrange. Μπορούµε να 
χρησιµοποιήσουµε τις συνθήκες Kuhn-Tucker ή να βρούµε τη λύση απευθείας 

β X − α Y −

αX βY=  U′

U′  2A  
U′  

U′  
XX  X  

1A  
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αντικαθιστώντας από τον περιορισµό. Εναλλακτικά µπορούµε να βρούµε την λύση γραφικά 
ως την κορυφή µε την µεγαλύτερη χρησιµότητα. Υπολογίζουµε πρώτα την χρησιµότητα στις 
δύο κορυφές: 

 1 1 1 1
c αA : X , Y 0 U c
v v

⎧ ⎫= = ⇒ =⎨ ⎬
⎩ ⎭

     2 2 2 1
c βA : X 0, Y U c
w w

⎧ ⎫= = ⇒ =⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

Η λύση θα είναι: 

 1 1 1 2 2 2
c v w c wA : X , Y 0 αν , A : X 0, Y αν
v α β w β α

⎧ ⎫ ⎧
= = ≤ = = ≤⎨ ⎬ ⎨

⎩ ⎭ ⎩

v ⎫
⎬
⎭

 

∆ηλαδή προτιµούµε το αγαθό που είναι σχετικά φθηνότερο παίρνοντας δηλαδή υπόψη και το 
σχετικό βάρος όσον αφορά την προτίµηση.  

4. Λογαριθµική χρησιµότητα τύπου Cobb-Douglas (C-D): 
  α βU ln X Y α ln X β ln Y= = +
Όπως φαίνεται στο δεύτερο γράφηµα του παραπάνω σχήµατος οι καµπύλες αδιαφορίας είναι 
υπερβολικές, και χαρακτηρίζονται από σταθερό ποσοστιαίο ρυθµό υποκατάστασης µεταξύ 
των αγαθών. Πράγµατι, οι επιµέρους ελαστικότητες είναι σταθερές αντίστοιχα, οπότε 
για σταθερή χρησιµότητα βρίσκουµε: 

{α,β}

α β %dY αU ln X Y u %dU α(%dX) β(%dY) 0
%dX β

= = ⇒ = + = ⇒ = −  

∆ηλαδή,  του β% X − αγαθού υποκαθιστά πάντοτε  του α% Y − αγαθού, οριακά. Όπως 
φαίνεται και στο δεύτερο γράφηµα του παραπάνω σχήµατος η λύση θα είναι πάντοτε 
εσωτερική και εποµένως περιορισµένη στάσιµη. Οι εξισώσεις Lagrange µας δίνουν τη λύση: 

      
X

Y

U v αY v
U w βX w

vX wY cC c

⎫ ⎫= =⎪ ⎪⇒⎬ ⎬
⎪ ⎪+ == ⎭⎭

  α c β cx , y
α β v α β w

⇒ = =
+ +

  

Παρατηρούµε ότι ανεξάρτητα των µοναδιαίων τιµών τους, η δαπάνη για το κάθε αγαθό είναι 
µια σταθερή αναλογία της συνολικής δαπάνης, σε αντιστοιχία µε τα βάρη προτίµησης: 

α β vx αvx c, wy c
α β α β wy β

= = ⇒
+ +

=   . 

5. Χρησιµότητα τύπου Leontief: U min{αX, βY}=  
Όπως διαπιστώνουµε από το τρίτο γράφηµα καµπύλων αδιαφορίας του παραπάνω σχήµατος, 
τώρα δεν υπάρχει υποκατάσταση µεταξύ των δύο αγαθών. Τα αγαθά καταναλώνονται στη 
σταθερή αναλογία που δίνεται από τη σχέση: 

 Y ααX βY
X β

= ⇒ =  

Οτιδήποτε περίσσευµα του ενός ή του άλλου αγαθού δεν προσφέρει επιπλέον χρησιµότητα. 
Λέµε ότι τα δύο αγαθά είναι τέλεια συµπληρώµατα (perfect complements). Αναλυτικά η λύση 
µπορεί να βρεθεί µε αντικατάσταση χρησιµοποιώντας την τµηµατικά ορισµένη συνάρτηση 
χρησιµότητας. Γραφικά, όπως διαπιστώνουµε στο τρίτο γράφηµα του παραπάνω σχήµατος, η 
λύση βρίσκεται πάντοτε στην κορυφή όπου ο εισοδηµατικός περιορισµός κόβει την 
παραπάνω ευθεία: 

β α{vX wY c & αX βY} x c, y c
βv αw βv αw

+ = = ⇒ = =
+ +

   

Τώρα το ποσοστό της δαπάνης για το κάθε αγαθό αυξάνει µε την τιµή του. Μάλιστα ο λόγος 
των αντίστοιχων δαπανών είναι:  

 vx βv
wy αw

=  
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6. Κανονική ζήτηση κατά Marshall. Θεωρούµε το πρόβληµα µεγιστοποίησης της 
χρησιµότητας µε εισοδηµατικό περιορισµό: 
   

{X,Y}
max{U U(X,Y) C vX wY c}= = + =

Στην παραπάνω γενική µορφή του προβλήµατος εµφανίζονται τρεις παράµετροι  που 
εκφράζουν τις µοναδιαίες τιµές των αγαθών και το διαθέσιµο εισόδηµα. Λύνοντας το 
παραπάνω πρόβληµα βελτιστοποίησης, π.χ. µε απλή αντικατάσταση από τον περιορισµό ή µε 
την µέθοδο Lagrange, θα βρούµε τις βέλτιστες ποσότητες κατανάλωσης ως συναρτήσεις των 
παραµέτρων: 

{v,w,c}

 κανονικές συναρτήσεις ζήτησης (κατά Marshall)  
x x(v,w,c)
y y(v,w,c)
= ⎫

⎬
= ⎭

Είναι οι συναρτήσεις ζήτησης των δύο αγαθών εκφρασµένες µέσω των τιµών τους και της δαπάνης 
του διαθέσιµου εισοδήµατος. Παρατηρούµε ότι: 
Οι κανονικές συναρτήσεις ζήτησης είναι οµογενείς µηδενικού βαθµού ως προς τις τρεις 
παραµέτρους δηλαδή εξαρτώνται µόνο από τους λόγους: . Λέµε ότι δεν υπάρχει 
ψευδαίσθηση χρήµατος. 

{v / c, w / c}

Απόδειξη. Για εσωτερικές λύσεις το παραπάνω συµπέρασµα είναι άµεση συνέπεια των 
εξισώσεων περιορισµένης στασιµότητας. Γενικώτερα, παρατηρούµε ότι αν 
πολλαπλασιάσουµε και τις τρεις παραµέτρους µε τον ίδιο συντελεστή, ο περιορισµός θα 
µείνει ο ίδιος: 
  vX wY c (tv)X (tw)Y (tc)+ ≤ ⇔ + ≤
Εποµένως η λύση δεν θα µεταβληθεί, που είναι το ζητούµενο.  

 
7. Τροχιές ανάπτυξης. Στη συνέχεια θα εξετάσουµε την εξάρτηση της ζήτησης από την κάθε 
παράµετρο. Καθώς µια από τις παραµέτρους  µεταβάλλεται, η ευθεία του 
εισοδηµατικού περιορισµού µετακινείται και ο καταναλωτής αντιµετωπίζει καινούργιους 
συνδυασµούς αγαθών µεταξύ των οποίων καλείται να επιλέξει αυτόν µε την µεγαλύτερη 
χρησιµότητα. Στο παρακάτω σχήµα δείχνουµε τα εξής: 

{v,w,c}

1. Στο πρώτο γράφηµα ο εισοδηµατικός περιορισµός µετατοπίζεται παράλληλα προς τον 
εαυτό του όταν αυξάνει µόνο το εισόδηµα c . 
2. Στο δεύτερο γράφηµα ο εισοδηµατικός περιορισµός περιστρέφεται προς µεγαλύτερη κλίση 
καθώς αυξάνει µόνο η τιµή  του αγαθού στον οριζόντιο άξονα  v
3. Στο τρίτο γράφηµα ο εισοδηµατικός περιορισµός περιστρέφεται προς µικρότερη κλίση 
καθώς αυξάνει µόνο η τιµή  του αγαθού στον κατακόρυφο άξονα.  w
Σε κάθε περίπτωση η λύση ορίζει ένα σηµείο  στον εισοδηµατικό περιορισµό, και 
καθώς µια παράµετρος µεταβάλλεται το σηµείο αυτό µετακινείται στο επίπεδο σχηµατίζοντας 
µια τροχιά η οποία καλείται τροχιά ανάπτυξης. 

(x,y)

Y  Y Y
v ↑c ↑   

0c / w  

X  

 
τροχιές ανάπτυξης 

 

X  X
0c / v  0c / v  

w ↑  
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Στα γραφήµατα του παραπάνω σχήµατος δείχνουµε µε µαύρη καµπύλη ενδεικτικές τροχιές 
ανάπτυξης ως προς την διαθέσιµη δαπάνη  και ως προς τις τιµές των αγαθών. 
Χρησιµοποιούµε και τις παρακάτω ορολογίες. 

c

1. Καθώς η διαθέσιµη δαπάνη  αυξάνει λέµε ότι ένα αγαθό είναι κανονικό αν η 
κατανάλωσή του επίσης αυξάνει, και ότι είναι κατώτερο  αν αντίθετα η κατανάλωσή του 
ελαττώνεται. Στο πρώτο γράφηµα του παραπάνω σχήµατος, το δεύτερο αγαθό  είναι 
πάντοτε κανονικό ενώ το πρώτο αγαθό  είναι κανονικό για εισοδήµατα µικρότερα του , 
αλλά γίνεται κατώτερο για µεγαλύτερα εισοδήµατα. 

c

Y
X 0c

2. Καθώς η µοναδιαία τιµή ενός αγαθού αυξάνει λέµε ότι το αγαθό είναι συνηθισµένο 
(ordinary) αν η κατανάλωσή του ελαττώνεται και ότι είναι τύπου Giffen αν αντίθετα η 
κατανάλωσή του αυξάνει. Για το άλλο αγαθό λέµε ότι είναι υποκατάστατο (substitute) αν η 
κατανάλωσή του αυξάνει και ότι είναι συµπληρωµατικό (complement) αν η κατανάλωσή του 
ελαττώνεται. Στο δεύτερο γράφηµα του παραπάνω σχήµατος καθώς η τιµή  του πρώτου 
αγαθού  αυξάνει, το αγαθό είναι τύπου Giffen για τιµές µικρότερες του  και 
συνηθισµένο για µεγαλύτερες, ενώ το δεύτερο αγαθό  στον κατακόρυφο άξονα είναι 
συµπληρωµατικό. Τέλος στο τρίτο γράφηµα καθώς η τιµή  του αγαθού  στον 
κατακόρυφο άξονα αυξάνει το ίδιο αγαθό είναι συνηθισµένο και η κατανάλωσή του πέφτει, 
ενώ το δεύτερο αγαθό  στον οριζόντιο άξονα είναι συµπληρωµατικό για τιµές µικρότερες 
του  και υποκατάστατο για µεγαλύτερες τιµές. 

v
X 0v

Y
w Y

X
0w

Παράδειγµα. Στα τρία γραφήµατα του παρακάτω σχήµατος δείχνουµε για τα τρία 
παραδείγµατα που εξετάσαµε πως µεταβάλλεται η ζήτηση για τα δύο αγαθά καθώς η τιµή  
του πρώτου αγαθού  αυξάνει. Σόλες τις περιπτώσεις τα αγαθά είναι κανονικά ως προς την 
δαπάνη και συνηθισµένα ως προς την τιµή τους. Όσον αφορά την µεταξύ τους σχέση, είναι 
υποκατάστατα στην γραµµική χρησιµότητα, ουδέτερα στην χρησιµότητα Cobb-Douglas, και 
συµπληρωµατικά στην χρησιµότητα Leontief. Ειδικότερα, καθώς το  αυξάνει παρατηρούµε 
τα εξής: 

v
X

v

1. Στην γραµµική χρησιµότητα, για χαµηλά  καταναλώνεται µόνο το , σε φθίνουσα 
ποσότητα καθώς το  αυξάνει, όπως δείχνει το µαύρο βέλος στο πρώτο γράφηµα. Μόλις η 
κλίση του περιορισµού περάσει την κλίση της χρησιµότητας: 

v X
v

 v α
w β
≥  

η κατανάλωση περνάει απότοµα από την κορυφή  στην κορυφή  του περιορισµού, όπου 
καταναλώνεται µόνο το  σε σταθερή ποσότητα καθώς το  αυξάνει. 

1A 2A
Y v

2. Στη χρησιµότητα τύπου Cobb-Douglas, η κατανάλωση του  πέφτει ενώ του  µένει 
σταθερή. 

X Y

3. Στη χρησιµότητα τύπου Leontief η κατανάλωση αµφότερων των αγαθών πέφτει. 
 

2A  

  
                        γραµµική                        Cobb-Douglas                       Leontief 

1A  

 
τροχιές ανάπτυξης 
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8. Οµοθετική χρησιµότητα-Καµπύλη Engel. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η 
εισοδηµατική τροχιά ανάπτυξης. Καλείται και καµπύλη Engel. Στα τρία παραδείγµατα που 
εξετάσαµε: γραµµική, Cobb-Douglas, και Leontief,  η εξάρτηση της κατανάλωσης από το 
εισόδηµα είναι γραµµική οµογενής: 
  x Ac, y Bc= =
οπότε και η τροχιά ανάπτυξης ως προς το εισόδηµα είναι ευθεία, όπως φαίνεται στο πρώτο 
γράφηµα του παρακάτω σχήµατος. Ο λόγος είναι ότι αυτές οι τρεις συναρτήσεις 
χρησιµότητας είναι οµογενείς. Οι οµογενείς συναρτήσεις, και γενικότερα οι οµοθετικές όπως 
καλούνται οι µονότονοι µετασχηµατισµοί τους, έχουν την χαρακτηριστική ιδιότητα ότι οι 
καµπύλες αδιαφορίας έχουν σταθερή κλίση κατά µήκος κάθε ακτίνας διότι ο ρυθµός 
υποκατάστασης  εξαρτάται µόνο από το λόγο , δηλαδή είναι σταθερός κατά 
µήκος µιας ακτίνας. Εποµένως καθώς το εισόδηµα  αυξάνει  και η ευθεία του 
εισοδηµατικού περιορισµού µετακινείται παράλληλα, το σηµείο επαφής µε τις καµπύλες 
αδιαφορίας θα σχηµατίζει ως τροχιά την ευθεία της αντίστοιχης ακτίνας. Συµπεραίνουµε ότι: 

dY / dX Y / X
c

Για οµογενείς ή γενικότερα οµοθετικές συναρτήσεις χρησιµότητας η κατανάλωση είναι 
ισοελαστική ως προς το διαθέσιµο εισόδηµα. Κάθε ποσοστιαία αύξηση του εισοδήµατος 
προκαλεί την ίδια ποσοστιαία αύξηση στη ζήτηση των αγαθών.  

Y

X  X

Y  

        
εισοδηµατική τροχιά ανάπτυξης 

 
Σε αντίθεση µε τα παραπάνω, λέµε ότι ένα κανονικό αγαθό είναι αναγκαίο (necessity) αν η 
κατανάλωσή του είναι ανελαστική ως προς το εισόδηµα, και πολυτελείας (luxury) αν είναι 
ελαστική. Έτσι όταν το διαθέσιµο εισόδηµα µεταβάλλεται, η κατανάλωση του αναγκαίου 
αγαθού θα µεταβληθεί κατά µικρότερο ποσοστό από το εισόδηµα και του πολυτελείας κατά 
µεγαλύτερο ποσοστό. Στο δεύτερο γράφηµα του παραπάνω σχήµατος δείχνουµε µια τροχιά 
ανάπτυξης που κλείνει προς τον Y −άξονα, οπότε το Y −αγαθό είναι πολυτελείας ενώ το 

αγαθό είναι αναγκαίο.  X −

9. Ηµιγραµµική (semilinear) καλείται η συνάρτηση χρησιµότητας της µορφής: 
  U f(X) βY= +
Παρατηρούµε ότι οι καµπύλες αδιαφορίας είναι κατακόρυφες µετατοπίσεις η µία της άλλης. 
Πράγµατι, οι καµπύλες: 
    f(X) βY u Y f(X) /β u /β+ = ⇒ = − +
προκύπτουν από την  µε κατακόρυφη µετατόπιση κατά u / . Εποµένως η κλίση 
θα είναι ίδια κατά µήκος της κάθε κατακόρυφης και συµπεραίνουµε όπως και στην 
περίπτωση των οµοθετικών συναρτήσεων χρησιµότητας ότι καθώς το εισόδηµα αυξάνει, η 
τροχιά ανάπτυξης θα είναι κατακόρυφη ευθεία, όπως φαίνεται στο πρώτο γράφηµα 
παρακάτω. ∆ηλαδή καθώς το εισόδηµα αυξάνει η κατανάλωση του πρώτου αγαθού  
παραµένει σταθερή και όλο το επιπλέον εισόδηµα αναλώνεται στο δεύτερο αγαθό . 

Y f(X) /β= − β

X
Y
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YX

w c

Y  

 
ηµιγραµµική χρησιµότητα 

 
Παράδειγµα. Για το παρακάτω πρόβληµα µε ηµιγραµµική συνάρτηση χρησιµότητας: 

max{U ln X Y C vX wY c}= + = + =  
βρίσκουµε τη λύση µε αντικατάσταση: 

1 1 v wU ln X (c vX) U 0 X , Y 1
w X w v

′= + − ⇒ = − = ⇒ = = −
c
w

     

Η λύση ισχύει µόνο εφόσον , άλλως το  θα είναι συνοριακό µηδενικό, όπως 
φαίνεται στο πρώτο γράφηµα παραπάνω, όπου δείχνουµε και την τροχιά ανάπτυξης καθώς η 
δαπάνη αυξάνει. Συµπεραίνουµε ότι ανάλογα του εισοδήµατος, η λύση είναι: 

Y 0 c w≥ ⇒ ≥ Y

1. cc w X , Y 0
v

⎧ ⎫≤ ⇒ = =⎨ ⎬
⎩ ⎭

     2. w c wc w X , Y
v w

−⎧ ⎫≥ ⇒ = =⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

∆ηλαδή εφόσον το εισόδηµα είναι µικρό αναλώνεται όλο στο πρώτο αγαθό  µέχρι ένα 
επίπεδο κατανάλωσης και µετά µένει σταθερό, όπως φαίνεται στο δεύτερο γράφηµα. Στη 
συνέχεια όλο το επιπλέον εισόδηµα αναλώνεται στο δεύτερο αγαθό  όπως φαίνεται στο 
τρίτο γράφηµα παραπάνω. Παρατηρούµε ότι µετά από κάποιο εισόδηµα: , η 
κατανάλωση του πρώτου αγαθού γίνεται σταθερή και εποµένως ανελαστική ως προς το 
εισόδηµα, ενώ του δεύτερου γίνεται ελαστική ως προς το εισόδηµα. ∆ηλαδή το πρώτο αγαθό 
γίνεται αναγκαίο και το δεύτερο γίνεται πολυτελείας.  

X

Y
c w≥

 
10. Φόρος µπορεί να επιβληθεί είτε έµµεσα φορολογώντας κάποιο είδος στην κατανάλωση 
όπως είναι ο γνωστός ΦΠΑ, είτε άµεσα φορολογώντας το εισόδηµα. Στην πρώτη περίπτωση 
ο καταναλωτής αντιµετωπίζει αύξηση στην τιµή ενός προϊόντος, ενώ στην δεύτερη 
αντιµετωπίζει µείωση του διαθέσιµου εισοδήµατος. Θα δείξουµε ότι, αν πρέπει να 
φορολογηθεί, ο καταναλωτής προτιµά την δεύτερη περίπτωση. Έστω   οι µοναδιαίες 
τιµές πριν το φόρο και µετά. Ο νέος εισοδηµατικός περιορισµός θα είναι: 

{v,w}
{v t,w}+

(v t)x wy c+ + =  
∆ηλαδή αυξάνει η τιµή του πρώτου αγαθού  στον οριζόντιο άξονα και, µε σταθερό 
εισόδηµα , ο καταναλωτής θα προσαρµόσει την κατανάλωση όπως φαίνεται στο πρώτο 
γράφηµα παρακάτω, πηγαίνοντας από τον αρχικό συνδυασµό 

X
c

A : (x,y)  στον νέο συνδυασµό 
.  B : (x ,y )′ ′

 

 cX
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Y  Y

A  B AΓB

X  
 

                    έµµεσος στην κατανάλωση (ΦΠΑ)         άµεσος φόρος εισοδήµατος 

X

 
φόρος στην κατανάλωση   

 
Η συνολική φορολογία θα είναι . Εξετάζουµε τώρα και την περίπτωση που συλλέγεται ο 
ίδιος φόρος απευθείας από το εισόδηµα, οπότε ο καταναλωτής θα αντιµετωπίζει τις ίδιες 
τιµές αλλά µε µειωµένο εισόδηµα. Ο εισοδηµατικός περιορισµός θα µετακινηθεί παράλληλα: 

tx′

vx wy c tx′+ = −  
Παρατηρούµε ότι ο συνδυασµός B : (x ,y )′ ′  ικανοποιεί και τον νέο περιορισµό, δηλαδή ο 
καταναλωτής έχει την δυνατότητα να τον επιλέξει, οπότε µπορεί να πετύχει τουλάχιστον την 
ίδια χρησιµότητα. Στην πραγµατικότητα ο καταναλωτής θα επιλέξει νέο συνδυασµό 

 µε µεγαλύτερη χρησιµότητα από το Β όπως φαίνεται στο δεύτερο γράφηµα, αλλά 
βέβαια µικρότερη από το αρχικό Α. 
Γ : (x ,y )′′ ′′

11. Αρχικός πλούτος.  Έχουµε εξετάσει εισοδηµατικούς περιορισµούς της µορφής: 
  vx wy c+ ≤
όπου οι τρεις παράµετροι  είναι ανεξάρτητοι µεταξύ τους. Σε πολλές περιπτώσεις το 
εισόδηµα είναι σε µορφή κατοχής ποσότητας του ενός η αµφοτέρων των αγαθών οπότε 
εξαρτάται από τις τιµές τους. Έτσι αν υποθέσουµε ότι ο καταναλωτής κατέχει αρχικό πλούτο 
(initial endowment) στη µορφή ποσότητας αγαθών  τις οποίες µπορεί να διαθέσει στις 
τρέχουσες τιµές, τότε ο εισοδηµατικός περιορισµός θα έχει την µορφή: 

{v,w,c}

0 0(x ,y )

  0 0vx wy vx wy+ = +

Είναι µια ευθεία που διέρχεται από το σηµείο . Καθώς οι τιµές µεταβάλλονται ο 
εισοδηµατικός περιορισµός περιστρέφεται όπως και προηγουµένως αλλά τώρα γύρω από 
αυτό το σταθερό σηµείο. Γίνεται πιο κατακόρυφη όταν αυξάνει το  όπως στο πρώτο 
γράφηµα παρακάτω, και πιο οριζόντια όταν αυξάνει το όπως στο δεύτερο γράφηµα. 

0 0(x ,y )

v
w

  
Y  Y

v ↑  w ↑  

0 0(x ,y )  0 0(x ,y )  

 
 

αρχικός πλούτος:  0 0vx wy vx wy+ ≤ +  
 

X  X
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Σε άλλες περιπτώσεις ο καταναλωτής µπορεί να έχει µόνο ένα µέρος του εισοδήµατος στη 
µορφή ποσότητας του ενός αγαθού, π.χ. , οπότε ο εισοδηµατικός περιορισµός θα έχει την 
µορφή: 

0x

  0vx wy vx c+ = +

Τώρα καθώς το  µεταβάλλεται η ευθεία µετατοπίζεται παράλληλα όπως και προηγουµένως. 
Για να διαπιστώσουµε τι συµβαίνει όταν το  µεταβάλλεται αναδιατυπώνουµε την εξίσωση 
στη µορφή: 

c
v

   όπου  0vx wy vx wy+ = + 0 0 0wy c y c / w= ⇒ =  
Βρισκόµαστε στην προηγούµενη περίπτωση και εποµένως καθώς το  µεταβάλλεται θα 
περιστρέφεται περί αυτό το σηµείο. Ειδικότερα γίνεται πιο απότοµη όσο το  αυξάνει, όπως 
στο πρώτο γράφηµα παραπάνω. Σε κάθε περίπτωση όταν λύνουµε ένα πρόβληµα µε αρχικές 
ποσότητες θα πρέπει να διακρίνουµε τη συνολική ζήτηση (total demand) που είναι οι τελικές 
ποσότητες: (x  από την καθαρή ζήτηση (net demand) που είναι η διαφορά τους από τις 
αρχικές ποσότητες: . Αν είναι θετική έχουµε αγορά ενώ αν είναι αρνητική 
έχουµε πώληση. Επίσης η συµπεριφορά της ζήτησης ως προς µεταβολές στις τιµές είναι τώρα 
περισσότερο πολύπλοκη, διότι µια µεταβολή στην τιµή ενός προιόντος το κάνει πιο ακριβό 
αλλά ταυτόχρονα αυξάνει και τον διαθέσιµο πλούτο. Στο τέλος αυτής της ενότητας θα 
εξετάσουµε ένα τέτοιο παράδειγµα.    

v
v

,y)

0(x x ,y y )− − 0

12. Αντισταθµισµένη ζήτηση κατά Hicks. Λύνοντας το πρόβληµα για µέγιστη χρησιµότητα 
εκφράσαµε τις βέλτιστες ποσότητες κατανάλωσης των δύο αγαθών ως συναρτήσεις των 
µοναδιαίων τιµών τους και της διαθέσιµης δαπάνης: 

x X(v,w,c}
max{U(X,Y) C vX wY c}

y Y(v,w,c}
=⎧

= + ≤ ⇒ ⎨
=⎩

 

Βρήκαµε έτσι τις κανονικές συναρτήσεις ζήτησης κατά Marshall που είναι οι γνωστές 
συναρτήσεις ζήτησης αγαθών. Στη γενική θεωρία της κατανάλωσης εµφανίζεται και το 
συµµετρικό του παραπάνω προβλήµατος που αφορά την ελαχιστοποίηση της δαπάνης για 
επιδιωκόµενη χρησιµότητα. Λύνοντας αυτό το πρόβληµα βρίσκουµε τις βέλτιστες ποσότητες 
κατανάλωσης ως συναρτήσεις των µοναδιαίων τιµών και της επιδιωκόµενης χρησιµότητας: 

x X(v,w,u)
min{C vX wY U(X,Y) u}

y Y(v,w,u)
=⎧

= + ≥ ⇒ ⎨ =⎩
 

Οι παραπάνω συναρτήσεις ζήτησης αγαθών εξαρτώνται από την επιδιωκόµενη χρησιµότητα 
 και καλούνται αντισταθµισµένες συναρτήσεις ζήτησης κατά Hicks (compensated demand).  u

Παράδειγµα.  Θεωρούµε τα δύο συµµετρικά προβλήµατα βελτιστοποίησης στην 
κατανάλωση µε λογαριθµική συνάρτηση χρησιµότητας τύπου C-D: 
   α βU ln X Y α ln X β ln Y= = +
1.  max{U α ln X β ln Y C vX wY c}= + = + ≤
Σε προηγούµενο παράδειγµα βρήκαµε τις κανονικές συναρτήσεις ζήτησης κατά Marshall: 

α c β cx , y
α β v α β w

= =
+ +

 

2.  min{C vX wY U α ln X β ln Y u}= + = + ≥
Βρίσκουµε τις αντισταθµισµένες συναρτήσεις ζήτησης κατά Hicks:  

 
X

Y
α β u

v αYUv
w βXw U

U u X Y e

⎫⎫ == ⎪ ⎪⇒⎬ ⎬
⎪ ⎪= =⎭ ⎭

 
β αβ αu uα β α βα β α βα β α βv w v wx e , y e

α β α β

−−
+ ++ +

+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⇒ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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13. Αντιστάθµιση. Υπενθυµίζουµε ότι όσον αφορά την εξάρτηση των κανονικών 
συναρτήσεων ζήτησης από τις παραµέτρους των µοναδιαίων τιµών των αγαθών και του 
διαθέσιµου εισοδήµατος, η µονοτονία δεν είναι καθορισµένη. Όσον αφορά τις 
αντισταθµισµένες συναρτήσεις ζήτησης, διαπιστώνουµε καταρχήν ότι ως προς την 
χρησιµότητα η µονοτονία επίσης δεν είναι καθορισµένη, και έχουµε την ίδια διάκριση µεταξύ 
αγαθών κανονικών και κατώτερων. Αλλά όσον αφορά την εξάρτηση από τις τιµές, 
διαπιστώνουµε ότι: 
 Ως προς τις τιµές των αγαθών, οι αντισταθµισµένες συναρτήσεις ζήτησης είναι οµογενείς, 
δηλαδή εξαρτώνται µόνο από τον λόγο τους. Επίσης, η ζήτηση για το κάθε αγαθό είναι 
φθίνουσα συνάρτηση της τιµής του και αύξουσα συνάρτηση της τιµής του άλλου αγαθού. 
Απόδειξη. Για εσωτερικές λύσεις η οµογένεια είναι άµεση συνέπεια των εξισώσεων 
Lagrange όπου οι τιµές εµφανίζονται µόνο ως προς το λόγο τους. Γενικότερα, παρατηρούµε 
ότι αν πολλαπλασιάσουµε τις τιµές µε τον ίδιο συντελεστή  τότε οι αντίστοιχες δαπάνες: t
   &  (  vX wY+ tv)X (tw)Y t(vX wY)+ = +
θα έχουν µέγιστο στο ίδιο σηµείο διότι η µία συνάρτηση κόστους είναι αύξων 
µετασχηµατισµός της άλλης. Όσον αφορά την µονοτονία παρατηρούµε καταρχήν ότι η 
ζήτηση, την οποία για ευκολία υποθέτουµε εσωτερική (δηλαδή µη µηδενική), θα ικανοποιεί 
την συνθήκη περιορισµένης στασιµότητας: 

x

y

U v
U w

= , µε U : σταθερό u=

Καθώς το  αυξάνει, το δεξιό εποµένως και το αριστερό µέρος της πρώτης εξίσωσης θα 
πρέπει να αυξάνουν. Παρατηρούµε τώρα ότι το αριστερό µέρος είναι η απόλυτη τιµή του 
ρυθµού υποκατάστασης της συνάρτησης χρησιµότητας για την οποία υποθέτουµε ότι είναι 
οιονεί κοίλη και εποµένως ότι έχει φθίνοντα ρυθµό υποκατάστασης. Συµπεραίνουµε ότι όταν 
το αριστερό µέρος αυξάνει θα πρέπει η συµµετοχή του  να ελαττώνεται και του  να 
αυξάνει που είναι και το ζητούµενο, όπως φαίνεται και στο δεύτερο γράφηµα του παρακάτω 
σχήµατος. 

v

x y

 
Y  Y

B  B

AA  

 
ελαχιστοποίηση δαπάνης: min{C vX wY U(X,Y) u}= + ≥  

X  X

 
Στο πρώτο γράφηµα του παραπάνω σχήµατος δείχνουµε ότι για µεγαλύτερη χρησιµότητα η 
αντισταθµισµένη ζήτηση του  αυξάνει αλλά του  ελαττώνεται , καθώς πάµε από το Α 
στο Β. Έτσι το  είναι κατώτερο και το  συνηθισµένο. Στο δεύτερο γράφηµα δείχνουµε 
ότι όταν αυξάνει η τιµή  του πρώτου αγαθού η αντισταθµισµένη ζήτηση ελαττώνεται για το 
ίδιο και αυξάνει για το άλλο καθώς πηγαίνουµε από το Α στο Β. Παρατηρούµε επίσης ότι 
τώρα η δαπάνη είναι µεγαλύτερη. ∆ηλαδή: 

Y X
X Y

v

Όταν η τιµή ενός αγαθού αυξάνει τότε προκειµένου να µείνουµε στο ίδιο επίπεδο χρησιµότητας 
θα πρέπει να αντισταθµίζεται το εισόδηµα.  
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Εξ’ ου και η ονοµασία των αντισταθµισµένων συναρτήσεων ζήτησης.  

14. Λογαριθµική χρησιµότητα τύπου Stone-Geary. Σε πολλές περιπτώσεις η κατανάλωση 
ενός αγαθού µπορεί να προκαλεί βλάβη αντί για όφελος. Συχνά αυτό συµβαίνει σε µεγάλες 
ποσότητες κατανάλωσης οπότε λέµε ότι έχουµε φαινόµενα κορεσµού (saturation), αλλά 
µπορεί να εµφανιστεί και σε άλλες περιπτώσεις µε κατάλληλη διεύρυνση της έννοιας του 
«αγαθού» ώστε να καλύπτει και το «µη αγαθό».  
Παράδειγµα. Ένας εργαζόµενος εργάζεται L  ώρες ηµερησίως, και δαπανάει σε κατανάλωση 
ποσό C  ηµερησίως, µε συνάρτηση χρησιµότητας: 

U lnC(16 L) lnC ln(16 L)= − = + −  µε 0 L 16≤ ≤  
C

L

U 1/ C 0
U 1/(16 L)

= >⎧
⇒ ⎨

= − − <⎩ 0
 

Καλείται λογαριθµική χρησιµότητα τύπου Stone-Geary, και έχει τις εξής ιδιότητες µονοτονίας 
και κυρτότητας, όπως φαίνεται και στο πρώτο γράφηµα παρακάτω: 
 

C  L  

16

 
Stone-Geary χρησιµότητα 

 
1. Είναι C αύξουσα, αλλά φθίνουσα. Οι καµπύλες αδιαφορίας έχουν τη µορφή: − L −

 C(16 L) α− =
αL 16
C

⇒ = − ,  α 0>

  0 C, 0 L 16≤ ≤ ≤
Είναι αρνητικές υπερβολές µετατοπισµένες προς τα πάνω κατά . Έχουν θετική κλίση. Η 
αύξηση της εργασίας αντισταθµίζεται µε αύξηση της κατανάλωσης.  

16

2. Είναι οιονεί κοίλη µε τις πάνω σταθµικές κυρτές, οπότε ενδιάµεσοι συνδυασµοί 
κατανάλωσης-εργασίας είναι προτιµότεροι από ακραίους όπου η εργασία και η κατανάλωση 
είναι αµφότερα πολύ µικρά ή πολύ µεγάλα.  
3. Καθώς η εργασία αυξάνει πλησιάζοντας το πάνω όριο , όλο και περισσότερη 
κατανάλωση απαιτείται για να αντισταθµίσει επιπλέον εργασία. ∆ηλαδή έχει αύξοντα ρυθµό 
αντιστάθµισης της εργασίας µε κατανάλωση. 

L 16→

Παρατήρηση. Συχνά η συνάρτηση χρησιµότητας Stone-Geary παρουσιάζεται µε περιστροφή 
του συστήµατος κατά  προς τα αριστερά, όπως φαίνεται στο δεύτερο γράφηµα. Ο 
οριζόντιος άξονας δείχνει τώρα προς τα πίσω υποδηλώνοντας τον χαρακτηρισµό της 
εργασίας ως µη αγαθού.   

o90
L −

 
Παράδειγµα. Υποθέτουµε ότι ο εργαζόµενος του προηγούµενου παραδείγµατος αµείβεται µε 
ωροµίσθιο  ενώ έχει και ένα πρόσθετο ηµερήσιο εισόδηµα  από άλλες πηγές. Θα w e

 
U′  

U′  

C L
16  

αL
C

= −  
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λύσουµε το πρόβληµα µεγιστοποίησης της χρησιµότητας όπου η κατανάλωση περιορίζεται 
από τον παρακάτω εισοδηµατικό περιορισµό: 

C wL e C wL e≤ + ⇒ − ≤  
Μπορούµε να αντικαταστήσουµε την ανισότητα µε ισότητα διότι η χρησιµότητα είναι 
αύξουσα ως προς την κατανάλωση και εποµένως θα εξαντλήσει τον περιορισµό. Ο 
εισοδηµατικός περιορισµός έχει θετική κλίση και όπως φαίνεται στο πρώτο γράφηµα 
παρακάτω, η χρησιµότητά θα µεγιστοποιείται σε εσωτερικό σηµείο ή σε συνοριακό µε L 0= .  
Μπορούµε να βρούµε τη λύση χρησιµοποιώντας τις εξισώσεις Lagrange, ή και απευθείας µε 
αντικατάσταση από τον ισοτικό περιορισµό: 

C wL e= +  
Η χρησιµότητα εκφράζεται ως συνάρτηση του L : 
   µε  0 LU(L) lnC lnT ln(wL e) ln(16 L)= + = + + − 16≤ ≤  
Είναι κοίλη και το µέγιστο βρίσκεται στο στάσιµο: 

w 1U (L) 0 w(16 L) (wL e) 0 L 8
wL e 16 L 2w

′ = − = ⇒ − − + = ⇒ = −
+ −

e  

∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις: 
1. . Η ποσότητα εργασίας είναι θετική και εποµένως αποδεκτή 
ως λύση.  

L 0 :16w e 0 e 16w≥ − ≥ ⇒ ≤

2. . Η παραπάνω ποσότητα εργασίας είναι αρνητική, οπότε η 
λύση θα είναι η µηδενική.  

L 0 :≤ 16w e 0 e 16w− ≤ ⇒ ≥

Συµπεραίνουµε ότι θα προσφέρει εργασία µόνο στην περίπτωση 1 που η αµοιβή είναι υψηλή 
σε σχέση µε το εισόδηµα. Σαυτή την περίπτωση η εργασία και η κατανάλωση θα είναι: 

 e eC 8w, L 8
2 2

= + = −
w

  εφόσον ew
16

≥  

Στα γραφήµατα παρακάτω δείχνουµε µε µαύρη γραµµή την τροχιά ανάπτυξης, στο πρώτο 
γράφηµα καθώς το εισόδηµα αυξάνει, και στο δεύτερο καθώς το ωροµίσθιο αυξάνει.  
 

L  L

 
                            αυξανόµενο εισόδηµα                αυξανόµενη αµοιβή   e w

 
προσφορά εργασίας 

 
Ειδικότερα: 
1. Με σταθερό  όταν το  αυξάνει, η εισοδηµατική ευθεία: w e
  C wL e− =
µετακινείται παράλληλα προς τα δεξιά στην κατεύθυνση αύξησης της κατανάλωσης, όπως 
στο πρώτο γράφηµα. Η λύση αρχίζει από το σηµείο Α µε µέγιστη εργασία L  όταν 8= e 0= , 
και καταλήγει στο σηµείο Β µε µηδενική εργασία όταν e 16w= . Στη συνέχεια συνεχίζει µε 
µηδενική εργασία όσο το e  αυξάνει.   
2. Με σταθερό e  όταν το  αυξάνει, η εισοδηµατική ευθεία: w

8

BB  

A  
8  

16  

C  

16

C  
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 C eC wL e L
w
−

− = ⇒ =  

περιστρέφεται προς τα δεξιά και γίνεται πιο οριζόντια όπως στο δεύτερο γράφηµα. Η 
προσφορά εργασίας αρχίζει από το  όταν το ωροµίσθιο είναι B w e /16= . Στη συνέχεια 
καθώς το ωροµίσθιο αυξάνει η προσφερόµενη εργασία επίσης αυξάνει αλλά µε φθίνοντα 
ρυθµό όσο πλησιάζει το πάνω όριο των  ωρών.  8

 
15. Μη αγαθά. Στο πρόβληµα της βέλτιστης προσφοράς  εργασίας που εξετάσαµε 
παραπάνω: 
 , max{U lnC(16 L) E C wL e, 0 C, 0 L 16}= − = − = ≤ ≤ ≤
η εργασία  ήταν µη αγαθό. Η απόκτησή του αντιστοιχεί σε προσφορά εργασίας και η 
αύξησή του προϋποθέτει επιδότηση δηλαδή αρνητική τιµή 

L
w− . Αλλάζουµε τώρα την 

προοπτική χρησιµοποιώντας αντί του µη αγαθού της εργασίας το αγαθό του ελεύθερου 
χρόνου, δηλαδή της σχόλης (leisure): 

T 16 L= −  
Γενικά, το αρνητικό ενός αγαθού είναι µη αγαθό και αντιστρόφως. Αντικαθιστώντας και στην 
χρησιµότητα και στο περιορισµό, η διατύπωση του προβλήµατος στο επίπεδο θα έχει 
την µορφή: 

{C,T}

C,Y
max{V lnCT M C wT e w16, 0 C, 0 T 16}= = + = + ≤ ≤ ≤  

Τώρα η σχόλη  είναι αγαθό και η απόκτησή του γίνεται µε κόστος . Επίσης ο 
εισοδηµατικός περιορισµός εκτός από το εισόδηµα  έχει και ένα αρχικό απόθεµα σχόλης  

 που αποτιµάται επίσης µε αξία . Όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα το 
πρόβληµα είναι τώρα σε κανονική µορφή και καθώς το  αυξάνει η εισοδηµατική ευθεία 
περιστρέφεται γύρω από τον αρχικό πλούτο: 

T w
e

0T 16= w
w

0 0(C e,T 16)= =  προς µικρότερη κλίση. 
Υποθέτοντας ότι η σχόλη συµπεριφέρεται ως κανονικό και συνηθισµένο αγαθό, αύξηση του 
ωροµίσθιου  έχει δύο αντικρουόµενες συνέπειες. w
1. Αντιστοιχεί σε αύξηση της τιµής του ελεύθερου χρόνου και εποµένως µείωση της ζήτησής 
του ως κανονικού αγαθού, δηλαδή µεγαλύτερη προσφορά εργασίας. 
2. Ταυτόχρονα προκαλεί αύξηση του εισοδήµατος  στο δεξιό µέρος που οδηγεί σε 
αύξηση της ζήτησής του ως συνηθισµένου αγαθού, δηλαδή λιγότερη προσφορά εργασίας.  

16w

T  T

16  16

 
                             αύξηση εργασίας                               µείωση εργασίας 

e  C  eC  

 
αύξηση της αµοιβής  

Για την συγκεκριµένη συνάρτηση χρησιµότητας υπερισχύει η πρώτη επίδραση και έχουµε 
αύξηση της εργασίας µε το ωροµίσθιο, όπως στο πρώτο γράφηµα. Στο  δεύτερο γράφηµα 
δείχνουµε πως µε διαφορετική συνάρτηση χρησιµότητας αύξηση του ωροµισθίου µπορεί να 
προκαλέσει αύξηση της σχόλης δηλαδή µείωση της προσφοράς εργασίας. 

  
 
 


