
Συνδυαστικά Παίγνια
1. Σε ένα παιγνίδι 2 παικτών µηδενικού αθροίσµατος οι παίκτες αναγγέλουν εναλλάξ ένα αριθµό
µεταξύ {2,3,4}. Ο παίκτης που κάνει το άθροισµα των αριθµών που έχουν αναγγελθεί να φθάσει ή
να ξεπεράσει το 8 χάνει. Αν ο παίκτης Ι παίζει πρώτος, ποιός παίκτης θα κερδίσει;

2. Σε ένα παίγνιο δύο παικτών, οι παίκτες αναγγέλουν εναλλάξ ένα αριθµό που είναι είτε 1 είτε 3.
Χάνει ο παίκτης που προξενεί το άθροισµα των ήδη αναγγελθέντων αριθµών να φθάσει ή να
ξεπεράσει το 10. Αν παίζει πρώτος ο παίκτης Ι, πώς πρέπει να παίξει γιά να κερδίσει ;

∆ιαµόρφωση Παιγνίων
1. Σε ένα παίγνιο 2 παικτών µή µηδενικού αθροίσµατος ο παίκτης Ι διαθέτει τρείς επιλογές σ1,σ2,σ3
ενώ ο ΙΙ διαθέτει δύο επιλογές τ1, και τ2. Ο Ι παίζει πρώτος, και ο ΙΙ που παίζει δεύτερος µπορεί να
αναγνωρίσει αν ο Ι έχει παίξει το σ3 ή όχι, δεν µπορεί όµως να ξεχωρίσει µεταξύ σ1,σ2. Τα κέρδη
γιά τους δύο παίκτες ανάλογα µε τις επιλογές τους δίνονται στον παρακάτω πίνακα: 
 

τ1 τ2

σ1 (3,1) (2,2)

σ2 (5,3) (3,5)

σ3 (1,2) (2,1)

Γράψατε το δένδρο του παραπάνω παιγνίου (εκτεταµένη µορφή) προσέχοντας τα πληροφοριακά
σύνολα. Προσδιορίστε τις στρατηγικές κάθε παίκτη και γράψατε την κανονική µορφή. Τέλος
εξετάσατε αν υπάρχει ένα ή περισσότερα σηµεία ισορροπίας. Αν υπάρχουν περισσότερα από ένα
ποιό θα επιλέγατε;

Θέµατα σε Πάιγνια Μηδενικού Αθροίσµατος
1. Εστω το παρακάτω παίγνιο 2 παικτών, µηδενικού αθροίσµατος: 
 

4 1 3

1 3 2

  
Υπολογίστε την αξία του και την στρατηγική ισορροπίας του παίκτη Ι (που ελέγχει τις γραµµές).

 2. Εστω το παρακάτω παίγνιο 2 παικτών, µηδενικού αθροίσµατος:  
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4 3 3

5 1 7

2 6 1

  
Εξετάστε αν η µεικτή στρατηγική (1/5,1/5,3/5) γιά τον παίκτη.Ι (γραµµές) είναι στρατηγική
ισορροπίας.

3. Εστω ότι δύο ανταγωνιστικές επιχειρήσεις που παράγουν το ίδιο προϊον διαφηµίζονται στην
τηλεόραση. Κάθε επιχείρηση πρόκειται να βάλει από µία διαφήµιση κάθε βράδυ αλλά µπορεί να
επιλέξει ανάµεσα σε τρείς ζώνες προβολής της διαφήµισης. Στην ζώνη Α παρακολουθεί το 50%
των υποψηφίων πελατων, στην ζώνη Β το 30% και στην ζώνη Γ το 20%. Οι πελάτες της κάθε
ζώνης πάνε όλοι στην εταιρεία που εβαλε τις περισσότερες διαφηµίσεις στην ζώνη τους, ενώ
µοιράζονται στις δυο εταιρείες αν µπεί ίδιος αριθµός διαφηµίσεων. Τι ποσοστό της αγοράς θα
πάρει η κάθε εταιρεία;

4. Εστω το παρακάτω παίγνιο 2 παικτών, µηδενικού αθροίσµατος: 
 

1 1 -1

1 0 -1

-2 0 2

 

Υπολογίστε την αξία του και τις στρατηγικές ισορροπίας των δύο παικτών.

5. ∆ύο παίκτες Ι και ΙΙ αναγγέλουν ταυτόχρονα Κορώνα (Κ) ή Γράµµατα (Γ). Αν και οι δύο
αναγγείλουν Κ ο Ι κερδίζει από τον ΙΙ 2 ∆ρχ., ενώ αν και οι δύο αναγγείλουν Γ ο Ι κερδίζει από τον
ΙΙ 1 ∆ρχ. Αν αναγγείλουν διαφορετικές όψεις του νοµίσµατος τότε ο Ι πληρώνει στον ΙΙ 3 ∆ρχ.
Ποιές είναι οι στρατηγικές ισορροπίας των δύο παικτών;

6. Εξετάστε αν η µεικτή στρατηγική (1/4, 1/4, 0, 1/2) είναι στρατηγική ισορροπίας γιά τον παίκτη Ι
(γραµµές) στο παίγνιο µηδενικού αθροίσµατος : 
 

1 4 1 3

2 1 3 4

  
7 Εστω το παρακάτω παίγνιο 2 παικτών µηδενικού αθροίσµατος:
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7. Εστω το παρακάτω παίγνιο 2 παικτών, µηδενικού αθροίσµατος: 
 

2 1 3

3 2 2

4 3 1

Υπολογίστε την αξία του και την στρατηγική ισορροπίας του παίκτη ΙΙ (που ελέγχει τις στήλες).

8. Εστω το παρακάτω παίγνιο 2 παικτών, µηδενικού αθροίσµατος: 
 

3 2 4 4

2 1 6 3

2 3 0 1

Επιβεβαιώστε ότι οι µεικτές στρατηγικές (6/10, 0, 4/10) γιά τον Ι και (0, 8/10, 2/10, 0) γιά τον ΙΙ
είναι σε ισορροπία, εξετάζοντας απλώς τον ορισµό των στρατηγικών σε ισορροπία.

 Θέµατα σε παίγνια µή µηδενικού αθροίσµατος
1. ∆ύο εταιρείες παράγουν το ίδιο προϊόν. Αν η πρώτη παράγει ποσότητα π1 και η δεύτερη
ποσότητα π2 τότε η τιµή πωλήσεως του προϊόντος θα ισούται µε τ=10/(π1+π2) και γιά τις δύο
εταιρείες. Αν το κόστος παραγωγής της πρώτης είναι Κ(π1)=π1+5 ενώ της δεύτερης Κ(π2)=π2+1,
υπολογίστε την τιµή του προϊόντος και τις ποσότητες που θα παραχθούν αν επικρατήσει ισορροπία
κατα Nash.

2. ∆ύο εταιρείες Ι και ΙΙ συναγωνίζονται στην ίδια αγορά. Η κάθε µία σκοπεύει να αναπτύξει ένα
από δύο προϊόντα Α και Β. Αν οι εταιρείες αναπτύξουν το ίδιο προϊόν το κέρδος κάθε µίας είναι
µηδενικό. Αν αναπτύξουν διαφορετικά προϊόντα, η εταιρεία που θα αναπτύξει το προϊόν Α θα
κερδίσει 3 µονάδες ενώ η άλλη θα κερδίσει 1 µονάδα. Γράψτε την κανονική µορφή του παιγνίου,
εντοπίστε τα σηµεία ισορροπίας αν υπάρχουν και σχολιάστε το πως θα εξελιχθεί το παίγνιο.

 3. Στο παρακάτω συνεχές παίγνιο µη µηδενικού αθροίσµατος οι δύο παίκτες Ι και ΙΙ αναγγέλουν
αριθµούς x και y αντιστοίχως. Ο Ι επιδιώκει να ελαχιστοποιήσει την ποσότητα ΖΙ = (x-2)2+2(x-y) 2

ενώ ο ΙΙ την ποσότητα ΖΙΙ = y2 + 3(x-y) 2 . Αν ο Ι παίζει πρώτος και ο ΙΙ παίζει γνωρίζοντας τη
επιλογή του Ι, πώς θα εξελιχθεί το παιχνίδι; Ιδια ερώτηση σε περίπτωση που οι δύο παίκτες
παίζουν ταυτόχρονα.

4. Στο παρακάτω συνεχές παίγνιο µη µηδενικού αθροίσµατος οι δύο παίκτες Ι και ΙΙ αναγγέλουν
θ ύ ί Ο Ι δ ώ λ ή ό Ζ ( 2)2+( ) 2
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αριθµούς x και y αντιστοίχως. Ο Ι επιδιώκει να ελαχιστοποιήσει την ποσότητα ΖΙ=(x-2)2+(x-y) 2

ενώ ο ΙΙ την ποσότητα Ζ ΙΙ= y2 + 3(x-y) 2 . Αν οι δύο παίκτες µπορούν να συνεργασθούν, εξετάστε
αν οι στρατηγικές x = 10/9 και y = 8/9 µπορεί να αποτελέσουν µία συµφωνηµένη λύση. Υπόδειξη
Εξετάστε το σηµείο Pareto που προκύπτει µε στάθµιση λ = 1/2.

5. ∆ύο εταιρείες Ι, ΙΙ διαφηµίζονται στην Τηλεόραση. Υπάρχουν 2 ζώνες Α και Β , τις οποίες
παρακολουθούν 70 και 30 % των υποψηφίων πελατών αντίστοιχα. Η εταιρεία Ι σκοπεύει να βάλει
µόνο µία (1) διαφήµιση ενώ η ΙΙ σκοπεύει να βάλει δύο (2) διαφηµίσεις. Οι πελάτες κάθε ζώνης θα
αγοράσουν το προιόν της εταιρείας που θα βάλει τις περισσότερες διαφηµίσεις αλλά αν έχουµε ίδιο
και µή µηδενικό αριθµό διαφηµίσεων σε µία ζώνη οι πελάτες της ζώνης µοιράζονται εξ’ ίσου
µεταξύ των Ι και ΙΙ. Σε περίπτωση όµως που σε µία ζώνη δεν µπεί καµµία διαφήµιση, οι πελάτες
της ζώνης δεν αγοράζουν καθόλου το προϊόν, δηλαδή χάνονται τόσο για την εταιρεία Ι όσο για την
εταιρεία ΙΙ. (α) Γράψτε την κανονική µορφή του παιγνίου και (β) Εντοπίστε το σηµείο(-α)
ισορροπίας (Nash), αν υπάρχει - ουν.

∆ιάφορα Θέµατα

1. Σε ένα συνεχές παίγνιο δύο παικτών µηδενικού αθροίσµατος ο Ι αναγγέλει αριθµό x ενώ ο ΙΙ
αριθµό y. Η ζηµία του Ι είναι KΙ(x,y) = x2+3(x-y)2. Ποιό (ποιά) είναι το σηµείο ισορροπίας του
παιγνίου;

2. Σε ένα παίγνιο, ο παίκτης Ι παίζει πρώτος και επιλέγει να παιχθεί στην συνέχεια είτε το
υποπαίγνιο Π1 ή το υποπαίγνιο Π2 µε πίνακες κέρδους ως εξής (οι πίνακες είναι µε βάση το κέρδος
του Ι και θεωρούνται µηδενικού αθροίσµατος) :

                                                                                    Παίγνιο Π1

                      Κίνηση του ΙΙ

 Κίνηση του Ι

 
Γ

 
∆

Α 2 0

Β 1 3

                                                                                         
                                                                                Παίγνιο Π2 

                   Κίνηση του ΙΙ

 Κίνηση του Ι

 
Γ

 
∆

Α 3 0

Β 0 1
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Ο παίκτης ΙΙ παίζει χωρίς να γνωρίζει ούτε την κίνηση του Ι ούτε και άν παίζεται το Π1 ή το Π2.
Γράψτε το παίγνιο σε εκτεταµένη µορφή. Πώς θα παίξει ο παίκτης Ι και ο παίκτης ΙΙ;
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