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Εισαγωγή στη θεωρία αλγορίθµων

1.1 Αλγόριθµοι

Κάθε ϕορά που γράφουµε ένα πρόγραµµα, προδιαγράφουµε µε

τρόπο αυστηρό, ένα σύνολο υπολογιστικών ϐηµάτων καθώς επίσης

και την ακολουθία εκτέλεσής τους για την λύση ενός καλά ορισµέ-

νου προβλήµατος. Κάθε ϕορά που γράφουµε ένα πρόγραµµα, ταυ-

τόχρονα καθορίζουµε µια “συνταγή” για την επίλυση ενός υπολογι-

στικού προβλήµατος. Η συνταγή αυτή ονοµάζεται αλγόριθµος.

Ορισµός 1-1. ΄Ενας αλγόριθµος είναι µια πεπερασµένη, αυστηρά κα-

ϑορισµένη, ακολουθία υπολογιστικών ϐηµάτων για την ολοκλήρωση

ενός υπολογισµού.

Παραδοσιακά, γίνεται µια σαφής διάκριση µεταξύ του αλγορίθµου

και της υλοποίησής του σε µια γλώσσα προγραµµατισµού. Με ϐάση

τη διάκριση αυτή, ο αλγόριθµος είναι η ιδέα για την επίλυση του

υπολογιστικού προβλήµατος, ενώ το πρόγραµµα, η υλοποίηση, η

εκτέλεση, της ιδέας. Το πλεονέκτηµα που προσφέρει η διάκριση

του αλγορίθµου από το πρόγραµµα που τον υλοποιεί, είναι η αφαί-

ϱεση των λεπτοµερειών υλοποίησης κατά την µελέτη της αποτελε-

σµατικότητας διαφορετικών αλγορίθµων για την επίλυση του ιδίου

προβλήµατος. ΄Ετσι, είναι απαραίτητη µια ψευδογλώσσα προγραµ-

µατισµού, αρκετά αυστηρή ώστε να µπορεί να εκφράσει µε σαφήνεια

τα ϐήµατα του αλγορίθµου, αλλά και αρκετά αφηρηµένη ώστε να

1
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µας απαλλάσσει από λεπτοµέρειες υλοποίησης κατά τη µελέτη της

απόδοσής του.

Εδώ δεν ϑα ακολουθήσουµε αυτή την προσέγγιση. Κατ΄ αρχήν,

διότι στην πραγµατικότητα δεν υπάρχει ουσιαστική διαφορά µεταξύ

αλγορίθµων και προγραµµάτων· κάθε πρόγραµµα είναι ένας αλγό-

ϱιθµος. Κατά δεύτερο λόγο, διότι δεν είναι ανάγκη να µάθουµε άλλη

µια γλώσσα προγραµµατισµού και µάλιστα αφηρηµένη. ΄Ενας ακό-

µη σηµαντικότερος λόγος για τον οποίο δεν ακολουθούµε αυτή την

προσέγγιση, είναι ότι όχι µόνο δεν χρειάζεται να αφαιρούµε λεπτο-

µέρειες υλοποίησης, αλλά πρέπει να τις λαµβάνουµε σοβαρά υπόψη

µας κατά την ανάλυση της αποτελεσµατικότητας ενός αλγορίθµου.

Τέλος, ο σηµαντικότερος λόγος είναι ότι, όπως ϑα δούµε µε λεπτο-

µέρεια στα κεφάλαια που ακολουθούν, οι αλγόριθµοι είναι άρρηκτα

συνδεδεµένοι µε τα δεδοµένα τα οποία χειρίζονται κατά την εκτέλε-

σή τους. Και το ενδιαφέρον µας, εστιάζεται κυρίως στα δεδοµένα

αυτά, και ειδικότερα, στους µηχανισµούς οργάνωσής τους µε τρόπο

τέτοιο ώστε να αυξάνεται η αποτελεσµατικότητα των προγραµµάτων

µας.

Πέρα από µια ακολουθία ενεργειών, οι αλγόριθµοι έχουν µερικά

επιπλέον χαρακτηριστικά τα οποία τους ξεχωρίζουν από τις συνταγές

µαγειρικής :

i) Εισόδους,

ii) εξόδους,

iii) πεπερασµένο µέγεθος,

iv) αυστηρότητα, και τέλος,

v) περατότητα.

Κώδικας 1.1: ΄Αθροισµα όρων ακολουθίας

1 public static final long sum(int[] a) {

2 long sum = 0;

3 int i = 0;

4 while (i < a.length) {

5 sum = sum + a[i++];

6 }

7 return sum;

8 }

∆εδοµένα εισόδου και εξόδου. ΄Ενας αλγόριθµος έχει µηδέν ή πε-

ϱισσότερες εισόδους και τουλάχιστον µία έξοδο. Τόσο οι είσοδοι όσο
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και οι έξοδοι έχουν πεπερασµένο µέγεθος. Είσοδος του αλγορίθ-

µου είναι κάθε δεδοµένο το οποίο απαιτείται για την ολοκλήρωση

ενός υπολογισµού. ΄Εξοδος του αλγορίθµου είναι κάθε αποτέλεσµα

υπολογισµού που παράγει ο αλγόριθµος. Ο αλγόριθµος για το ά-

ϑροισµα των όρων µιας ακολουθίας του Κώδικα 1.1, έχει µία είσοδο,

την παράµετρο a, και µια έξοδο, την τιµή της τοπικής µεταβλητής

sum. Και οι δύο είναι πεπερασµένου µεγέθους.

Πεπερασµένο µέγεθος. ΄Ενας αλγόριθµος πρέπει να έχει πεπερα-

σµένο αριθµό ϐηµάτων και εποµένως να εκτελεί ένα πεπερασµένο

αριθµό στοιχειωδών λειτουργιών όπως πρόσθεση, σύγκριση, ανάθε-

ση ολίσθηση. Ο αλγόριθµος του Κώδικα 1.1 ϑα τερµατίσει µόλις η

τοπική µεταβλητή i πάρει την τιµή a.length. Αν N είναι το πλήθος

των ϑέσεων της συστοιχίας, και δεδοµένου ότι η αρχική τιµή της i

είναι 0 και αυξάνεται κατά 1 κάθε ϕορά που εκτελείται το σώµα του

ϐρόχου while, ο αλγόριθµος ϑα εκτελέσει συνολικά 4N + 3 στοι-

χειώδεις λειτουργίες προκειµένου να ολοκληρώσει τον υπολογισµό:

N συγκρίσεις, N µοναδιαίες αυξήσεις, N προσθέσεις, και N + 3
αναθέσεις.

Αυστηρότητα. Κάθε ϐήµα ενός αλγορίθµου πρέπει να είναι σαφές,

αυστηρά καθορισµένο και αναµφισβήτητο. Οι πράξεις που εκτε-

λούνται πρέπει να είναι καλώς ορισµένες σε κάθε περίπτωση. Ο

Κώδικας 1.1 για παράδειγµα, είναι αρκετά σαφής ώστε ο µεταγλωτ-

τιστής της Java να τον µετατρέψει σε εντολές της JVM.

Περατότητα. Κάθε αλγόριθµος πρέπει να ολοκληρώνει τον υπολο-

γισµό του σε πεπερασµένο και µετρήσιµο χρονικό διάστηµα. Αξίζει

να σηµειώσουµε εδώ πως το πεπερασµένο µέγεθος ενός αλγορίθ-

µου δεν εγγυάται κατά ανάγκη ότι ο αλγόριθµος ολοκληρώνει τον

υπολογισµό για κάθε πιθανό συνδυασµό των δεδοµένων εισόδου.

Στις επόµενες ενότητες ϑα επιχειρήσουµε µια εισαγωγή στο εξαι-

ϱετικά σηµαντικό, και ταυτόχρονα συναρπαστικό, αντικείµενο της

ανάλυσης αλγορίθµων. Ο σκοπός µας δεν είναι η εξαντλητική πα-

ϱουσίαση του αντικειµένου, αλλά η παρουσίαση των ϐασικών αρχών

που απαιτούνται για την κατανόηση της αποτελεσµατικότητας των

00: lconst_0

01: lstore_1

02: iconst_0

03: istore_3

04: goto 17

07: lload_1

08: aload_0

09: iload_3

10: iinc 3, 1

13: iaload

14: i2l

15: ladd

16: lstore_1

17: iload_3

18: aload_0

19: arraylength

20: if_icmplt 7

23: lload_1

24: lreturn

Σχήµα 1-1: Οι εντολές JVM του Κώδι-

κα 1.1.
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µηχανισµών οργάνωσης δεδοµένων που παρουσιάζονται στα επόµε-

να κεφάλαια.

Ασκήσεις

1-1 Υλοποιήστε ένα αλγόριθµο που εντοπίζει τη µέγιστη τιµή ενός πίνα-

κα ακεραίων.

�1-2 ΄Ενας πίνακας περιέχει N − 1 διακριτούς ακεραίους στο διάστηµα

[1, N ]. Υλοποιείστε ένα αλγόριθµο για τον εντοπισµό του µοναδικού

αριθµού που δεν περιέχεται στον πίνακα.

1-3 Υλοποιήστε ένα αλγόριθµο που υπολογίζει τη διασπορά των τιµών

ενός πίνακα πραγµατικών αριθµών.

 1-4 ΄Ενας πίνακας µε N γραµµές και N στήλες περιέχει τιµές 0 και

1. Σε κάθε γραµµή του πίνακα, όλα τα 0 προηγούνται του πρώτου

1. Κάθε γραµµή i, 0 ≤ i < N − 1 έχει τουλάχιστον όσα 0 έχει η

γραµµή i + 1. Υλοποιήστε ένα αλγόριθµο σε Java, που υπολογίζει

το πλήθος των 1 που περιέχονται στον πίνακα.

1-5 Σε τι µοιάζουν και σε τι διαφέρουν οι συνταγές µαγειρικής και οι

αλγόριθµοι ;

1.2 Μαθηµατικές έννοιες

Σύνολα και διαστήµατα. ΄Ενα πεπερασµένο σύνολο συνήθως συµ-

ϐολίζεται µε την παράθεση των στοιχείων του εντός αγκυλών π.χ.,

{1, 2, 3}. Με παρόµοιο συµβολισµό µπορούµε να παριστάνου-

µε και απειροσύνολα χρησιµοποιώντας αποσιωπητικά. Για πα-

ϱάδειγµα το σύνολο των ακεραίων αριθµών είναι το σύνολο Z =
{. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . }. Το σύνολο των ϕυσικών αριθµών είναι το

N = {1, 2, 3, . . . }. Με R ϑα συµβολίζουµε το σύνολο των πραγ-

µατικών αριθµών. Το σύνολο των ϑετικών πραγµατικών αριθµών ϑα

συµβολίζουµε µε R
+, ενώ το σύνολο των µη αρνητικών πραγµατικών

είναι το

R
∗ = R

+ ∪ {0}.
Για διατεταγµένα σύνολα, µπορούµε να χρησιµοποιούµε το συµβο-

λισµό διαστήµατος προκειµένου να υποδείξουµε ένα συνεχές υπο-

σύνολό τους. ΄Ετσι, αν µιλάµε για ϕυσικούς αριθµούς, το διάστηµα
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(1, 8] συµβολίζει το σύνολο {2, 3, . . . , 8}. Μια παρένθεση υποδει-

κνύει ένα διάστηµα ανοικτό από την αντίστοιχη πλευρά, ενώ µια

αγκύλη, διάστηµα κλειστό από την αντίστοιχη πλευρά. Για διαστή-

µατα ϕυσικών αριθµών ισχύει η σχέση

[a, b] = (a− 1, b + 1) = (a− 1, b] = [a, b + 1) . (1.1)

Ακέραιες συναρτήσεις. Αν x είναι ένας πραγµατικός αριθµός τότε

ϑα συµβολίζουµε µε bxc το δάπεδό του, δηλαδή το µεγαλύτερο α-

κέραιο που είναι µικρότερος του x. Ανάλογα ορίζουµε την οροφή

του x, dxe ως το µικρότερο ακέραιο που είναι µεγαλύτερος του x.

Προφανώς ισχύει ότι

x− 1 < bxc ≤ x ≤ dxe < x + 1. (1.2)

Επιπλέον, οι παρακάτω σχέσεις προκύπτουν εύκολα από τους προη-

γούµενους ορισµούς.

bxc = dxe , x ∈ Z (1.3)

dxe = bxc+ 1, x ∈ R (1.4)

b−xc = −dxe (1.5)

Αν x και y είναι πραγµατικοί αριθµοί, ορίζουµε τον τελεστή mod
ως εξής :

x mod y =

{

x− ybx/yc αν y 6= 0

x αν y = 0

Η ποσότητα x mod y κείται στο διάστηµα [0, y) όταν ο y είναι ϑε-

τικός, και στο διάστηµα (y, 0] όταν ο y είναι αρνητικός. Επιπλέον

η ποσότητα x − x mod y είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του y. ΄Οταν

περιοριζόµαστε στο σύνολο των ακεραίων, η ποσότητα x mod y είναι

το υπόλοιπο της διαίρεσης x/y.

Αθροίσµατα και γινόµενα. Το άθροισµα x1 + x2 + · · ·+ xN συµβο-

λίζεται ως
N

∑

i=1

xi,
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ενώ το γινόµενο x1x2 · · ·xN µε

N
∏

i=1

xi.

Στους συµβολισµούς αυτούς το i ονοµάζεται µεταβλητή ελέγχου του

αθροίσµατος. Ορισµένες ϕορές, και ειδικά όταν πρόκειται για αθροί-

σµατα απείρων όρων, αντί να καθορίζουµε τα όρια της µεταβλητής

ελέγχου του αθροίσµατος, καθορίζουµε µια συνθήκη την οποία πρέ-

πει να πληροί η µεταβλητή ελέγχου προκειµένου ο αντίστοιχος όρος

να συµµετάσχει στο άθροισµα. ΄Ετσι για παράδειγµα, µπορούµε να

συµβολίσουµε το άθροισµα απείρων όρων x1 + x2 + . . . ως
∑

i≥0

xi.

Ανάλογες συµβάσεις ισχύουν και για τα γινόµενα. Οι επόµενες σχέ-

σεις αποτελούν ϐασικές ιδιότητες των αθροισµάτων.




∑

P (i)

xi









∑

Q(j)

xj



 =
∑

P (i)

∑

Q(j)

xixj (1.6)

∑

P (i)

xi =
∑

P (j)

xj =
∑

P (Q(i))

xQ(i) (1.7)

∑

P (i)

∑

Q(j)

xij =
∑

Q(j)

∑

P (i)

xij (1.8)

Οι σχέσεις (1.6), (1.7) και (1.8) είναι γνωστές ως επιµεριστικός νόµος,

αλλαγή µεταβλητής ελέγχου, και αλλαγή σειράς, αντίστοιχα.

Ορισµένα αθροίσµατα παρουσιάζουν ιδιαίτερο ενδιαφέρον στη

µελέτη της συµπεριφοράς αλγορίθµων, και για το λόγο αυτό τα α-

ναφέρουµε εδώ. Το άθροισµα των N πρώτων ϕυσικών αριθµών

N
∑

i=1

i =
N (N + 1)

2
. (1.9)

Το άθροισµα τετραγώνων των N πρώτων ϕυσικών αριθµών

N
∑

i=1

i2 =
2N3 + 3N2 + N

6
. (1.10)



1.2. ΜΑΘΗΜΑΤΙΚ�ΕΣ �ΕΝΝΟΙΕΣ 7

Το άθροισµα των N πρώτων δυνάµεων του 2. Πρόκειται για µια

ειδική περίπτωση της (1.13) για a = 2.

N−1
∑

i=0

2i = 2N − 1 (1.11)

Το άθροισµα των N πρώτων όρων αριθµητικής προόδου µε αρχικό

όρο a0 και ϐήµα ω

N−1
∑

i=0

(a0 + iω) = a0N +
ω

2
N(N − 1) =

a0 + aN−1

2
N . (1.12)

Το άθροισµα των N πρώτων δυνάµεων του πραγµατικού αριθµού a

N−1
∑

i=0

ai =
aN − 1

a− 1
. (1.13)

Και τέλος, το αρµονικό άθροισµα

HN =

N
∑

i=1

1

i
≈ 1 + lnN . (1.14)

Λογάριθµοι. Ονοµάζουµε λογάριθµο µε ϐάση b του x ∈ R
+ και

συµβολίζουµε µε logb x, τον αριθµό y για τον οποίο ισχύει by = x. Ο

λογάριθµος ενός ϑετικού πραγµατικού αριθµού είναι η δύναµη στην

οποία πρέπει να υψωθεί η ϐάση του λογαρίθµου ώστε το αποτέλεσµα

να ισούται µε x. Για ορισµένους λογαρίθµους που απαντώνται πολύ

συχνά, χρησιµοποιούµε συµβολισµούς χωρίς ϐάση. ΄Ετσι ο λογά-

ϱιθµος µε ϐάση e ≈ 2.7182818284, ή αλλιώς ϕυσικός λογάριθµος,

του x, συµβολίζεται µε

ln x ≡ loge x,

ο λογάριθµος µε ϐάση 10, γνωστός και ως δεκαδικός ή κοινός λογά-

ϱιθµος του x συµβολίζεται µε

log x ≡ log10 x,
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και τέλος ο δυαδικός λογάριθµος, ο λογάριθµος µε ϐάση 2 του x,

πολύ σηµαντικός στην ανάλυση της πολυπλοκότητας αλγορίθµων,

συµβολίζεται µε

lg x ≡ log2 x.

Οι παρακάτω σχέσεις αποτελούν ϐασικές ιδιότητες των λογαρίθµων.

logb xa = a logb x (1.15)

logb ba = a (1.16)

logb x =
loga x

loga b
(1.17)

logb

∏

P (i)

xi =
∑

P (i)

logb xi (1.18)

(ln x)′ =
1

x
(1.19)

Προσέγγιση αθροισµάτων. Το άθροισµα των τιµών µιας συνάρτησης

στο διάστηµα [a, b] ⊆ N µπορεί να προσεγγιστεί µε τεχνικές ολοκλή-

ϱωσης. Μια προσέγγιση για την ποσότητα
b

∑

i=a

f (i) δίνεται από τη

σχέση (1.20) αν η συνάρτηση f είναι αύξουσα, ή από τη σχέση (1.21)

αν η συνάρτηση f είναι ϕθίνουσα.

∫ b

a−1
f (x) dx ≤

b
∑

i=a

f (i) ≤
∫ b+1

a

f (x) dx (1.20)

∫ b+1

a

f (x) dx ≤
b

∑

i=a

f (i) ≤
∫ b

a−1
f (x) dx (1.21)

Ο κανόνας L’ Hôspital. Αν lim
N→∞

f(N) = lim
N→∞

g(N) = ∞ και οι

συναρτήσεις f και g είναι παραγωγίσιµες, τότε ισχύει :

lim
N→∞

f(N)

g(N)
= lim

N→∞

f ′(N)

g′(N)
(1.22)
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Πιθανότητες. Ας υποθέσουµε ότι κατά την εκτέλεση ενός τυχαίου

πειράµατος, όπως το στρίψιµο ενός νοµίσµατος ή η επιλογή ενός

αντικειµένου από κληρωτίδα, υπάρχει ένα πεπερασµένο σύνολο εν-

δεχοµένων εκβάσεων του πειράµατος, E = {e0, e1, . . . , eN−1}. Το

σύνολο E των ενδεχοµένων εκβάσεων, ονοµάζεται δειγµατικός χώρος.

Αν σε κάθε ei ∈ E, 0 ≤ i ≤ N − 1 αντιστοιχίσουµε ένα πραγµατικό

αριθµό p (ei) έτσι ώστε να ισχύουν οι σχέσεις (1.23) και (1.24), ϑα

λέµε ότι p (ei) είναι η πιθανότητα εµφάνισης του ενδεχοµένου ei.

0 ≤ p (ei) ≤ 1, ∀i ∈ [0, N − 1] (1.23)

N−1
∑

i=0

p (ei) = 1 (1.24)

Η συνάρτηση p : E → [0, 1] ονοµάζεται συνάρτηση πιθανότητας και

µε ϐάση αυτή µπορούµε να υπολογίσουµε όχι µόνο την πιθανότητα

ενός µεµονωµένου ενδεχοµένου αλλά και υποσυνόλων του δειγµα-

τικού χώρου χρησιµοποιώντας τη σχέση (1.25).

p (A) =
∑

e∈A

p (e), A ⊆ E (1.25)

Ασκήσεις

1-6 Απαριθµήστε τα στοιχεία του συνόλου
(

0, 3bπ
3 c

]

.

1-7 Απλουστεύστε την παράσταση dbxce, x ∈ R.

1-8 Υπολογίστε το άθροισµα 221 + 222 + · · ·+ 232.

1-9 Αποδείξτε ότι αν ο d διαιρεί τους ϕυσικούς αριθµούς m και

N mod m, τότε διαιρεί και τον N .

1-10 Υπολογίστε τις ποσότητες loga 1, lg 256, ln eπ, log(1000), log(−100).

1-11 Αποδείξτε ότι log xN = N log x, N ∈ N, x ∈ R+.

1-12 Υπάρχει κάποια απλή σχέση µεταξύ ln 2 και lg e; Γενικότερα µεταξύ

loga b και logb a;

1-13 Υπολογίστε ένα διάστηµα για την τιµή του αρµονικού αθροίσµατος

HN χρησιµοποιώντας την (1.20).
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1-14 Επιλέγουµε στην τύχη ένα µεταξύ τεσσάρων νοµισµάτων και το στρί-

ϐουµε. Ποιά είναι πιθανότητα µετά την εκτέλεση αυτού του τυχαίου

πειράµατος, τρία από τα νοµίσµατα να δείχνουν γράµµατα, αν αρ-

χικά τα νοµίσµατα έδειχναν

i) κεφάλι, γράµµατα, γράµµατα, γράµµατα,

ii) κεφάλι, γράµµατα, κεφάλι, γράµµατα, και,

iii) γράµµατα, κεφάλι, κεφάλι, κεφάλι.

1-15 Αποδείξτε την σχέση (1.12).

1-16 ΄Ενας πίνακας M(i, j) µε N γραµµές και N στήλες περιέχει τιµές 0
και 1. Ισχύει ότι mi,j = 1 για κάθε j ∈ [i,N), 0 ≤ i < N . Πόσα 0
έχει ο πίνακας ;

1.3 Αναδροµικοί ορισµοί και µαθηµατική επαγωγή

΄Ενας αναδροµικός ορισµός είναι ένας ορισµός ο οποίος χρησιµο-

ποιεί την ίδια την οριζόµενη έννοια. Αν και ϕαίνεται παράδοξο εκ

πρώτης όψεως, µια έννοια µπορεί να οριστεί µε ϐάση τον εαυτό της.

Το παραγοντικό ενός ϕυσικού αριθµού για παράδειγµα, ορίζεται ως

το γινόµενο του αριθµού αυτού µε το παραγοντικό του προηγούµε-

νου ϕυσικού αριθµού. ΄Η πιο αυστηρά

N ! =

{

1 αν N = 0

N(N − 1)! αν N > 0
. (1.26)

Για να επιδείξουµε τη χρησιµότητα και την ορθότητα του αναδροµι-

κού ορισµού της σχέσης (1.26) ας υπολογίσουµε το 4!.

4! = 4× 3!

= 4× 3× 2!

= 4× 3× 2× 1!

= 4× 3× 2× 1× 1

= 24

΄Ενα άλλο πολύ γνωστό παράδειγµα αναδροµικού ορισµού είναι

η ακολουθία Fibonacci, η οποία ορίζεται από τις σχέσεις

FN =











0 αν N = 0

1 αν N = 1

FN−1 + FN−2 αν N ≥ 2

(1.27)
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Ο πρώτος και ο δεύτερος όρος της ακολουθίας Fibonacci είναι 0 και

1 αντίστοιχα, ενώ κάθε όρος εκτός των δύο πρώτων, προκύπτει ως το

άθροισµα των δύο προηγούµενων όρων της ακολουθίας.

Οι αναδροµικοί ορισµοί παρέχουν ένα δηλωτικό τρόπο για τον

υπολογισµό µιας ποσότητας. Κάθε ϕορά που ϑέλουµε να υπολο-

γίσουµε µια ποσότητα χρησιµοποιώντας ένα αναδροµικό ορισµό,

είµαστε αναγκασµένοι να υπολογίσουµε (χρησιµοποιώντας αναδρο-

µικά τον ίδιο ορισµό) ενδιάµεσες µικρότερες ποσότητες ώσπου να

ϕτάσουµε σε µια περίπτωση του προβλήµατος για την οποία το α-

ποτέλεσµα είναι γνωστό, και έτσι, δεν απαιτείται εκ νέου εφαρµογή

του ορισµού. Μια τέτοια συνθήκη ονοµάζεται ϐάση του αναδρο-

µικού ορισµού. Στη συνέχεια εφαρµόζοντας διάφορες πράξεις στα

συσσωρευµένα ενδιάµεσα αποτελέσµατα, προκύπτει το αποτέλεσµα

του υπολογισµού. Στην περίπτωση της σχέσης (1.26), προκειµέ-

νου να υπολογίσουµε το παραγοντικό του αριθµού N , πρέπει να

υπολογίσουµε τα παραγοντικά όλων των µικρότερων ϕυσικών αριθ-

µών εκτός του 1, του οποίου το παραγοντικό είναι γνωστό, και στην

συνέχεια να υπολογίσουµε το γινόµενό τους. Παρόµοια, για να υ-

πολογίσουµε τον όρο FN της ακολουθίας Fibonacci, πρέπει πρώτα

να υπολογίσουµε τους όρους FN−1, FN−2, . . . , F2, και στην συνέ-

χεια να υπολογίσουµε το άθροισµά τους και να το προσθέσουµε στο

άθροισµα των δύο πρώτων όρων της ακολουθίας. ΄Ενας αναδροµικός

ορισµός µπορεί να έχει µία και µοναδική ϐάση, όπως για παράδειγ-

µα ο ορισµός (1.26), ή περισσότερες από µία ϐάσεις όπως ο ορισµός

(1.27).

Η αναδροµή έχει πολλές οµοιότητες µε την επαγωγή η οποία

είναι µια ϑεµελιώδης τεχνική για την απόδειξη ϑεωρηµάτων. Θα

περιγράψουµε την εφαρµογή της τεχνικής αυτής για την απόδειξη

προτάσεων της µορφής

P (N) , N ∈ N

όπως για παράδειγµα N2+1
2 > 12, N ≥ 5.

i). Αρχικά αποδεικνύουµε το P (1), την ισχύ δηλαδή της πρότασης

P (N) για N = 1. Η απόδειξη αυτή αποτελεί τη ϐάση της

επαγωγής ή αλλιώς την επαγωγική ϐάση.

ii). Στη συνέχεια ϑεωρούµε ότι ισχύει το ϑεώρηµα P (k) για κάθε

k ≤ N . Η υπόθεση αυτή ονοµάζεται επαγωγική υπόθεση.
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iii). Τελευταίο, και συνήθως δυσκολότερο, στάδιο της απόδειξης α-

ποτελεί η απόδειξη του ϑεωρήµατος P (k + 1) δεδοµένου ότι

ισχύει το ϑεώρηµα P (k) για κάθε k ≤ N . Το στάδιο αυτό

ονοµάζεται επαγωγικό ϐήµα .

Εφαρµόζοντας τα παραπάνω ας αποδείξουµε ότι

N ! =

N
∏

i=1

i, N ∈ N. (1.28)

Απόδειξη. Αρχικά ϑα πρέπει να αποδείξουµε ότι η (1.28) ισχύει για

N = 1, ή αλλιώς ότι

1! =

1
∏

i=1

i.

Αυτό προκύπτει αµέσως από τη ϐάση του αναδροµικού ορισµού

(1.26). Θεωρούµε τώρα ότι η (1.28) ισχύει για κάθε k ≤ N . ∆ηλαδή

ότι

k! =
k

∏

i=1

i, k ≤ N . (1.29)

Για να ολοκληρώσουµε την απόδειξη, ϑα πρέπει να αποδείξουµε ότι

αν η (1.29) ισχύει, τότε ισχύει και η (1.28) για N = k + 1, δηλαδή

(k + 1)! =

k+1
∏

i=1

i, k ∈ N.

Εφαρµόζοντας το αναδροµικό σκέλος της σχέσης (1.26) προκύπτει

ότι

(k + 1)! = (k + 1) k! = (k + 1)
k

∏

i=1

i =
k+1
∏

i=1

i

όπως έπρεπε να αποδείξουµε.

Ο µέθοδος που χρησιµοποιήσαµε την αρχή αυτής της ενότη-

τας για τον υπολογισµό του 4!, η συνεχής δηλαδή εφαρµογή του

αναδροµικού ορισµού ξεκινώντας από ένα αριθµό k > 1 ως ότου

ϕτάσουµε στη ϐάση του ορισµού, είναι γνωστός ως τηλεσκοπικό α-

νάπτυγµα. Αυτή η απλή µέθοδος σε συνδυασµό µε την επαγωγή

είναι εξαιρετικά χρήσιµη στην ανάλυση της αποτελεσµατικότητας
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αλγορίθµων όπως ϑα δούµε παρακάτω. Η µέθοδος αυτή ϑα γίνει

περισσότερο κατανοητή στην επίλυση µιας πιο γενικής αναδροµι-

κής σχέσης όπως η σχέση CN = CN−1 + N , C1 = 1.

CN = CN−1 + N

= CN−2 + (N − 1) + N

= CN−3 + (N − 2) + (N − 1) + N

=
...

= 1 + 2 + · · ·+ N − 1 + N

=
N(N + 1)

2
.

Το αποτέλεσµα αυτό, µπορεί να επαληθευτεί µε µια επαγωγική α-

πόδειξη.

Ασκήσεις

1-17 Αποδείξτε τη σχέση (1.10) χρησιµοποιώντας επαγωγή.

�1-18 ΄Ενας ϕυσικός αριθµός m λέγεται πρώτος αν είναι µεγαλύτερος του

1 και δεν διαιρείται από κανένα αριθµό στο διάστηµα (1,m). Α-

ποδείξτε µε ένα επαγωγικό επιχείρηµα πως κάθε ϕυσικός αριθµός

µεγαλύτερος του 1, µπορεί να γραφεί ως γινόµενο πρώτων αριθµών.

 1-19 ∆ώστε ένα αναδροµικό ορισµό για την παράσταση log(N !).

1-20 ∆ώστε ένα αναδροµικό ορισµό για το άθροισµα

N
∑

i=1

i = 1 + 2 + · · ·+ N .

 1-21 Χρησιµοποιώντας επαγωγή, αποδείξτε ότι FN ≤ φN−1, φ =
(

1 +
√

5
)

/2. Υπόδειξη: Αποδείξτε πρώτα ότι φ2 = φ + 1.

1-22 Χρησιµοποιώντας επαγωγή, αποδείξτε ότι απαιτούνται FN+1 εφαρ-

µογές του ορισµού (1.27) για τον υπολογισµό του όρου FN της α-

κολουθίας Fibonacci.

�1-23 Υπολογίστε µια κλειστή µορφή για την αναδροµική σχέση CN =
CN−1 + lnN όπου C1 = 0.

 1-24 Υπολογίστε µια κλειστή µορφή για την αναδροµική σχέση CN =
CN/2 + N , C1 = 0. Υπόδειξη: Θεωρείστε ότι N = 2k, k ≥ 1.
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1.4 Ανάλυση αλγορίθµων

Ο όρος ανάλυση αλγορίθµων περιγράφει τη διαδικασία της µελέτης

της συµπεριφοράς ενός αλγορίθµου σε σχέση µε προκαθορισµένα

κριτήρια. Υπάρχουν πολλά κριτήρια τα οποία καθοδηγούν την α-

νάλυση ενός αλγορίθµου, ανάλογα µε το πεδίο εφαρµογής. Είναι

η ορθότητα αυτό που ϑα µας απασχολήσει κατά κύριο λόγο σε ένα

πρόγραµµα το οποίο εκτελείται µια ϕορά την εβδοµάδα για να µετα-

ϕέρει µερικά δεδοµένα µεταξύ δύο συσκευών αποθήκευσης. Σε µια

εφαρµογή λήψης παραγγελιών µέσω ∆ιαδικτύου η οποία πρέπει να

εξυπηρετεί χιλιάδες (κατά κανόνα απαιτητικούς) πελάτες ϑα ενδια-

ϕερθούµε πέραν της ορθότητας και για τον αριθµό των στοιχειωδών

λειτουργιών που απαιτούνται για την καταχώρηση µιας παραγγελί-

ας. Αυτό ϑα µας δώσει µια εκτίµηση του αριθµού των παραγγελιών

που µπορούµε να λαµβάνουµε ανά δευτερόλεπτο ή του αριθµού των

πελατών που µπορούµε να εξυπηρετούµε ανά ώρα. Τα πιο σηµαν-

τικά κριτήρια ανάλυσης αλγορίθµων είναι

i) η ορθότητα,

ii) η απαιτούµενη ποσότητα µνήµης, και τέλος,

iii) ο χρόνος εκτέλεσης.

Πολύ σηµαντικές ιδιότητες ενός αλγορίθµου είναι εξάλλου η απλό-

τητα, η κοµψότητα, καθώς επίσης η ορθή δόµησή του. Οι µελέτη

των ιδιοτήτων αυτών ωστόσο, εµπίπτει περισσότερο στο πεδίο της

τεχνολογίας λογισµικού παρά σε αυτό της ανάλυσης αλγορίθµων.

1.4.1 Ορθότητα

Προκειµένου να µελετήσουµε την ορθότητα ενός αλγορίθµου, πρέ-

πει κατ΄ αρχήν να έχουµε µια σαφή διατύπωση για το τι πρέπει να

κάνει ο αλγόριθµος αυτός. Πρέπει δηλαδή να έχουµε ένα ξεκάθαρο

ορισµό για το τι είναι ορθό στη συγκεκριµένη περίπτωση. Η πιο συ-

νηθισµένη πρακτική είναι να περιγράψουµε συνθήκες που πρέπει

να πληρούν τα δεδοµένα εισόδου καθώς επίσης και τα αναµενό-

µενα αποτελέσµατα και στη συνέχεια να αποδείξουµε ότι σε κάθε

περίπτωση στην οποία τα δεδοµένα εισόδου πληρούν τις αναγκαί-

ες συνθήκες, ο αλγόριθµος τερµατίζει παράγοντας τα αναµενόµενα

αποτελέσµατα.

Για απλούς αλγορίθµους µπορούµε κατά κανόνα, χρησιµο-
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ποιώντας διάφορες µαθηµατικές τεχνικές, να διατυπώσουµε προ-

τάσεις που αποδεικνύουν την ορθή συµπεριφορά τους. Μπορούµε

να αποµονώσουµε για παράδειγµα τις τιµές των µεταβλητών ελέγχου

των ϐρόχων και χρησιµοποιώντας επαγωγή να δείξουµε ότι έχουν τις

αναµενόµενες τιµές στο τέλος της επεξεργασίας.

Στη γενική περίπτωση η χρήση τυπικών µεθόδων µπορεί να εί-

ναι αρκετά δύσκολη ακόµη και για προγράµµατα µερικών δεκά-

δων γραµµών κώδικα. Είναι εύκολα αντιληπτό πως για µια µικρή

εφαρµογή, µεγέθους 10.000 γραµµών κώδικα, η χρήση τυπικών

µεθόδων είναι πρακτικά ανεφάρµοστη. Από την άλλη πλευρά, α-

κόµη κι όταν έχουµε σχετικά µικρά προγράµµατα να ελέγξουµε, τα

ερωτήµατα τα οποία µπορούµε να απαντήσουµε είναι περιορισµένα.

Τα παραπάνω δεν σηµαίνουν σε καµία περίπτωση ϐέβαια ότι

πρέπει να ξεχάσουµε τη χρήση τυπικών µεθόδων για την ανάλυ-

ση ορθότητας των αλγορίθµων. Αντίθετα, όπως γίνεται συνήθως ό-

ταν δεν µπορούµε να λύσουµε ένα µεγάλο πρόβληµα, προσπαθού-

µε να το χωρίσουµε σε µικρότερα προβλήµατα τα οποία µπορούµε

να αντιµετωπίσουµε µε µεγαλύτερη άνεση. ΄Ετσι πρέπει πάντα να

ϕροντίζουµε ώστε όλα τα εξαρτήµατα που απαρτίζουν ένα σύστηµα

λογισµικού να έχουν ϕτιαχτεί µικρά, σαφή, ξεκάθαρα, και, πάνω

από όλα, ανεξάρτητα ώστε να µπορούµε να εφαρµόσουµε τυπικές

µεθόδους για την αξιολόγηση της ορθότητάς τους.

Στη σύγχρονη τεχνολογία λογισµικού, όπου αρκετά συχνά οι

εφαρµογές ξεπερνούν σε µέγεθος το ένα εκατοµµύριο γραµµές κώ-

δικα, πέρα από τις απλές τεχνικές που ϑα περιγράψουµε εδώ, υπάρ-

χουν δεκάδες άτυποι αλλά παραγωγικότατοι τρόποι να ενισχύσουµε

την εµπιστοσύνη µας στην ορθότητα των αλγορίθµων µας. Εδώ ϑα

αρκεστούµε να παρουσιάσουµε µερικές ϐασικές τεχνικές ανάλυσης

ορθότητας χρησιµοποιώντας ως παράδειγµα τον Κώδικα 1.2.

΄Εστω µια ακολουθία ακεραίων a = a0, a1, . . . , aN−1. ΄Εστω επί-

σης ότι ϑέλουµε να εντοπίσουµε το µικρότερο i ∈ [0, N) έτσι ώστε

ai = x, όπου x είναι ένας δοσµένος ακέραιος, που ονοµζουµε Ϲη-

τούµενο στοιχείο ή Ϲητούµενη τιµή. Ο Κώδικας 1.2 είναι ένας αλγό-

ϱιθµος για την επίλυση του προβλήµατος, γνωστός ως ακολουθιακή

αναζήτηση. Ο αλγόριθµος αυτός, συγκρίνει διαδοχικά τα στοιχεία

της ακολουθίας µε το Ϲητούµενο στοιχείο µέχρι είτε να διαπιστώσει

ισότητα, είτε να εξαντλήσει την ακολουθία. Θα αποδείξουµε ότι ο

Κώδικας 1.2 είναι ορθός.
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Απόδειξη. Αν υπάρχει στοιχείο µε τιµή ίση της Ϲητούµενης, τότε η

συνθήκη a[i] == x στη γραµµή 4 ϑα γίνει αληθής για κάποια τιµή i
της τοπικής µεταβλητής i στο διάστηµα [0, N), N = a.length ∈ N

και ο αλγόριθµος ϑα τερµατίσει επιστέφοντας την τιµή αυτή. Αν

ωστόσο κανένα στοιχείο δεν είναι ίσο µε x, η τοπική µεταβλητή

i ϑα πάρει διαδοχικά όλες τις τιµές στο διάστηµα [0, N ] γεγονός

που ϑα οδηγήσει το ϐρόχο while να τερµατίσει λόγω της συνθήκης

i < a.length. ΄Ετσι, ο αλγόριθµος ϑα τερµατίσει επιστρέφοντας την

τιµή −1. Συµπερασµατικά, ο Κώδικας 1.2 επιστρέφει τη ϑέση του

στοιχείου της συστοιχίας a που ισούται µε x, ή περιστρέφει την τιµή

−1 αν τέτοιο στοιχείο δεν υπάρχει.

Κώδικας 1.2: Ακολουθιακή αναζήτηση.

1 public static final int indexOf(int x, int[] a) {

2 int i = 0;

3 while (i < a.length) {

4 if (a[i] == x) return i;

5 i = i + 1;

6 }

7 return 1;

8 }

1.4.2 Απαιτούµενη ποσότητα µνήµης

Πολύ συχνά, για να λύσουµε ένα υπολογιστικό πρόβληµα χρεια-

Ϲόµαστε πέρα από τα δεδοµένα εισόδου, µνήµη για αποθήκευση

ενδιάµεσων αποτελεσµάτων, υπολογισµών, ή µετασχηµατισµό των

δεδοµένων εισόδου. Ο Κώδικας 1.2 για παράδειγµα, πέρα από τη

µνήµη που απαιτείται για την αποθήκευση των στοιχείων της συστοι-

χίας a χρησιµοποιεί τη ϐοηθητική µεταβλητή i. Η ποσότητα µνήµης

που απαιτείται για να αποθηκευτούν τα δεδοµένα που χρησιµοποιεί

ένας αλγόριθµος συµπεριλαµβανοµένων και των δεδοµένων εισόδου,

είναι ένα σηµαντικό κριτήριο αποτελεσµατικότητας. Ο Κώδικας 1.2

για παράδειγµα, όταν εκτελείται σε µια εικονική µηχανή Java, α-

παιτεί 4(N +2) ψηφιοσυλλαβές µνήµης για την εκτέλεσή του, όπου

N είναι το πλήθος των στοιχείων της συστοιχίας a.

Πριν από µερικά χρόνια οι απαιτήσεις µνήµης είχαν πολύ ση-

µαντικό ϱόλο στην αξιολόγηση της αποτελεσµατικότητας ενός αλγο-

ϱίθµου. Με την πάροδο των ετών και τη συνεχή µείωση της τιµής των
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αποκοµµάτων µνήµης, το κριτήριο αυτό τείνει να πάρει δευτερεύ-

ουσα σηµασία, καθώς παρά την συνεχή αύξηση της υπολογιστικής

ισχύος, ο χρόνος εκτέλεσης ενός προγράµµατος εξακολουθεί να έχει

τον κεντρικό ϱόλο στην αξιολόγηση της αποτελεσµατικότητάς του.

Αυτό δεν σηµαίνει ϐέβαια πως πρέπει να αδιαφορούµε για τις

απαιτήσεις µνήµης ενός προγράµµατος. Η ποσότητα των ψηφιο-

συλλαβών στην κεντρική µνήµη ενός υπολογιστή, αν και έχει αυξη-

ϑεί εξαιρετικά, παραµένει πεπερασµένη. ∆εν πρέπει λοιπόν να τη

σπαταλάµε χωρίς λόγο.

1.4.3 Χρόνος εκτέλεσης

Γενικά περιµένουµε από ένα αλγόριθµο να εκτελεί το µικρότερο

δυνατό αριθµό λειτουργιών για την ολοκλήρωση του υπολογισµού.

΄Οσο λιγότερες εντολές εκτελεί ένας αλγόριθµος τόσο πιο γρήγορα

εκτελείται και κατά συνέπεια, αν η ταχύτητα είναι το κριτήριο απο-

τελεσµατικότητας, τόσο πιο αποτελεσµατικός είναι. Ας υποθέσουµε

πως έχουµε διαθέσιµους δύο διαφορετικούς αλγορίθµους A και B
για την επίλυση του ίδιου προβλήµατος. Και οι δύο είναι αποδε-

δειγµένα ορθοί και οι απαιτήσεις τους σε µνήµη είναι περίπου οι

ίδιες. Ποιο ϑα πρέπει να προτιµήσουµε ; Προφανώς αυτόν που ε-

κτελείται σε λιγότερο χρόνο. Πως ωστόσο µπορούµε να µετρήσουµε

πόσο χρόνο απαιτεί ένας αλγόριθµος για την ολοκλήρωσή του, όταν

είναι γνωστό το µέγεθος των δεδοµένων εισόδου ;

Εµπειρική µελέτη

Ο πιο απλός, αν και κάπως παρεξηγηµένος, τρόπος είναι να εκτελέ-

σουµε πειράµατα. Μπορούµε να επιλέξουµε ένα σύνολο δεδοµένων

εισόδου, να εκτελέσουµε τα δύο προγράµµατα για το συγκεκριµένο

σύνολο δεδοµένων εισόδου, και να µετρήσουµε το χρόνο που χρειά-

στηκε καθένα για να ολοκληρώσει τη δουλειά. Υπάρχουν αρκετά

αντεπιχειρήµατα σε αυτή την προσέγγιση.

Αν τη στιγµή που έτρεχε ο αλγόριθµος A, το λειτουργικό σύστη-

µα ξεκίνησε µια προγραµµατισµένη εργασία δηµιουργίας αντιγρά-

ϕων ασφαλείας, τότε σίγουρα η µέτρηση δεν είναι αντικειµενική.

Κατά κανόνα, οι αλγόριθµοι είναι ευαίσθητοι στα δεδοµένα εισό-

δου. Για µια συγκεκριµένη κατηγορία δεδοµένων µπορεί να είναι
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πολύ πιο γρήγοροι από ότι για µια άλλη. Πως εξασφαλίζουµε ότι

τα δεδοµένα που επιλέξαµε για ένα πείραµα είναι αφενός ϱεαλιστι-

κά και αφετέρου αντικειµενικά ; ΄Ενας αλγόριθµος µπορεί να είναι

εξαιρετικά γρήγορος όταν το µέγεθος των δεδοµένων εισόδου είναι

µικρό, αλλά η ταχύτητά του να µειώνεται δραµατικά όταν το µέγεθος

των δεδοµένων εισόδου µεγαλώνει. Συχνά επίσης συµβαίνει και το

αντίστροφο αν και κάτι τέτοιο ϕαίνεται παράλογο εκ πρώτης όψεως.

Τα παραπάνω δεν ϑα πρέπει να µας οδηγήσουν στο συµπέρασµα

ότι η πειραµατική µελέτη της ταχύτητας αλγορίθµων δεν είναι αξιό-

πιστη. Αντίθετα σε πολλές περιπτώσεις είναι εξαιρετικά σηµαντική.

Για το λόγο αυτό προτείνουµε µερικούς τρόπους για τον περιορισµό

της επίδρασης των παραπάνω παραγόντων.

i). Πρέπει να εκτελούµε πειράµατα σε συνεχώς αυξανόµενα σε µέ-

γεθος δεδοµένα εισόδου.

ii). Για κάθε συγκεκριµένο µέγεθος των δεδοµένων εισόδου πρέπει

να δηµιουργούµε ένα σύνολο από διαφορετικά, τυχαία δεδο-

µένα.

iii). Πρέπει να εκτελούµε κάθε πρόγραµµα περισσότερες από µία

ϕορές για κάθε σύνολο δεδοµένων εισόδου και να υπολογί-

Ϲουµε το µέσο χρόνο που χρειάστηκε για να ολοκληρώσει την

επεξεργασία.

iv). Πρέπει πάντα να ϕροντίζουµε πως το σύνολο των δεδοµένων ει-

σόδου είναι αντικειµενικό, πως δεν ευνοεί κανένα από τα προ-

γράµµατα που συγκρίνουµε.

Ο σχεδιασµός ενός αξιόπιστου πειράµατος απαιτεί αρκετή προ-

σπάθεια και ορθή µεθοδολογική προσέγγιση. Σε µερικές περιπτώ-

σεις ωστόσο, η διαφορά ταχύτητας µεταξύ δύο αλγορίθµων είναι τόσο

µεγάλη ώστε η εκτέλεση πειραµάτων είναι περιττή. Αν γνωρίζουµε

για παράδειγµα ότι σε δεδοµένα εισόδου µεγέθους N , ο αλγόριθµος

A εκτελεί κατά µέσο όρο 10 lnN λειτουργίες ενώ ο αλγόριθµος B
εκτελεί

(

N2 −N
)

/2 τότε µια γρήγορη µατιά στο Σχήµα 1-2 αρκεί

για να µας πείσει πως ο πρώτος είναι ταχύτερος εφόσον το N είναι

αρκετά µεγάλο (ϐλέπε ΄Ασκηση 1-27).

Το Σχήµα 1-2 παρουσιάζει µερικές συναρτήσεις του N που εµ-

ϕανίζονται πολύ συχνά στην ανάλυση αλγορίθµων. Κάθε µία από

τις απεικονιζόµενες συναρτήσεις ορίζει µια κλάση αποτελεσµατικό-

τητας αλγορίθµων. Συνήθως λέµε πως ένα πρόγραµµα εκτελείται σε

λογαριθµικό χρόνο σε σχέση µε το πλήθος των δεδοµένων εισόδου,
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f(N) = log N

f(N) =
√

N

f(N) = N

f(N) = N2

f(N) = N3

f(N) = 2N

Σχήµα 1-2: Ρυθµός αύξησης συναρτή-

σεων.

Το σχήµα παρουσιάζει µερικές συ-

ναρτήσεις που εµφανίζονται πολύ συ-

χνά στην ανάλυση αλγορίθµων. Στο

αριστερό µέρος του σχήµατος παρου-

σιάζονται οι συναρτήσεις που αυξά-

νουν µε σχετικά αργό ϱυθµό καθώς

αυξάνει το µέγεθος του προβλήµα-

τος. Αντίθετα, στο δεξί µέρος του

σχήµατος, παρουσιάζονται συναρτή-

σεις που αυξάνουν µε ταχύτατο ϱυθ-

µό. Για τους σκοπούς της παρουσία-

σης, η κλίµακα στον κάθετο άξονα εί-

ναι 1 στο αριστερό γράφηµα, και 0.01
στο δεξί.

όταν το πλήθος των λειτουργιών που εκτελεί δίνεται από µια συ-

νάρτηση της µορφής f(N) = c log N . Αντίστοιχα χαρακτηρίζουµε

το χρόνο εκτέλεσης ενός προγράµµατος ως υπογραµµικό, γραµµικό,

τετραγωνικό, κυβικό ή εκθετικό σε σχέση πάντα µε το µέγεθος των

δεδοµένων εισόδου.

Θεωρητική µελέτη

Το ερώτηµα ωστόσο είναι πως µπορούµε να εφαρµόσουµε αναλυ-

τικές µεθόδους για να προσδιορίσουµε τη συνάρτηση που δίνει τον

αριθµό των στοιχειωδών λειτουργιών ενός αλγορίθµου, ως συνάρ-

τηση του µεγέθους των δεδοµένων εισόδου. Για το σκοπό αυτό ϑα

παρουσιάσουµε µερικά παραδείγµατα ανάλυσης του χρόνου εκτέ-

λεσης ορισµένων πολύ γνωστών αλγορίθµων.

Ακολουθιακή αναζήτηση. Η υλοποίηση του αλγορίθµου έχει ήδη

παρουσιαστεί στον Κώδικα 1.2 στη σελίδα 16, όπου η παράµετρος

a παριστάνει την ακολουθία a και η παράµετρος x το Ϲητούµενο

στοιχείο x. Θα προσπαθήσουµε να ποσοτικοποιήσουµε τον χρόνο

εκτέλεσης της υλοποίησης αυτής, αναλύοντας τον αριθµό των συγ-

κρίσεων που εκτελεί η µέθοδος indexOf στη γραµµή 4. Αν a0 = x,

η µέθοδος indexOf εκτελεί

B(N) = 1
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συγκρίσεις. Αυτή είναι και η καλύτερη περίπτωση (best case), η

περίπτωση δηλαδή στην οποία η µέθοδος εκτελεί το µικρότερο δυ-

νατό αριθµό συγκρίσεων και κατά συνέπεια έχει το µικρότερο χρόνο

εκτέλεσης.

΄Οταν aN−1 = x ή όταν ai 6= x για κάθε i ∈ [0, N), η µέθο-

δος απαιτεί N συγκρίσεις. Κατά συνέπεια στη χειρότερη περίπτωση

(worst case) η µέθοδος εκτελεί

W (N) = N

συγκρίσεις. Η ανάλυσή µας ϑα ήταν σαφέστατα χρησιµότερη αν

µπορούσαµε να εκφράσουµε τον αναµενόµενο αριθµό συγκρίσεων

διατυπώνοντας έτσι µια γενικότερη (και ακριβέστερη) εκτίµηση για

τον χρόνο εκτέλεσης της µεθόδου στη µέση περίπτωση (average ca-
se).

Ας υποθέσουµε πως η πιθανότητα να υπάρχει κάποιο i ∈ [0, N)
έτσι ώστε ai = x, είναι p. Κατά συνέπεια η πιθανότητα να µην

υπάρχει τέτοιο στοιχείο είναι q = 1− p. Θα ϑεωρήσουµε πως αν το

x είναι στοιχείο της ακολουθίας, η πιθανότητα να ϐρίσκεται στη ϑέση

i είναι pi = 1
N

. Με διαφορετική διατύπωση, εφόσον το x αποτελεί

στοιχείο της ακολουθίας, η πιθανότητα να ϐρίσκεται σε οποιαδήποτε

ϑέση, είναι η ίδια. Αν είµαστε σίγουροι πως το x είναι στοιχείο

της ακολουθίας, απαιτείται 1 σύγκριση για τον εντοπισµό του αν

ϐρίσκεται στη ϑέση 0, ενώ απαιτούνται 2 συγκρίσεις αν ϐρίσκεται

στη ϑέση 1, και γενικά, απαιτούνται i + 1 συγκρίσεις αν ϐρίσκεται

στη ϑέση i. Συνεπώς ο αναµενόµενος αριθµός συγκρίσεων είναι

Ap(N) = p1 + 2p2 + · · ·+ NpN

=
1

N
+

2

N
+ · · ·+ N

N

=
1

N

N
∑

k=1

k

=
1

N

N + 1

2
N

=
N + 1

2
.

(1.30)

Αν το x δεν είναι στοιχείο της ακολουθίας, απαιτούνται

Aq(N) = N (1.31)
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συγκρίσεις, όσες και στην χειρότερη περίπτωση. Συνδυάζοντας τις

(1.30) και (1.31) µε τις πιθανότητες εµφάνισης των αντίστοιχων εν-

δεχοµένων, έχουµε τελικά τον αναµενόµενο αριθµό συγκρίσεων

A(N) = pAp(N) + qAq(N) = p
N + 1

2
+ qN . (1.32)

Είναι ενδιαφέρον να ξαναδούµε τον τρόπο µε τον οποίο καταλήξα-

µε σε αυτό το αποτέλεσµα. Αρχικά παρατηρώντας τον Κώδικα 1.2

εντοπίσαµε τις προϋποθέσεις που πρέπει να ικανοποιούν τα δεδο-

µένα εισόδου ώστε να έχουµε τον ελάχιστο χρόνο εκτέλεσης B(N).
Με ανάλογο τρόπο, τρόπο εντοπίσαµε τον µέγιστο χρόνο εκτέλεσης

W (N). ΄Εχοντας πια µια ϐαθύτερη κατανόηση για τη λειτουργία

του αλγορίθµου αλλά και για τα δεδοµένα εισόδου και τον τρόπο µε

τον οποίο αυτά επηρεάζουν τη συµπεριφορά του αλγορίθµου, κα-

ταλήξαµε σε ένα απλό µοντέλο το οποίο λαµβάνει υπόψη του κάθε

ενδεχόµενη διάταξη των δεδοµένων εισόδου. Εφαρµόζοντας τέλος

µερικές σχέσεις και ιδιότητες από την Ενότητα 1.2, υπολογίσαµε

τον αναµενόµενο αριθµό συγκρίσεων που εκτελεί ο αλγόριθµος.

Ταξινόµηση µε εισαγωγή. Το πρόβληµα της ταξινόµησης µιας α-

κολουθίας N ≥ 2 στοιχείων a0, a1, . . . , aN−1 σε αύξουσα (ϕθί-

νουσα) διάταξη, συνίσταται στην παραγωγή µιας ακολουθίας

ap(0), ap(1), . . . , ap(N−1), έτσι ώστε ap(i) ≤ ap(i+1) (ή αντίστοιχα

ap(i) ≥ ap(i+1) εφόσον πρόκειται για ϕθίνουσα διάταξη) για κάθε

0 ≤ p(i) ≤ N − 2.

Για το πρόβληµα της ταξινόµησης έχουν σχεδιαστεί διάφοροι

αλγόριθµοι µε διάφορα χαρακτηριστικά επίδοσης. Εδώ ϑα αναλύ-

σουµε το χρόνο εκτέλεσης του αλγορίθµου ταξινόµησης µε εισαγωγή

(insertion sort). Η υλοποίηση του αλγορίθµου δίνεται στον Κώδι-

κα 1.3.

Ο αλγόριθµος insertion sort ξεκινά χωρίζοντας την ακολου-

ϑία προς ταξινόµηση σε δύο ακολουθίες : L = a0 και R =
a1, a2, . . . , aN−1. Το επόµενο ϐήµα είναι η µεταφορά του όρου a1

από την ακολουθία R στην ακολουθία L έτσι ώστε η τελευταία να εί-

ναι ταξινοµηµένη. Το ϐήµα αυτό λέγεται εισαγωγή του όρου a1 στην

L και για το λόγο αυτό ο συγκεκριµένος αλγόριθµος ταξινόµησης

ονοµάζεται ταξινόµηση µε εισαγωγή. Μετά την εισαγωγή του a1, η

S O R T I N G E X A M P L E

A E E G I L M N O P R S T X

X T S R P O N M L I G E E A

Σχήµα 1-3: Ταξινόµηση ακολουθίας σε

αύξουσα και φθίνουσα διάταξη.

Το σχήµα παρουσιάζει το αποτέλεσµα

της ταξινόµησης της ακολουθίας S O R

T I N G E X A M P L E σε αύξουσα και

ϕθίνουσα διάταξη.
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L έχει 2 στοιχεία ενώ η R, N − 2. Το ϐήµα της εισαγωγής επανα-

λαµβάνεται για τους όρους a2, . . . , aN−1 µέχρι η R να εκφυλιστεί σε

κενή ακολουθία. Τότε η L ϑα είναι ταξινοµηµένη.

1 4 5 8 0 3 6 7 2 9

1 4 5 8 0 3 6 7 2 9

1 4 5 8 0 3 6 7 2 9

1 4 5 8 0 3 6 7 2 9

0 1 4 5 8 3 6 7 2 9

0 1 3 4 5 8 6 7 2 9

0 1 3 4 5 6 8 7 2 9

0 1 3 4 5 6 7 8 2 9

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Σχήµα 1-4: Ο αλγόριθµος insertion sort.

Το σχήµα παρουσιάζει τον τρόπο µε

τον οποίο λειτουργεί ο αλγόριθµος in-
sertion sort για την ταξινόµηση της

ακολουθίας ακεραίων 1 4 5 8 0 3 6 7

2 9. Η επάνω διαγώνιος είναι η ακο-

λουθία R ενώ η κάτω διαγώνιος είναι

η ταξινοµηµένη ακολουθία L.

Κώδικας 1.3: Ταξινόµηση µε εισαγωγή.

1 public void sort(int[] a) {

2 for (int i = 1; i < a.length; ++i) {

3 int x = a[i];

4 int j = i  1;

5 while (j >= 0 && a[j] > x) {

6 a[j + 1] = a[j];

7 j = j  1;

8 }

9 a[j + 1] = x;

10 }

11 }

Θα αναλύσουµε την αποτελεσµατικότητα του αλγορίθµου inser-
tion sort υπολογίζοντας το πλήθος των συγκρίσεων που εκτελεί (ϐρό-

χος while στην γραµµή 9). Για να απλουστεύσουµε την ανάλυσή

µας, ϑα ϑεωρήσουµε ότι τα στοιχεία της συστοιχίας είναι διακρι-

τά, καµία τιµή δηλαδή, δεν εµφανίζεται περισσότερο από µία ϕο-

ϱά. Αν τα στοιχεία είναι αρχικά σε ϕθίνουσα διάταξη, η συνθήκη

a[j] > x ϑα είναι αληθής κάθε ϕορά που ϑα εκτελείται ο ϐρόχος

while. Αυτό σηµαίνει ότι για κάθε τιµή i της µεταβλητής i στο διά-

στηµα [1, N − 1], N = a.length, ο ϐρόχος while ϑα εκτελείται i
ϕορές (για τις τιµές της µεταβλητής j από 0 µέχρι και i − 1). Κατά

συνέπεια ο αριθµός των συγκρίσεων στην περίπτωση αυτή ϑα είναι

W (N) =
N−1
∑

k=1

k =
1 + (N − 1)

2
(N − 1) =

N(N − 1)

2
. (1.33)

Προφανώς πρόκειται για την χειρότερη περίπτωση. Με ανάλογο

τρόπο, εύκολα συµπεραίνουµε ότι στην καλύτερη περίπτωση, όταν

δηλαδή τα στοιχεία της συστοιχίας είναι ήδη σε αύξουσα διάταξη, ο

ϐρόχος while ϑα εκτελείται µία και µόνο ϕορά για κάθε τιµή της

µεταβλητής i. Κατά συνέπεια ο Κώδικας 1.3 σε αυτή την περίπτωση

ϑα εκτελέσει N − 1 συγκρίσεις, και εποµένως

B(N) = N − 1. (1.34)
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∆εν µπορούµε ϕυσικά να περιµένουµε οι δύο πολύ ειδικές αυτές πε-

ϱιπτώσεις να εµφανίζονται συχνά στην πραγµατικότητα. Σηµαντικό

πρακτικό ενδιαφέρον αντίθετα έχουν οι περιπτώσεις κατά τις οποίες

τα στοιχεία της ακολουθίας είναι διατεταγµένα µε τυχαίο τρόπο.

Παρατηρούµε ότι ο αριθµός των συγκρίσεων στον ϐρόχο while

εξαρτάται από την ϑέση στην οποία ϑα πρέπει να µεταφερθεί στο

στοιχείο a[i] σε κάθε εκτέλεση του ϐρόχου for. Για κάθε τιµή

i της µεταβλητής i, υπάρχουν i + 1 ϑέσεις στις οποίες ενδέχεται

να µεταφερθεί τελικά το στοιχείο a[i]· οι ϑέσεις από 0 ως i − 1.

Θα ϑεωρήσουµε ότι κάθε ϑέση έχει την ίδια πιθανότητα p = 1
i+1

να αποτελεί τη ϑέση εισαγωγής. Το πλήθος των συγκρίσεων που

πρέπει να εκτελέσει ο αλγόριθµος προκειµένου να εντοπίσει κάθε

ϑέση εισαγωγής δίνεται στον παρακάτω πίνακα.

Θέση Εισαγωγής 0 1 2 3 . . . i− 2 i− 1 i
Αριθµός συγκρίσεων i i i− 1 i− 2 . . . 3 2 1

Παρατηρούµε ότι για την εισαγωγή στη ϑέση 0 απαιτούνται i συγ-

κρίσεις, όσες δηλαδή απαιτούνται και για την εισαγωγή στη ϑέση

1. Αυτή η µικρή ασυµµετρία παρατηρείται διότι αν το a[i] πρέ-

πει να εισαχθεί στη ϑέση 0, ο ϐρόχος while ϑα τερµατίσει λόγω της

συνθήκης j >= 0, χωρίς (ευτυχώς) να προλάβει να επιχειρήσει µία

επιπλέον σύγκριση.

Με ϐάση όλα αυτά µπορούµε να υπολογίσουµε τον αναµενόµενο

αριθµό συγκρίσεων Ci που απαιτούνται για τον εντοπισµό της ϑέσης

εισαγωγής σε µια ακολουθία µήκους i.

Ci =
1

i + 1
+

2

i + 1
+ · · ·+ i

i + 1
+

i

i + 1

=
1

i + 1

i
∑

j=1

j +
i

i + 1

=
1

i + 1

i + 1

2
i +

i

i + 1
=

i

2
+

i

i + 1

Ο αναµενόµενος αριθµός συγκρίσεων A(N) για την ταξινόµηση της
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συστοιχίας δίνεται από το άθροισµα των Ci για 1 ≤ i ≤ N − 1.

A(N) =
N−1
∑

i=1

Ci

=

N−1
∑

i=1

(

i

2
+

i

i + 1

)

=
1

2

N−1
∑

i=1

i +

N−1
∑

i=1

i

i + 1

=
1

2

N(N − 1)

2
+

N−1
∑

i=1

(

1− 1

i + 1

)

=
N2

4
+

3N

4
− 1−

N−1
∑

i=1

1

i + 1

Από την (1.14) γνωρίζουµε ότι

N−1
∑

i=1

1

i + 1
≈ lnN

και κατά συνέπεια, ο αναµενόµενος αριθµός συγκρίσεων στοιχείων

που απαιτεί ο Κώδικας 1.3 για την ταξινόµηση µιας συστοιχίας N
στοιχείων, είναι

A(N) ≈ N2

4
+

3N

4
− ln N − 1. (1.35)

Ασκήσεις

�1-25 Τροποποιείστε τον Κώδικα 1.2 ώστε να εκτελείται ταχύτερα. Υπόδει-

ξη: µπορούµε να εξαλείψουµε τον έλεγχο i < a.length στη γραµ-

µή 3.

1-26 Ο αναµενόµενος αριθµός λειτουργιών που εκτελούν δύο αλγόριθµοι

A και B είναι αντίστοιχα N2 lnN και N3. Ποιος από τους δύο

αναµένεται ταχύτερος ;

1-27 Για την επίλυση ενός συγκεκριµένου υπολογιστικού προβλήµατος,

έχουµε στη διάθεση µας δύο αλγορίθµους A και B οι οποίοι εκτε-

λούν 144N2 lnN και
(

N3 − 3N2 + 3N
)

/4 λειτουργίες αντίστοιχα,
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αν το µέγεθος του προβλήµατος είναι N . Ποιον από τους δύο αλγο-

ϱίθµους πρέπει να επιλέξουµε ;

�1-28 Θέλουµε να αναζητούµε στοιχεία σε συστοιχίες ταξινοµηµένες σε

αύξουσα διάταξη. Γράψτε ένα αλγόριθµο ακολουθιακής αναζήτησης

ο οποίος έχει µικρότερο αναµενόµενο αριθµό συγκρίσεων από αυτόν

του Κώδικα 1.2.

1-29 Ο αλγόριθµος ταξινόµησης µε επιλογή (selection sort), λειτουργεί

µε τον ακόλουθο τρόπο για την ταξινόµηση µιας ακολουθίας ακε-

ϱαίων a0, . . . , aN−1: υπολογίζει το max (a0, . . . , aN−1) και το ανταλ-

λάσσει µε το aN−1. Στη συνέχεια υπολογίζει το max (a0, . . . , aN−2)
και το ανταλλάσσει µε το aN−2, και συνεχίζει µε αυτό τον τρόπο

µέχρι η ακολουθία να είναι ταξινοµηµένη (ϐλέπε τον αλγόριθµο 7-

3 στη σελίδα 198). Υλοποιήστε τον αλγόριθµο σε Java, και στη

συνέχεια υπολογίστε το πλήθος συγκρίσεων που απαιτεί για την τα-

ξινόµηση µιας συστοιχίας N στοιχείων.

1-30 Ο αλγόριθµος ταξινόµησης ϕυσαλίδας (bubble sort) ϐασίζεται σε

µια πολύ απλή ιδέα. Εκτελεί συνεχή περάσµατα από τα αριστερά

προς τα δεξιά και ανταλλάσσει κάθε Ϲεύγος στοιχείων που ϐρίσκε-

ται σε λάθος διάταξη. Ο αλγόριθµος τερµατίζει όταν µετά από ένα

πέρασµα διαπιστώσει πως δεν έχει γίνει καµία ανταλλαγή. Υλοποι-

ήστε τον αλγόριθµο σε Java, και στη συνέχεια υπολογίστε το πλήθος

συγκρίσεων που απαιτεί για την ταξινόµηση µιας συστοιχίας N στοι-

χείων.

1-31 Μια παραλλαγή του αλγορίθµου ταξινόµησης bubble sort, γνωστή

και ως shake sort, εκτελεί ένα πέρασµα από τα αριστερά προς τα

δεξιά ακολουθούµενο από ένα πέρασµα από τα δεξιά προς τα αρι-

στερά. Υλοποιείστε τον αλγόριθµο ταξινόµησης shake sort.

1.4.4 Ασυµπτωτική ανάλυση

Στην προηγούµενη ενότητα υπολογίσαµε τον αριθµό των συγκρίσε-

ων που εκτελεί στη µέση περίπτωση ο αλγόριθµος insertion sort.
Παρατηρούµε ωστόσο, ότι εκτός από συγκρίσεις ακεραίων, ο αλγό-

ϱιθµος αυτός εκτελεί και άλλες λειτουργίες, τον αριθµό των οποίων

δεν υπολογίσαµε. Με άλλα λόγια το µέτρο µας δεν είναι και τόσο

ακριβές καθώς δεν λαµβάνει υπόψη του τη συνολική συµπεριφορά

του αλγορίθµου. Ο λόγος για τον οποίο υιοθετούµε αυτή τη στάση

είναι κυρίως πρακτικός. ∆εν είναι πάντα εύκολο να προβαίνουµε σε

συνολική ανάλυση ακόµη και για απλούς αλγόριθµους. Για το λόγο
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αυτό επιλέγουµε να υπολογίσουµε τον αριθµό των λειτουργιών εκεί-

νων που αποτελούν το ϐασικό υπολογιστικό όπλο ενός αλγορίθµου.

Από την άλλη πλευρά, ακόµη και αν αφιερώναµε κάθε ϕορά τον

απαιτούµενο χρόνο, και πάλι δεν ϑα ήµασταν σε ϑέση να έχουµε

µια απόλυτα ακριβή εκτίµηση του χρόνου εκτέλεσης του αλγορίθ-

µου insertion sort. Κι αυτό διότι δεν είµαστε σε ϑέση να γνωρίζουµε

πόσο χρόνο απαιτεί η εκτέλεση µιας σύγκρισης ή µιας ανάθεσης σε

κάθε υπολογιστικό σύστηµα. Επίσης δεν µπορούµε να ξέρουµε τη

ϑέση στην οποία ϑα ϐρίσκεται η µεταβλητή i, κατά τη στιγµή της

εκτέλεσης των αντίστοιχων εντολών µηχανής. Αν ϐρίσκεται σε ένα

καταχωρητή, τότε ή αύξηση ϑα απαιτεί σηµαντικά λιγότερο χρό-

νο από αυτόν που ϑα απαιτούσε αν η i ϐρισκόταν στην κεντρική

µνήµη. Μπορούµε ϐέβαια να ϑεωρήσουµε ότι αν µια στοιχειώδης

λειτουργία απαιτεί χρόνο tA στο υπολογιστικό σύστηµα A, και tB
στο υπολογιστικό σύστηµα B, τότε

tB = ctA και, αντίστοιχα, tA =
tB
c

όπου η σταθερά c είναι µια εκτίµηση της σχετικής ταχύτητας των

δύο υπολογιστικών συστηµάτων.

Με αυτή την υπόθεση, µπορούµε να απεµπλακούµε από τις

κατασκευαστικές λεπτοµέρειες και ταυτόχρονα να έχουµε µια α-

ξιόπιστη προσέγγιση για την ταχύτητα εκτέλεσης των αλγορίθµων

µας. Βεβαίως, ακόµη και έτσι, παραµένει ένα πρόβληµα να λύ-

σουµε. Είµαστε πάντα σε ϑέση να γνωρίζουµε µε ακρίβεια τις εν-

τολές που εκτελεί ένας αλγόριθµος ; Η προφανής απάντηση είναι,

ναι, µπορούµε. Μια πιο προσεκτική µατιά ϑα δείξει ωστόσο πως

τα πράγµατα δεν είναι ακριβώς έτσι, εκτός κι αν αποφασίσουµε να

γράφουµε τα προγράµµατά µας σε γλώσσα µηχανής. Μεταξύ του

αλγορίθµου µας και της εκτέλεσης των αντίστοιχων εντολών από ένα

υπολογιστή µεσολαβούν µεταγλωττιστές, ϐελτιστοποιητές και άλλα

προγράµµατα που µετατρέπουν τον πηγαίο κώδικα σε κώδικα µη-

χανής. Είµαστε λοιπόν σε ϑέση να γνωρίζουµε ακριβώς τον τρόπο

µε τον οποίο ο µεταγλωττιστής ενός συγκεκριµένου κατασκευαστή

π.χ., της Sun Microsystems, Inc., ϑα υλοποιήσει τους ϐρόχους for

και while στον Κώδικα 1.3; Προφανώς όχι.

Η παραπάνω ιδέα ωστόσο µπορεί να µας ϕανεί χρήσιµη προκει-

µένου να µην είµαστε αναγκασµένοι να προχωρούµε κάθε ϕορά σε



1.4. ΑΝ�ΑΛΥΣΗ ΑΛΓΟΡ�ΙΘΜΩΝ 27

εξαντλητική ανάλυση όλων των λειτουργιών ενός αλγορίθµου. Μπο-

ϱούµε εύλογα να ισχυριστούµε ότι αν A(N) είναι ο αναµενόµενος

αριθµός των ϐασικών λειτουργιών, που ϑα εκτελέσει ένα πρόγραµ-

µα, τότε µπορούµε να πούµε ότι cA(N) είναι µια καλή εκτίµηση

του συνολικού αριθµού εντολών, εφόσον το N είναι αρκετά µεγά-

λο. Στην περίπτωση του insertion sort ϑεωρήσαµε πως η σύγκρι-

ση αποτελεί τη ϐασική λειτουργία, και δεδοµένου πως απαιτούνται
N2

4 + 3N
4 − lnN − 1 συγκρίσεις, µπορούµε να ϑεωρήσουµε πως ο

συνολικός αριθµός εντολών είναι ένα µικρό πολλαπλάσιο της ποσό-

τητας αυτής.

Επιπλέον όταν το µέγεθος του προβλήµατος είναι µεγάλο, όπως

για παράδειγµα η ταξινόµηση µιας συστοιχίας 10.000.000 στοιχεί-

ων, ο όρος N2

4 ϑα πρέπει να τραβήξει την προσοχή µας πολύ περισ-

σότερο από τον όρο 3N
4 (ϐλέπε 1.40 στη σελίδα 1.40). Η (1.35) µας

λέει πως ο αλγόριθµος insertion sort είναι ένας τετραγωνικός αλγό-

ϱιθµος. Ο αριθµός των στοιχειωδών λειτουργιών που εκτελεί κατά

την ταξινόµηση µιας συστοιχίας N ακεραίων είναι ανάλογος του N2

και κατά συνέπεια το ίδιο και ο χρόνος εκτέλεσής του. Παρά το

γεγονός πως δεν γνωρίζουµε ακριβώς τον απαιτούµενο χρόνο εκτέ-

λεσης του insertion sort, έχουµε µια καλή εκτίµηση στη ϐάση της

οποίας µπορούµε να συγκρίνουµε την ταχύτητά του µε αυτή άλλων

αλγορίθµων ταξινόµησης.

Ασυµπτωτικές προσεγγίσεις. Καθώς είναι εξαιρετικά χρήσιµο να έ-

χουµε ένα αρκετά αυστηρό τρόπο για την διατύπωση των παραπάνω

διαισθητικών συµπερασµάτων, χρειαζόµαστε ένα ϕορµαλισµό, ένα

τυπικό συµβολισµό, για να συγκρίνουµε συναρτήσεις ταχύτητας, ο

οποίος ωστόσο δεν ϑα επηρεάζεται από λεπτοµέρειες υλοποίησης,

τουλάχιστον, όχι για µεγάλα προβλήµατα.

Ορισµός 1-2. Αν f ,g : N → R
+, ϑα λέµε ότι η συνάρτηση g ανήκει

στο σύνολο O(f) και ϑα γράφουµε g(N) = O (f(N)), αν υπάρχουν

σταθερές c ∈ R
+ και n0 ∈ N, τέτοιες ώστε g(N) ≤ cf(N) για κάθε

N ≥ n0.

Πρέπει να επισηµάνουµε την µάλλον ασυνήθιστη χρήση της ισότη-

τας στη σχέση g(N) = O (f(N)) η οποία κανονικά έπρεπε να είναι

g ∈ O (f). Πρόκειται καθαρά για ϑέµα συµβολισµού, το οποίο δεν

cf(N)

g(N)

f(N)

Σχήµα 1-5: Ασυµπτωτική προσέγγιση

συνάρτησης.

Η συνάρτηση g(N) είναι ο χρόνος

εκτέλεσης ενός αλγορίθµου για έ-

να πρόβληµα µεγέθους N . Τη συ-

νάρτηση αυτή προσπαθούµε να προ-

σεγγίσουµε µέσω της συνάρτησης

f(N), χρησιµοποιώντας την προσέγ-

γιση O (f(N)).
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επηρεάζει το πνεύµα του ορισµού. Το σύνολο O (f) είναι το σύνολο

των συναρτήσεων g οι οποίες ϕράσσονται από ένα σταθερό πολλα-

πλάσιο της f . Ο συµβολισµός O ονοµάζεται µεγάλο όµικρον (big
oh). ΄Ενας τρόπος για να δείξουµε τη σχέση g(N) = O (f(N)) είναι

να αποδείξουµε ότι

lim
N→∞

g(N)

f(N)
= a ∈ R

∗. (1.36)

Αν δηλαδή το όριο του λόγου της f προς g είναι µη αρνητικός

πραγµατικός αριθµός, τότε g(N) = O (f(N)). Για παράδειγ-

µα για τις συναρτήσεις f(N) = 3N2 και g(N) = 2n lnN ισχύει

g(N) = O (f (N)), αλλά όχι το αντίστροφο, καθώς

lim
N→∞

g(N)

f(N)
= lim

N→∞

2N ln N

3N2
= lim

N→∞

2 ln N

3N
= lim

N→∞

2
N

3
= 0.

ενώ

lim
N→∞

f(N)

g(N)
=∞.

Ορισµός 1-3. Αν f, g : N → R
+, ϑα λέµε ότι η συνάρτηση g ανήκει

στο σύνολο Ω(f) και ϑα γράφουµε g(N) = Ω(f(N)), αν υπάρχουν

σταθερές c ∈ R
+ και n0 ∈ N, τέτοιες ώστε g(N) ≥ cf(N) για κάθε

N ≥ n0.

Το Ω(f) είναι το σύνολο των συναρτήσεων g οι οποίες αυξάνουν

τουλάχιστον όσο γρήγορα αυξάνεται η f . Ο συµβολισµός Ω(f) ο-

νοµάζεται µεγάλο ωµέγα (big omega) και ένας εναλλακτικός τρόπος

για να αποδείξουµε ότι g(N) = Ω(f(N)) είναι να δείξουµε ότι

lim
N→∞

g(N)

f(N)
6= 0. (1.37)

Αν δηλαδή το όριο του λόγου της g προς f δεν είναι 0, τότε g(N) =
Ω (f(N)). Για παράδειγµα, επειδή

lim
N→∞

N3

N2 − 2n + 1
=∞

συµπεραίνουµε πως

N3 = Ω
(

N2 − 2n + 1
)

.



1.4. ΑΝ�ΑΛΥΣΗ ΑΛΓΟΡ�ΙΘΜΩΝ 29

Από τους ορισµούς 1-2 και 1-3 προκύπτει εύκολα ότι

g (N) = O (f (N))⇔ f (N) = Ω (g (N)) (1.38)
Ω (f)

Θ (f)

O (f)

Σχήµα 1-6: Τα σύνολα O, Ω και Θ.

Το σύνολο O (f) περιλαµβάνει τις συ-

ναρτήσεις οι οποίες αυξάνουν µε ϱυθ-

µό όχι µεγαλύτερο από αυτόν της συ-

νάρτησης f . Το σύνολο Ω (f) πε-

ϱιλαµβάνει τις συναρτήσεις οι οποίες

αυξάνουν µε ϱυθµό µεγαλύτερο από

αυτόν της συνάρτησης f . Το σύνολο

Θ(f) είναι το σύνολο των συναρτήσε-

ων οι οποίες αυξάνουν το ίδιο γρήγο-

ϱα µε την f .

Ορισµός 1-4. Αν f, g : N → R
+, ϑα λέµε ότι η συνάρτηση g ανήκει

στο σύνολο Θ(f) και ϑα γράφουµε g(N) = Θ(f(N)), αν υπάρχουν

σταθερές c1, c2 ∈ R+ και n0 ∈ N, τέτοιες ώστε c1f(N) ≤ g(N) ≤
c2f(N) για κάθε N ≥ n0.

Ο παραπάνω ορισµός υπονοεί ότι το Θ (f) είναι το σύνολο των

συναρτήσεων g οι οποίες αυξάνουν το ίδιο γρήγορα µε την f . Ο

συµβολισµός αυτός ονοµάζεται µεγάλο ϑήτα (big theta). Από τους

ορισµούς 1-2 και 1-3 προκύπτει εύκολα ότι Θ (f) = O (f) ∩ Ω (f).
΄Ενας πιο σύντοµος τρόπος για να δείξουµε ότι g(N) = Θ (f(N))
είναι να αποδείξουµε ότι

lim
N→∞

g(N)

f(N)
= c ∈ R

+. (1.39)

Ιδιότητες των ασυµπτωτικών προσεγγίσεων. Οι συµβολισµοί O, Θ
και Ω είναι ανακλαστικοί και µεταβατικοί. Ο συµβολισµός Θ είναι

συµµετρικός σε αντίθεση µε τους συµβολισµούς O και Ω οι οποί-

οι είναι αντισυµµετρικοί. Τέλος πολύ χρήσιµη στην ασυµπτωτική

ανάλυση αποδεικνύεται η σχέση

O (g (N) + f (N)) = O (max {g (N) , f (N)}) . (1.40)

Οι Ορισµοί 1-2, 1-3 και 1-4, σε συνδυασµό µε τις παραπά-

νω ιδιότητες, µας παρέχουν την ευκαιρία να συγκρίνουµε το χρόνο

εκτέλεσης αλγορίθµων χωρίς να χρειάζεται να καταφεύγουµε σε ε-

ξαντλητικές λεπτοµέρειες υλοποίησης ενώ ταυτόχρονα διατηρούµε

ένα απόλυτα ικανοποιητικό ϐαθµό αυστηρότητας. ΄Ετσι µπορούµε

να πούµε πως ο αναµενόµενος χρόνος εκτέλεσης του Κώδικα 1.2

είναι O (N), ενώ για τον Κώδικα 1.3 ο χρόνος αυτός είναι O
(

N2
)

.

Ασκήσεις

1-32 ∆ιατυπώστε µε αυστηρό τρόπο, την ανακλαστικότητα, τη συµµετρία,

αντισυµµετρία και τη µεταβατικότητα, των ασυµπτωτικών προσεγγί-

σεων O, Ω, Θ.
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1-33 ∆ώστε το χρόνο εκτέλεσης των αλγορίθµων ακολουθιακής αναζή-

τησης και ταξινόµησης µε εισαγωγή, στην καλύτερη και χειρότερη

περίπτωση, χρησιµοποιώντας τις ασυµπτωτικές προσεγγίσεις O και

Θ.

1-34 Υπολογίστε µια εκτίµηση για το µέγιστο µέγεθος N , ενός προβλή-

µατος που µπορούµε να επιλύσουµε σε ένα υπολογιστή που εκτελεί

109 εντολές το δευτερόλεπτο, έχοντας στη διάθεσή µας τρεις αλγο-

ϱίθµους που εκτελούν αντίστοιχα Θ
(

2N
)

, Θ
(

N3
)

, Θ(lnN) εντολές

για τη λύση προβλήµατος.

1-35 Αποδείξτε τις παρακάτω σχέσεις.

(i) f (N) = O (f (N)).
(ii) cO (f (N)) = O (f (N)).
(iii) O (cf (N)) = O (f (N)).
(iv) O (f (N))O (g (N)) = O (f (N) g (N)).

1-36 Αποδείξτε ότι FN = Θ
(

φN
)

.

1.5 Αναδροµικοί αλγόριθµοι

Οι αναδροµικοί ορισµοί παρέχουν ένα δηλωτικό τρόπο περιγραφής

ενός υπολογισµού. Οι αλγόριθµοι από την άλλη πλευρά, αποτελούν

κι αυτοί µε τη σειρά τους οδηγίες για την εκτέλεση ενός υπολογι-

σµού. Σε σύγκριση µε τους αναδροµικούς ορισµούς, οι αλγόριθµοι

είναι κατά κανόνα περισσότερο διαδικαστικοί καθώς καθορίζουν εν-

τολές που πρέπει να εκτελεστούν µε µια συγκεκριµένη σειρά. Μπο-

ϱούµε ωστόσο να χρησιµοποιήσουµε την τεχνική της αναδροµής για

να σχεδιάσουµε αναδροµικούς αλγορίθµους.

΄Ενας αναδροµικός αλγόριθµος είναι ένας αλγόριθµος ο οποίος

επιλύει ένα πρόβληµα χρησιµοποιώντας τον εαυτό του προκειµένου

να επιλύσει ένα ή και περισσότερα µικρότερα µέρη του ίδιου ακρι-

ϐώς προβλήµατος κάθε ϕορά, µέχρις ότου να επιτευχθεί µια συν-

ϑήκη για την οποία το αποτέλεσµα του υπολογισµού είναι γνωστό

χωρίς αναδροµική κλήση.

Η υλοποίηση αναδροµικών αλγορίθµων επιτυγχάνεται µε ανα-

δροµικές µεθόδους. Πριν αναλύσουµε τη µηχανική των αναδροµι-

κών αλγορίθµων ας δούµε ένα παράδειγµα αναδροµικής µεθόδου

για τον υπολογισµό του παραγοντικού ενός ϕυσικού αριθµού.

Κώδικας 1.4: Αναδροµικός υπολογισµός του N !.
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public static final long factorial(int n) {

if (n == 0) return 1;

return n * factorial(n  1);

}

Η αναδροµική ϐάση του αλγορίθµου, είναι η τιµή 0 για την τυπι-

4 -

4 - 3 -

4 - 3 - 2 -

4 - 3 - 2 - 1 -

4 - 3 - 2 - 1 - 0 -

4 - 3 - 2 - 1 - 0 1

4 - 3 - 2 - 1 1

4 - 3 - 2 2

4 - 3 6

4 24

Σχήµα 1-7: ∆υναµική της στοίβας κατά

τον υπολογισµό του 4! από την ανα-

δροµική µέθοδο factorial.

κή παράµετρο n. Στην περίπτωση αυτή η λύση του προβλήµατος

είναι γνωστή και δεν απαιτείται αναδροµική κλήση. Αν η τιµή της

παραµέτρου είναι µεγαλύτερη του 0, τότε η µέθοδος factorial ϑα

καλέσει τον εαυτό της (αναδροµικό ϐήµα) µε όρισµά n1. Αυτή η

διαδικασία ϑα συνεχιστεί µέχρι να γίνει µια αναδροµική κλήση µε

όρισµα 0. Τότε ϑα ενεργοποιηθεί η ϐάση της αναδροµής και η µέ-

ϑοδος ϑα επιστρέψει την τιµή 1. Αυτό ϑα έχει ως αποτέλεσµα την

επιστροφή όλων των αναδροµικών κλήσεων και τον πολλαπλασια-

σµό των αποτελεσµάτων µέχρι να ϕτάσουµε στην αρχική κλήση, η

οποία ϑα επιστρέψει το αποτέλεσµα του υπολογισµού όπως ϕαίνεται

στο Σχήµα 1-7.

Παρατηρώντας τον Κώδικα 1.4, και µε ϐάση τα όσα έχουµε πει

για την αναδροµή, µπορούµε να διατυπώσουµε τις ϐασικές αρχές

για το σχεδιασµό ορθών αναδροµικών µεθόδων.

i) Κάθε αναδροµική µέθοδος πρέπει να έχει τουλάχιστον µία ανα-

δροµική ϐάση. Πρέπει δηλαδή να λύνει τουλάχιστον µία περί-

πτωση του προβλήµατος χωρίς να εκτελέσει αναδροµική κλήση.

ii) Κάθε αναδροµική κλήση της µεθόδου πρέπει να µειώνει το µέ-

γεθος του προβλήµατος.

iii) Τα µερικά αποτελέσµατα των αναδροµικών κλήσεων πρέπει να

συνδυάζονται για τον υπολογισµό του τελικού αποτελέσµατος.

Ο αλγόριθµος του Ευκλείδη. ΄Ενας από τους παλαιότερους γνωστούς

αλγόριθµους είναι ο αλγόριθµος του Ευκλείδη, ο οποίος υπολογί-

Ϲει το µέγιστο κοινό διαιρέτη δύο ϕυσικών αριθµών n και m. Ο

αλγόριθµος του Ευκλείδη ϐασίζεται στην παρατήρηση ότι αν ο ϕυ-

σικός d διαιρεί τους ϕυσικούς m και n mod m, τότε διαιρεί και το

N (ϐλέπε ΄Ασκηση 1-9) και επιπλέον αν ο m δεν διαιρεί το n τότε

ο µέγιστος κοινός διαιρέτης των n και m δεν µπορεί να είναι µεγα-

λύτερος του n mod m. Η αναδροµική λύση του αλγορίθµου δίνεται

στον Κώδικα 1.5.

Κώδικας 1.5: Ο αλγόριθµος του Ευκλείδη
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public static final int gcd(int n, int m) {

return m == 0 ? n : gcd(m, n % m);

}

Υπολογισµός του µεγίστου όρου ακολουθίας. Μπορούµε να υπολο-

γίσουµε το µέγιστο µιας πεπερασµένης ακολουθίας πραγµατικών

αριθµών a0, a1, . . . , aN−1 χρησιµοποιώντας ένα αναδροµικό αλγό-

ϱιθµο. Κατ΄ αρχήν ϑα µας ϐοηθούσε ένας αναδροµικός ορισµός για

το µέγιστο όρο µιας ακολουθίας, δεδοµένου ότι µπορούµε εύκολα

να υπολογίσουµε το µέγιστο δύο αριθµών.

Ο µέγιστος µιας ακολουθίας a0, a1, . . . , aN−1 είναι ο µέγιστος

των a0 και του µεγίστου της ακολουθίας a1, a2, . . . , aN−1.

max (a0, . . . , aN−1) = max (a0, max (a1, . . . , aN−1))

Η τεχνική πρέπει να έχει αρχίσει να γίνεται οικεία. Η ϐάση της

αναδροµής είναι η περίπτωση που η ακολουθία έχει µήκος N = 1
οπότε ο µέγιστος είναι ο πρώτος και µοναδικός όρος της ακολου-

ϑίας. Το αναδροµικό ϐήµα είναι ο υπολογισµός του µεγίστου της

ακολουθίας a1, a2, . . . , aN−1. Η υλοποίηση του αλγόριθµου δίνεται

στον Κώδικα 1.6.

Κώδικας 1.6: Αναδροµικός υπολογισµός του µέγιστου στοιχείου µιας συστοιχίας.

public static final int max(int[] a, int i) {

if (i == a.length  1) return a[i];

int x = max(a, i+1);

return a[i] > x ? a[i] : x;

}

Είναι προφανές ότι ϑα µπορούσαµε πολύ εύκολα να λύσουµε

το πρόβληµα χωρίς χρήση αναδροµής όπως στον Κώδικα 1.7. Στην

πραγµατικότητα για κάθε αναδροµικό αλγόριθµο, µπορούµε εύκο-

λα ή δύσκολα να σχεδιάσουµε ένα επαναληπτικό αλγόριθµο που

λύνει το ίδιο πρόβληµα. Γιατί λοιπόν να χρησιµοποιούµε αναδρο-

µή ; Το ϐασικό πλεονέκτηµα ενός αναδροµικού αλγορίθµου είναι

η απλότητα και η σαφήνεια µε την οποία περιγράφει τη λύση ενός

προβλήµατος αφαιρώντας σχεδόν όλες τις διαδικαστικές λεπτοµέ-

ϱειες. Σε πολλά προβλήµατα, όπως ϑα δούµε παρακάτω, αυτή η

απλότητα είναι το πιο σηµαντικό εργαλείο για την κατανόηση της
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ϕύσης του προβλήµατος και την ανάλυση του αντίστοιχου αλγορίθ-

µου.

Κώδικας 1.7: Επαναληπτικός υπολογισµός του µέγιστου στοιχείου µιας συστοιχίας.

public static final int max(int[] a) {

if (a.length == 0) throw new IllegalArgumentException();

int max = a[0];

for (int i = 1; i < a.length; ++i) {

if (a[i] > max) max = a[i];

}

return max;

}

∆υαδική αναζήτηση. ΄Οταν τα στοιχεία µιας ακολουθίας al, . . . , ar

είναι ταξινοµηµένα σε αύξουσα διάταξη, µπορούµε να ϐρούµε τη

ϑέση ενός στοιχείου x µε τον εξής αναδροµικό αλγόριθµο: Συγκρί-

νουµε το στοιχείο x µε το στοιχείο am, m = b(l + r)/2c. Αν am = x
τότε η ϑέση του στοιχείου x είναι m. ∆ιαφορετικά αν am < x αναζη-

τούµε µε τον ίδιο τρόπο το x στην ακολουθία am+1, . . . , ar, ενώ αν

am > x αναζητούµε το x στην ακολουθία al, . . . , am−1.

Μια αναδροµική υλοποίηση του αλγορίθµου αυτού που είναι

γνωστός ως δυαδική αναζήτηση, δίνεται στον Κώδικα 1.8, ενώ ένα

παράδειγµα της εκτέλεσης του αλγορίθµου δίνεται στο Σχήµα 1-9.

Κώδικας 1.8: Αναδροµική δυαδική αναζήτηση.

1 public static final int bsearch(int[] a, int x, int l, int r) {

2 if (l > r) return 1;

3 int m = (l + r) / 2;

4 int cmp = a[m]  x;

5 if (cmp == 0) return m;

6 if (cmp < 0) return bsearch(a, x, m+1, r);

7 return bsearch(a, x, l, m1);

8 }

Ο αλγόριθµος δυαδικής αναζήτησης, µειώνει το µέγεθος του προ-

ϐλήµατος περίπου κατά το ήµισυ, σε κάθε αναδροµική κλήση. Υ-

πάρχουν δύο περιπτώσεις στις οποίες δεν γίνεται αναδροµική κλή-

ση. ΄Οταν a[m] == x (γραµµή 10) και όταν l > r (γραµµή 3). Ο αλ-

γόριθµος ϕαίνεται ελαφρά διαφορετικός από τους προηγούµενους

καθώς έχει δύο αναδροµικές κλήσεις ενώ οι προηγούµενοι αναδρο-

µικοί αλγόριθµοι που είδαµε είχαν µία, ωστόσο στην ουσία έχει
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ακριβώς τον ίδιο σκοπό· να µειώσει το µέγεθος του προβλήµατος

κατά 1 σε κάθε ϐήµα. Βεβαίως εδώ η µείωση του µεγέθους είναι

πολύ πιο δραστική, και για το λόγο αυτό ο αλγόριθµος είναι εξαιρε-

τικά αποτελεσµατικός. Αυτή η τεχνική είναι γνωστή ως διαίρει και

ϐασίλευε (divide and conquer) και έχει εφαρµοστεί σε πολλά πεδία,

πολύ πριν ϐρει εφαρµογή στη σχεδίαση και ανάλυση αλγορίθµων.

Θεώρηµα 1-1. Ο αλγόριθµος δυαδικής αναζήτησης εκτελεί το πολύ

lg N + 1 συγκρίσεις αντικειµένων.

Απόδειξη. α υπολογίσουµε τον αριθµό των συγκρίσεων στην χειρό-

τερη περίπτωση, όταν δηλαδή η Ϲητούµενη τιµή δεν υπάρχει στην

συστοιχία. Για να απλουστεύσουµε την ανάλυσή µας, ϑα ϑεωρή-

1000 1000 1000 1000 1000

1020 1020 1020 1020 1020

1050 1050 1050 1050 1050

1060 1060 1060 1060 1060

1070 1070 1070 1070 1070

1080 1080 1080 1080 1080

1098 1098 1098 1098 1098

1120 1120 1120 1120 1120

1144 1144 1144 1144 1144

1150 1150 1150 1150 1150

1189 1189 1189 1189 1189

1202 1202 1202 1202 1202

1204 1204 1204 1204 1204

1220 1220 1220 1220 1220

1230 1230 1230 1230 1230

1240 1240 1240 1240 1240

1259 1259 1259 1259 1259

1260 1260 1260 1260 1260

1270 1270 1270 1270 1270

1285 1285 1285 1285 1285

1414 1414 1414 1414 1414

1618 1618 1618 1618 1618

1624 1624 1624 1624 1624

1652 1652 1652 1652 1652

1660 1630 1630 1630 1630

1660 1660 1660 1660 1660

1700 1700 1700 1700 1700

1772 1772 1772 1772 1772

1781 1781 1781 1781 1781

1881 1881 1881 1881 1881

2302 2302 2302 2302 2302

3141 3141 3141 3141 3141

Σχήµα 1-9: Ο αλγόριθµος δυαδικής α-

ναζήτησης.

Το σχήµα παρουσιάζει τη λειτουργί-

α του αλγορίθµου κατά την αναζήτη-

ση της τιµής 1618. Η γκρι περιοχή

καθορίζει την ακολουθία στην οποία

περιορίζεται η αναζήτηση σε κάθε α-

ναδροµική εκτέλεση του αλγορίθµου.

σουµε ότι το πλήθος των στοιχείων N είναι δύναµη του 2 δηλαδή

N = 2k, k ≥ 0. Ο αριθµός των συγκρίσεων που εκτελεί ο αλγόριθ-

µος δίνεται από την αναδροµική σχέση C2k = C2k−1 + 1, C0 = 1.

Επιλύοντας αυτή την αναδροµική σχέση µε την τηλεσκοπική µέθο-

δο, προκύπτει ότι

C2k = C2k−1 + 1

= C2k−2 + 1 + 1

= C2k−3 + 1 + 1 + 1

=
...

= C0 + 1 + · · ·+ 1

= k + 1

και καθώς k = lg N , τελικά το πλήθος συγκρίσεων που εκτελεί ο

αλγόριθµος για µια ανεπιτυχή αναζήτηση είναι W (N) = lg N +
1.

Το αποτέλεσµα αυτό είναι εξαιρετικά σηµαντικό. Ο χρόνος που

απαιτείται για τον εντοπισµό µιας τιµής σε ένα ταξινοµηµένο πίνακα

είναι, στη χειρότερη περίπτωση, ανάλογος του δυαδικού λογαρίθµου

του µεγέθους του πίνακα. Απαιτούνται δηλαδή 32 συγκρίσεις το πο-

λύ, για να εντοπίσουµε µια τιµή, µεταξύ δυόµισι δισεκατοµµυρίων

τιµών ! Ο χρόνος αυτός είναι πρακτικά σταθερός, αν αναλογιστούµε

πως, αυτή τη στιγµή, στις περισσότερες γλώσσες προγραµµατισµού

µια συστοιχία δεν µπορεί να έχει περισσότερο από 231 ϑέσεις.
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0,15

0,6

0,2

0,0

0,-1 -1

0

1,0 -1

1

2,2

2,1 -1

2

3,2 -1

3

4,6

4,4

4,3 -1

4

5,4 -1

5

6,6

6,5 -1

6

7,6 -1

7

8,15

8,10

8,8

8,7 -1

8

9,8 -1

9

10,10

10,9 -1

10

11,10 -1

11

12,15

12,12

12,11 -1

12

13,12 -1

13

14,15

14

15,15

15,14 -1

15

16,15 -1

Σχήµα 1-8: Η λειτουργία του αλγορίθµου

δυαδικής αναζήτησης.

Το σχήµα παρουσιάζει όλες τις πιθα-

νές αποφάσεις του αλγορίθµου δυα-

δικής αναζήτησης κατά την εκτέλεσή

του για µια συστοιχία 16 στοιχείων.

Τα οβάλ παριστάνουν αναδροµικές

κλήσεις της µεθόδου bsearch του Κώ-

δικα 1.8. Οι αντίστοιχοι αριθµοί είναι

οι τιµές των τυπικών παραµέτρων l

και r.

Οι ακµές παριστάνουν τις αποφάσεις

που λαµβάνει ο αλγόριθµος δυαδικής

αναζήτησης για το υποσύνολο της συ-

στοιχίας στο οποίο ϑα περιοριστεί η

αναζήτηση κατά την επόµενη αναδρο-

µική κλήση.

Τα τετράγωνα παριστάνουν κλήσεις

της µεθόδου που τερµατίζουν την ε-

κτέλεση της µεθόδου επιστρέφοντας

την αντίστοιχη τιµή.
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Σχήµα 1-10: Ιχνηλάτηση των αναδροµι-

κών κλήσεων για τον υπολογισµό του

F6.

Οι κύκλοι παριστάνουν αναδροµικές

κλήσεις για τον υπολογισµό του αν-

τίστοιχου όρου της ακολουθίας Fi-
bonacci Τα τετράγωνα παριστάνουν

κλήσεις της µεθόδου που επιστρέ-

ϕουν χωρίς να εκτελέσουν αναδροµι-

κές κλήσεις. Το σχήµα επιδεικνύει

την αναποτελεσµατικότητα της ανα-

δροµής όταν τα υποπροβλήµατα επι-

καλύπτονται. Ο όρος F2 για παρά-

δειγµα, υπολογίζεται 5 ϕορές.

6

5

4

3

2

1 0

1

2

1 0

3

2

1 0

1

4

3

2

1 0

1

2

1 0

∆υναµικός προγραµµατισµός. Το ϐασικό χαρακτηριστικό των αλγο-

ϱίθµων που χρησιµοποιούν την τεχνική διαίρει και ϐασίλευε, είναι

η διαµέριση του προβλήµατος, ο χωρισµός δηλαδή του προβλήµα-

τος σε µικρότερα, ανεξάρτητα υποπροβλήµατα όµοια µε το αρχικό

πρόβληµα. Αν κατά τη σχεδίαση ενός αναδροµικού αλγορίθµου δεν

ϕροντίσουµε για την διαµέριση του προβλήµατος, το αποτέλεσµα

ϑα είναι να λύσουµε αρκετά υποπροβλήµατα περισσότερες από µία

ϕορές. ΄Ενα κλασικό παράδειγµα είναι ο υπολογισµός του N -στού

όρου της ακολουθίας Fibonacci.

Κώδικας 1.9: Αναδροµικός υπολογισµός του FN

public static final int fibonacci(int n) {

switch (n) {

case 0: return 0;

case 1: return 1;

}

return fibonacci(n1) + fibonacci(n2)

}

Για τον υπολογισµό του F6 µε την αναδροµική µέθοδο

fibonacci του Κώδικα 1.9, οι όροι F3 και F2 ϑα υπολογιστούν τό-

σο κατά τον υπολογισµό του F5 όσο και κατά τον υπολογισµό του

F4 όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 1-10. Συνολικά απαιτούνται FN+1

κλήσεις της µεθόδου για τον υπολογισµό του FN (ϐλέπε ΄Ασκηση 1-

22, σελίδα 13) και σχεδόν όλες υπολογίζουν αποτελέσµατα τα οποία

είναι ήδη γνωστά από προηγούµενους υπολογισµούς. Επειδή δε,

FN = Θ
(

φN
)

—ϐλέπε ΄Ασκηση 1-36, σελίδα 30— είναι σαφές πως
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δεν ϑα Ϲήσουµε για να µάθουµε τον F100 αν ϐασιστούµε στον αλγό-

ϱιθµο αυτό.

Μια πιο αποτελεσµατική προσέγγιση παρουσιάζεται στον Κώδι-

κα 1.10. Αυτή η εκδοχή της µεθόδου fibonacci χρησιµοποιεί ένα

πίνακα προϋπολογισµένων όρων της ακολουθίας τον οποίο συµβου-

λεύεται πριν από την εκτέλεση κάθε αναδροµικής κλήσης. Αν η

Ϲητούµενη τιµή έχει υπολογιστεί ήδη, η αναδροµική κλήση απο-

ϕεύγεται. Αν αντίθετα η Ϲητούµενη τιµή δεν είναι γνωστή, υπολο-

γίζεται µε µια αναδροµική κλήση και αποθηκεύεται στον πίνακα

προϋπολογισµένων τιµών.

Κώδικας 1.10: Υπολογισµός του N ! µε δυναµικό προγραµµατισµό.

private static final int[] F = new int[46];

public static final int fibonacci(int n) {

if (F[n] != 0) return F[n];

if (n == 0) return 0;

return F[n] = fibonacci(n1) + fibonacci(n2);

}

Βέβαια τα πράγµατα µπορούν να γίνουν ακόµη απλούστερα από

την παρατήρηση πως για τον υπολογισµό του FN δεν χρειάζεται να

γνωρίζουµε όλους τους όρους Fk, k < N αλλά µόνο τους FN−1 και

FN−2 και αντί να υπολογίζουµε “από πάνω προς τα κάτω”, µπορού-

µε να υπολογίζουµε “από κάτω προς τα πάνω”, καταλήγοντας στην

παρακάτω επαναληπτική λύση η οποία ϑα ήταν και η ταχύτερη.

public static int fibonacci(int n) {

int f0 = 0, f1 = 1, f = 0;

for (int i = 2; i <= n; ++i) {

f = f0 + f1;

f0 = f1;

f1 = f;

}

return f;

}

Ο Κώδικας 1.10 ωστόσο επιδεικνύει µια τεχνική επίλυσης σύνθετων

προβληµάτων η οποία είναι εξαιρετικά σηµαντική όταν το αρχικό

πρόβληµα υποδιαιρείται σε υποπροβλήµατα τα οποία δεν είναι ανε-

ξάρτητα. Οι τεχνική αυτή ονοµάζεται δυναµικός προγραµµατισµός.

Αν και την παρουσιάζουµε σε µια ενότητα που αφορά αναδροµικούς

αλγορίθµους, η τεχνική έχει εφαρµογή τόσο σε αναδροµικούς όσο

και σε επαναληπτικούς αλγορίθµους.
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Η αποτελεσµατικότητα της αναδροµής. Τα παραδείγµατα αναδροµι-

κών αλγορίθµων που εξετάσαµε στις προηγούµενες παραγράφους

αυτής της ενότητας, καταδεικνύουν την ισχύ της αναδροµής τόσο

στην σχεδίαση όσο και στην ανάλυση της αποτελεσµατικότητας αλ-

γορίθµων. Είναι ωστόσο εξαιρετικά δύσκολο να ϐρει κανείς άλλα

πλεονεκτήµατα στους αναδροµικούς αλγορίθµους πέρα από την α-

πλότητα στην διατύπωση της λύσης. Μπορεί αντιθέτως να ϐρει αρ-

κετά µειονεκτήµατα.

i) Οι αναδροµικοί αλγόριθµοι χρησιµοποιούν κατά κανόνα κλή-

σεις µεθόδων ενώ οι επαναληπτικοί αλγόριθµοι απλούστερες

λειτουργίες όπως σύγκριση, ανάθεση και αύξηση. Κατά συ-

νέπεια οι επαναληπτικοί αλγόριθµοι τείνουν να εκτελούνται σα-

ϕώς πιο γρήγορα από τους αντίστοιχους αναδροµικούς.

ii) Οι αναδροµικοί αλγόριθµοι στην συντριπτική τους πλειοψηφία,

τείνουν να χρησιµοποιούν περισσότερη µνήµη από ότι οι αν-

τίστοιχοι επαναληπτικοί. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι για

την υλοποίηση κάθε κλήσης απαιτείται µνήµη για την αποθή-

κευση των ορισµάτων, των τοπικών µεταβλητών, της διεύθυνσης

επιστροφής κλπ. Ακόµη και αν απαιτείται προσοµοίωση της α-

ναδροµής µε στοίβα (ϐλέπε 5.3.2), οι επαναληπτικοί αλγόριθµοι

εξακολουθούν να υπερτερούν.

iii) Σε µερικές περιπτώσεις, αναδροµικοί αλγόριθµοι όπως αυτός

του Κώδικα 1.9, εκτελούν πολύ περισσότερες λειτουργίες από

τους αντίστοιχους επαναληπτικούς.

Συµπερασµατικά µπορούµε να πούµε ότι οι αναδροµικοί αλγόριθ-

µοι είναι χρήσιµοι στα αρχικά στάδια επίλυσης ενός προβλήµατος

όταν µια επαναληπτική λύση δεν είναι προφανής. Επιπλέον η α-

ναδροµή είναι χρήσιµη στην ανάλυση αλγορίθµων καθώς η συµ-

περιφορά του αλγορίθµου µπορεί στις περισσότερες περιπτώσεις να

συµπυκνωθεί σε µια αναδροµική σχέση. ΄Οταν όµως µπορούµε να

σχεδιάσουµε ένα κοµψό επαναληπτικό αλγόριθµο για τη λύση ενός

προβλήµατος, τότε πρέπει να προτιµούµε την επανάληψη από την

αναδροµή.
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Ασκήσεις

1-37 Υλοποιήστε ένα αναδροµικό και ένα επαναληπτικό αλγόριθµο για

την αναστροφή των στοιχείων µιας συµβολοσειράς.

1-38 Σχολιάστε την παρακάτω αναδροµική µέθοδο.

public static final int weird(int n) {

if (n == 1) return 1;

if (n % 5 == 0) return weird(n / 5);

return weird(3 * n / 2);

}

1-39 Υλοποιήστε µια αναδροµική µέθοδο για τον υπολογισµό του µεγί-

στου όρου µιας ακολουθίας a0, a1, . . . , aN−1, µε ϐάση τον ορισµό

max (a0, . . . , aN−1) = max (max (L) ,max (R)) ,

όπου L = a0, . . . , abN/2c−1, R = abN/2c, . . . , aN−1.

1-40 Υλοποιήστε τον αλγόριθµο δυαδικής αναζήτησης, χωρίς αναδροµή.

1-41 Υπολογίστε το χρόνο εκτέλεσης του Κώδικα 1.10.

1-42 Γράψτε ένα αναδροµικό αλγόριθµο για τον υπολογισµό του log(N !).

1-43 Υλοποιήστε µια εφαρµογή σε Java, η οποία συγκρίνει πειραµατικά

το χρόνο εκτέλεσης των µεθόδων αναζήτησης που παρουσιάστηκαν

στο κεφάλαιο αυτό.

1-44 Υπολογίστε την ποσότητα µνήµης που απαιτείται για τον υπολογι-

σµό του όρου FN της ακολουθίας Fibonacci µε καθένα από τους

αλγορίθµους που παρουσιάστηκαν σε αυτή την ενότητα.
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Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο 2

Αφηρηµένοι τύποι δεδοµένων

2.1 Εισαγωγή

Υπάρχουν δύο ϑεµελιωδώς διαφορετικές ϑεωρήσεις της έννοιας του

τύπου δεδοµένων. Με ϐάση την πρώτη, ένας τύπος δεδοµένων είναι

ένα σύνολο τιµών που καθορίζεται από το µορφότυπο και το µήκος

του. Το µορφότυπο ενός τύπου καθορίζει τη σύµβαση που χρη-

σιµοποιείται για την αναπαράσταση των τιµών του στη µνήµη του

υπολογιστή. Γνωρίζοντας τη σύµβαση αυτή, καθώς και το πλήθος

των ψηφιοσυλλαβών που απαιτούνται για την αποθήκευση µιας τι-

µής, µπορούµε να ορίσουµε το σύνολο των τιµών του αντίστοιχου

τύπου δεδοµένων. Στη γλώσσα Java, ο τύπος int, χρησιµοποιεί

παράσταση συµπληρώµατος ως προς δύο και έχει µήκος τεσσάρων

ψηφιοσυλλαβών· είναι δηλαδή το σύνολο των τιµών
[

−231, 231 − 1
]

.

Αυτός είναι ο κλασικός τρόπος ϑεώρησης ενός τύπου δεδοµένων ως

συνόλου τιµών. Οι πρωτογενείς τύποι των περισσότερων γλωσσών

προγραµµατισµού προσεγγίζονταιµε ϐάση αυτή τη ϑεώρηση.

Εκτός όµως από τους πρωτογενείς τύπους δεδοµένων, η Java,

όπως οι περισσότερες γλώσσες προγραµµατισµού άλλωστε, παρέ-

χει στους προγραµµατιστές τη δυνατότητα ορισµού τύπων µέσω του

µηχανισµού κλάσεων και διεπαφών. Οι τύποι αυτοί ονοµάζονται

αφηρηµένοι τύποι δεδοµένων.

Η κλασική ϑεώρηση της έννοιας του τύπου δεδοµένων αποτυγ-

χάνει στην περίπτωση των αφηρηµένων τύπων δεδοµένων. Αν και

είναι λογικό να ορίσουµε ως τιµές ενός αφηρηµένου τύπου δεδο-

41
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µένων τα αντικείµενά του, δεν έχουµε κανένα τρόπο να γνωρίζουµε

τα δοµικά χαρακτηριστικά των αντικειµένων αυτών. Κατά συνέπεια

χρειαζόµαστε µια νέα ϑεώρηση για την έννοια του τύπου δεδοµένων

boolean Boolean

byte Byte

short Short

int Integer

long Long

char Character

float Float

double Double

Πίνακας 2-1: Περιβλήµατα πρωτογε-

νών τύπων.

η οποία δεν ϑα ϐασίζεται σε λεπτοµέρειες υλοποίησης.

Ορισµός 2-1. ΄Ενας αφηρηµένος τύπους δεδοµένων είναι το σύνολο

των αντικειµένων που υποστηρίζουν ένα αυστηρά καθορισµένο, κατά

κανόνα µη-κενό, σύνολο λειτουργιών.

Η ϑεώρηση της έννοιας του τύπου δεδοµένων µε ϐάση τον Ορισµό 2-

1 δεν ϐασίζεται στην απαρίθµηση των τιµών ενός τύπου δεδοµένων,

αλλά στον αυστηρό καθορισµό των λειτουργιών που µπορούν να ε-

κτελέσουν τα αντικείµενά του. Οι λειτουργίες ενός αφηρηµένου τύ-

που δεδοµένων, καθορίζουν τη συµπεριφορά των αντικειµένων του.

Αξίζει να τονίσουµε εδώ, πως η ϑεώρηση αυτή µπορεί να χρησι-

µοποιηθεί και για τους πρωτογενείς τύπους δεδοµένων. Για πα-

ϱάδειγµα, ο πρωτογενής τύπος int στη Java είναι το σύνολο των

αντικειµένων (µεταβλητών) για τα οποία ορίζονται οι τελεστές +, ,

κτλ.

Από εδώ και στο εξής ϑα χρησιµοποιούµε τον όρο αφηρηµένος

τύπος δεδοµένων, ή απλά τύπος, για να αναφερθούµε στο σύνολο

των αντικειµένων που επιδεικνύουν µια συγκεκριµένη συµπεριφο-

ϱά, ενώ όταν χρησιµοποιούµε τον όρο τύπος δεδοµένων ϑα αναφε-

ϱόµαστε σε ένα σύνολο τιµών, και κατά ϐάση σε πρωτογενείς τύπους

δεδοµένων.

Η γλώσσα Java, παρέχει οκτώ πρωτογενείς τύπους δεδοµένων.

Για κάθε ένα από αυτούς υπάρχει ένας αντίστοιχος αφηρηµένος τύ-

πος µε ανάλογη λειτουργικότητα. Οι τύποι αυτοί (Πίνακας 2-1) έχει

καθιερωθεί να ονοµάζονται περιβλήµατα (wrappers) καθώς, από δο-

µική άποψη τουλάχιστον, απλώς “περιβάλλουν” µια µεταβλητή ενός

πρωτογενούς τύπου δεδοµένων.

Μια συζήτηση για αφηρηµένους τύπους δεδοµένων είναι αναπό-

ϕευκτα αφηρηµένη. ΄Ενα παράδειγµα αφηρηµένου τύπου δεδοµέ-

νων ϑα διευκολύνει την περιγραφή. Ας υποθέσουµε πως ξεκινάµε

την ανάπτυξη ενός µικρού πακέτου γραφικών. ΄Ενα από τα πρώ-

τα πράγµατα που χρειαζόµαστε είναι ο ορισµός αντικειµένων που

παριστάνουν σηµεία του καµβά στον οποίο σχεδιάζονται γραφικά

αντικείµενα όπως ευθύγραµµα τµήµατα, κύκλοι κτλ. Είναι λογικό
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να ϑεωρήσουµε πως το σύστηµα συντεταγµένων χρησιµοποιεί µη-

αρνητικούς ακεραίους. ΄Ενα σηµείο είναι ένα Ϲεύγος συντεταγµένων,

οπότε είναι λογικό να ξεκινήσουµε κάπως έτσι :

public class Point {

public int x, y;

}

Τα πεδία x και y είναι οι συντεταγµένες στον οριζόντιο και κάθετο

άξονα αντίστοιχα.

Η κλάση Point είναι µεν αφηρηµένος τύπος δεδοµένων µε ϐάση

τον Ορισµό 2-1, αλλά δεν είναι ούτε ιδιαίτερα χρήσιµος, ούτε ορ-

ϑά σχεδιασµένος. Η δοµή του εκτίθεται δηµόσια, και δεν καθορίζει

δηµόσιες µεθόδους. Το ϐασικό χαρακτηριστικό ενός αφηρηµένου

τύπου δεδοµένων είναι η απόκρυψη της δοµής των αντικειµένων

του. ΄Ενας τέτοιος σχεδιασµός αφήνει µία και µόνη επιλογή για την

επικοινωνία µε αντικείµενα αυτού του τύπου: τη χρήση των λει-

τουργιών που ο τύπος παρέχει. Με τον τρόπο αυτό είναι δυνατή η

διαφοροποίηση της υλοποίησης των λειτουργιών, χωρίς να απαιτεί-

ται καµία τροποποίηση στις µεθόδους άλλων αφηρηµένων τύπων δε-

δοµένων που λειτουργούν ως χρήστες των παρεχοµένων υπηρεσιών.

Η απόκρυψη των λεπτοµερειών υλοποίησης, είναι το αποφασιστικό

ϐήµα προς τη σχεδίαση αυτόνοµων, επαναχρησιµοποιήσιµων και

ευέλικτων εξαρτηµάτων λογισµικού.

Μέθοδοι πρόσβασης. Το πρώτο ϐήµα για τη ϐελτίωση της σχεδία-

σης του τύπου Point είναι να αποκρύψουµε όσο περισσότερο µπο-

ϱούµε τα δοµικά του χαρακτηριστικά και να καθορίσουµε µεθόδους

πρόσβασης σε αυτά. Οι µέθοδοι πρόσβασης είναι ένας απλός µηχα-

νισµός µέσω του οποίου ένας αφηρηµένος τύπος δεδοµένων επιτρέ-

πει την ανάγνωση ή και την τροποποίηση των πεδίων των αντικειµέ-

νων του µε τρόπο ελεγχόµενο. ∆ιακρίνουµε τις µεθόδους πρόσβασης

σε µεθόδους ανάγνωσης και µεθόδους εγγραφής.

Ορισµός 2-2. Αν field είναι το όνοµα ενός πεδίου τύπου T µιας κλά-

σης C, η µέθοδος της C µε επικεφαλίδα T getField() ονοµάζεται µέ-

ϑοδος ανάγνωσης του πεδίου field, ενώ η µέθοδος µε επικεφαλίδα

void setField(T) ονοµάζεται µέθοδος εγγραφής του πεδίου field.

Θα εξελίξουµε τον τύπο Point έτσι ώστε να υποστηρίζει µεθόδους

πρόσβασης για τα πεδία x και y τα οποία ϑα µετατρέψουµε σε ι-



44 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 2. ΑΦΗΡΗΜ�ΕΝΟΙ Τ�ΥΠΟΙ ∆Ε∆ΟΜ�ΕΝΩΝ

διωτικά. ΄Ετσι η πρόσβαση στα πεδία των αντικειµένων τύπου Point

ϑα γίνεται µέσω των µεθόδων ανάγνωσης getX() και getY() και των

µεθόδων εγγραφής setX(int) και setY(int).

public class Point {

private int x, y;

public int getX() {

return x;

}

public void setX(int x) {

this.x = x < 0 ? 0 : x;

}

public int getY() {

return y;

}

public void setY(int y) {

this.y = y < 0 ? 0 : y;

}

}

Πρέπει να οµολογήσουµε πως στην συγκεκριµένη περίπτωση δεν εί-

ναι δυνατή η πλήρης απόκρυψη των δοµικών χαρακτηριστικών του

τύπου Point καθώς είναι προφανές πως ένα αντικείµενο αυτού του

τύπου αποτελείται από δύο ακέραιες συντεταγµένες. Το γεγονός ό-

µως ότι ο χειρισµός συντεταγµένων των αντικειµένων τύπου Point

γίνεται πλέον µόνο µέσω των µεθόδων πρόσβασης που παρέχονται,

είναι ήδη ένα σηµαντικό κέρδος. Οι µέθοδοι εγγραφής για παρά-

δειγµα, εξασφαλίζουν ότι οι συντεταγµένες κάθε αντικειµένου τύπου

Point είναι πάντα µη-αρνητικές. Αυτός ο έλεγχος, αν και ϕαντάζει

απλοϊκός, µπορεί να αποτρέψει την εµφάνιση µεγάλου αριθµού λα-

ϑών.

Κατασκευαστές και µέθοδοι κατασκευής. Για να διευκολύνουµε

τους χρήστες του τύπου Point στην κατασκευή αντικειµένων, ϑα

ορίσουµε τρεις κατασκευαστές. Ο πρώτος είναι ο εξ΄ ορισµού κατα-

σκευαστής (default constructor) ο οποίος κατασκευάζει το σηµείο

(0, 0).

public Point() {

super();

x = y = 0;

}
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Ορισµός 2-3. Ο χωρίς παραµέτρους κατασκευαστής του αφηρηµέ-

νου τύπου T, ονοµάζεται εξ΄ ορισµού κατασκευαστής και έχει την

επικεφαλίδα T().

Ο δεύτερος κατασκευαστής του τύπου Point έχει δύο τυπικές πα-

ϱαµέτρους, που καθορίζουν τις συντεταγµένες του αντικειµένου που

ϑα κατασκευαστεί. Πολλές ϕορές τέτοιου είδους κατασκευαστές ο-

νοµαζονται και παραµετρικοί.

public Point(int x, int y) {

super();

this.x = x;

this.y = y;

}

Ο τελευταίος κατασκευαστής είναι ένας κατασκευαστής αντιγραφής

(copy constructor) ο οποίος κατασκευάζει ένα αντικείµενο τύπου

Point, αντιγράφοντας τις συντεταγµένες ενός άλλου αντικειµένου

τύπου Point.

Ορισµός 2-4. Ο κατασκευαστής αντιγραφής του αφηρηµένου τύπου

T έχει την επικεφαλίδα T(T).

public Point(Point p) {

this(p.x, p.y);

}

Σε πολλές εφαρµογές γραφικών, είναι χρήσιµη η κατασκευή τυχαί-

ων σηµείων. Θα µπορούσαµε να τροποποιήσουµε τον εξ΄ ορισµού

κατασκευαστή ώστε να ϑέτει τυχαίες µη-αρνητικές τιµές στα πεδία

του αντικειµένου. Κάτι τέτοιο ωστόσο, αν και δεν είναι κατ΄ ανάγκη

κακό, δεν ϑα ήταν µια καλή επιλογή. Ας ϕανταστούµε για λίγο τον

τύπο int ως αφηρηµένο τύπο δεδοµένων. Είναι γνωστό πως η τιµή

ενός τέτοιου αντικειµένου αµέσως µετά την κατασκευή του είναι 0.

Αν ο τύπος αυτός κατασκευαζόταν ώστε να έχει τυχαία ή ακαθόρι-

στη τιµή, η Ϲωή των προγραµµατιστών που τον χρησιµοποιούν ϑα

ήταν µάλλον δυσκολότερη. Για τον ίδιους λόγους, ϑα κρατήσουµε

τον εξ΄ ορισµού κατασκευαστή του τύπου Point ως έχει και ϑα ορί-

σουµε µια µέθοδο κατασκευής (factory method) η οποία δηµιουργεί

τυχαία σηµεία. Οι µέθοδοι κατασκευής είναι γνωστές και ως εικονι-

κοί κατασκευαστές (virtual constructors) και στη Java, έχουν κατά

σύµβαση ονόµατα όπως newInstance ή getInstance, χωρίς ϕυσικά

αυτό να είναι υποχρεωτικό.
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public static Point newRandomInstance() {

int x = (int) (Math.random() * Short.MAX_VALUE);

int y = (int) (Math.random() * Short.MAX_VALUE);

return new Point(x,y);

}

Οι µέθοδοι κατασκευής είναι ένας εναλλακτικό µηχανισµός κατα-

σκευής αντικειµένων που παρέχει µεγαλύτερη ευελιξία από τους

κατασκευαστές.

• ΄Ενας κατασκευαστής του τύπου T επιστρέφει υποχρεωτικά ένα

αντικείµενο τύπου T. Αντίθετα, µια µέθοδος κατασκευής του

τύπου T µπορεί να επιστρέψει ένα αντικείµενο οποιουδήποτε

τύπου S, αρκεί αυτός να είναι απόγονος του T.

• Μια µέθοδος κατασκευής µπορεί να ακυρωθεί ή να δηλωθεί

ως τελική, κάτι που δεν µπορεί να γίνει για κανένα κατα-

σκευαστή.

• Επιπλέον, µια µέθοδος κατασκευής του τύπου T δεν είναι α-

νάγκη να οριστεί από τον τύπο T, αλλά από οποιονδήποτε

τύπο.

• Τέλος, µια µέθοδος κατασκευής µπορεί να είναι στατική ή

όχι. Στην περίπτωση ϐέβαια που µια µέθοδος κατασκευής

του τύπου T ορίζεται στον ίδιο τον τύπο T, όπως η µέθοδος

newRandomInstance, πρέπει να είναι στατική για προφανείς

λόγους.

Κάθε ϕορά που σχεδιάζουµε ένα αφηρηµένο τύπο δεδοµένων πρέ-

πει να αφιερώσουµε λίγο χρόνο προκειµένου να εκτιµήσουµε την

αναγκαιότητα υλοποίησης µεθόδων κατασκευής.

΄Αλλες µέθοδοι. Θα υλοποιήσουµε δύο ακόµη µεθόδους για τον

τύπο Point. Η µέθοδος move(int,int), µετακινεί ένα αντικείµενο

τύπου Point µετατοπίζοντας τις τρέχουσες συντεταγµένες του κα-

τά dx και dy αντίστοιχα, ϕροντίζοντας πάντα οι νέες συντεταγµένες

να µην έχουν αρνητικές τιµές, αν και οι τιµές των παραµέτρων dx

και dy µπορεί να είναι αρνητικές. Αξίζει να παρατηρήσουµε πως η

µέθοδος αν και έχει πρόσβαση στις ιδιωτικές µεταβλητές του αντικει-

µένου, χρησιµοποιεί τις µεθόδους εγγραφής. Επιπλέον επιστρέφει

το αντικείµενο έτσι ώστε να έχουµε τη δυνατότητα αλυσίδωσης κλή-

σεων όπως για παράδειγµα p.move(3,2).distance(q). Η µέθοδος

distance(Point) υπολογίζει την απόσταση µεταξύ δύο σηµείων του
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επιπέδου.

public Point move(int dx, int dy) {

setX(x + dx);

setY(y + dy);

return this;

}

public int distance(Point p) {

int dx = x  p.x;

int dy = y  p.y;

return (int) (Math.sqrt(dx*dx + dy*dy) + 0.5);

}

Σταθερά και µεταβλητά αντικείµενα. Η κατάσταση των αντικείµε-

νων ενός αφηρηµένου τύπου, όπως αντικατοπτρίζεται από τις τιµές

των πεδίων του, µπορεί να είναι σταθερή (immutable) ή µεταβλητή

(mutable). Η δυνατότητα µεταβολής της κατάστασης των αντικειµέ-

νων ενός τύπου καθορίζεται από τη διεπαφή του, και ισχύει για όλα

τα αντικείµενά του. ∆εν µπορεί δηλαδή κάποια από τα αντικείµενα

ενός τύπου να είναι µεταβλητά και κάποια άλλα όχι.

Ορισµός 2-5. Τα αντικείµενα ενός αφηρηµένου τύπου ονοµάζονται

σταθερά αντικείµενα όταν η κατάστασή τους δεν µπορεί να τροποποι-

ηθεί µετά την κατασκευή τους. Αν αυτό δεν ισχύει, τα αντικείµενα

ονοµάζονται µεταβλητά αντικείµενα.

Τα αντικείµενα του τύπου Point είναι µεταβλητά καθώς η κατάστα-

σή τους µπορεί να τροποποιηθεί µετά την κατασκευή τόσο από τις

µεθόδους εγγραφής, όσο και από τη µέθοδο move. Χαρακτηριστικά

παραδείγµατα τύπων σταθερών αντικειµένων είναι τα περιβλήµατα

πρωτογενών τύπων (ϐλέπε Πίνακα 2-1 στη σελίδα 42) καθώς επίσης

και ο τύπος String. Η µεταβλητότητα των αντικειµένων ενός τύπου

έχει ιδιαίτερη σηµασία τόσο στη γλώσσα Java, όσο και στην υλοποί-

ηση αφηρηµένων δοµών δεδοµένων. Οι επιπλοκές που µπορεί να

προκληθούν ϑα συζητηθούν παρακάτω.

Θεµελιώδεις µέθοδοι. Εκτός από τις µεθόδους του τύπου Point

που έχουµε ορίσει, υπάρχουν µερικές λειτουργίες οι οποίες είναι τό-

σο ϑεµελιώδεις ώστε απαιτούνται σχεδόν για κάθε αφηρηµένο τύπο

δεδοµένων. Πρόκειται για τις λειτουργίες εκείνες που είναι διαθέσι-

µες, υπό µορφή τελεστών, για τους πρωτογενείς τύπους δεδοµένων.
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Η γλώσσα προγραµµατισµού C++ για παράδειγµα, παρέχει σε κά-

ϑε αφηρηµένο τύπο δεδοµένων τη δυνατότητα να υπερφορτώσει τη

λειτουργία τελεστών όπως =, ==, !=, κτλ. ορίζοντας έτσι την σηµα-

σιολογία τους όταν τα ορίσµατά τους είναι αντικείµενα του τύπου

αυτού. Αν και η Java δεν προσφέρει αυτή την δυνατότητα στους

προγραµµατιστές, οι σχεδιαστές της έχουν προβλέψει τη συγκεκρι-

µένη ανάγκη και έχουν καθορίσει εναλλακτικούς τρόπους για την

επίτευξη ανάλογης λειτουργικότητας. Στις επόµενες ενότητες ϑα πα-

ϱουσιάσουµε τις σχεδιαστικές αυτές επιλογές, και ϑα περιγράψουµε

τις τεχνικές που µπορούν να εφαρµοστούν όταν ένας αφηρηµένος

τύπος δεδοµένων πρέπει να παρέχει λειτουργίες ανάλογες µε αυτές

των τελεστών =, ==, !=, <, <=, >, >=.

Ασκήσεις

2-1 ∆ώστε τις επικεφαλίδες του εξ΄ ορισµού κατασκευαστή, του κατα-

σκευαστή αντιγραφής, καθώς και των µεθόδων πρόσβασης για τα

πεδία name και serialNumber της κλάσης SparePart.

2-2 Πόσες µεθόδους κατασκευής µπορείτε να εντοπίσετε στον τύπο

Integer;

2-3 Υλοποιήστε τον αφηρηµένο τύπο ImmutablePoint του οποίου τα

αντικείµενα παριστάνουν σηµεία των οποίων οι συντεταγµένες δεν

µπορούν να τροποποιηθούν.

2-4 Υλοποιήστε τον αφηρηµένο τύπο LineSegment που παριστάνει ένα

ευθύγραµµο τµήµα.

2-5 Υλοποιήστε τον αφηρηµένο τύπο δεδοµένων Complex που παριστάνει

µιγαδικούς αριθµούς. Προσπαθήστε να καθορίσετε µεθόδους που

υλοποιούν τη σηµασιολογία των τελεστών == και != για αντικείµενα

τύπου Complex.

2.2 Σχέσεις ισοδυναµίας

Η ισότητα µεταξύ των στοιχείων ενός συνόλου S, όπως τη γνωρίζουµε

από τα µαθηµατικά, είναι µια σχέση ισοδυναµίας· ένα σύνολο R ⊆
S × S που κατέχει τις εξής ιδιότητες.

i). Ανακλαστικότητα : (a, a) ∈ R για κάθε a ∈ S.

ii). Συµµετρία : Αν (a, b) ∈ R τότε (b, a) ∈ R.
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iii). Μεταβατικότητα : Αν (a, b), (b, c) ∈ R τότε (a, c) ∈ R.

Στη γλώσσα προγραµµατισµού Java, µια σχέση ισοδυναµίας µεταξύ

αντικειµένων ορίζεται µέσω της µεθόδου equals της κλάσης Object,

η οποία ϑα λέγαµε πως αποτελεί τον τελεστή ισότητας αντικειµένων.

public boolean equals(Object)

Ορισµός 2-6. ΄Εστω x και y, µεταβλητές αναφοράς τύπου Object. Θα

λέµε πως τα αντικείµενα στα οποία αναφέρονται οι µεταβλητές αυτές

είναι ίσα, τότε και µόνο τότε αν x.equals(y).

Η υλοποίησή της µεθόδου equals στην κλάση Object πληροί τις

ιδιότητες µιας σχέσης ισοδυναµίας.

i). Ανακλαστικότητα : Για κάθε αντικείµενο x τύπου Object, η

κλήση x.equals(x) επιστρέφει την τιµή true.

ii). Συµµετρία : Για κάθε Ϲεύγος αντικειµένων x, y, η κλήση

x.equals(y) επιστρέφει την τιµή true τότε και µόνο τότε αν

η κλήση y.equals(x) επιστρέφει την τιµή true.

iii). Μεταβατικότητα : Αν x, y και z είναι αντικείµενα τύπου Object,

και οι κλήσεις x.equals(y) και y.equals(z) επιστρέφουν την

τιµή true, το ίδιο ϑα κάνει και η κλήση x.equals(z).

iv). Συνέπεια : Για κάθε Ϲεύγος αντικειµένων x, y, διαδοχικές κλή-

σεις της µεθόδου x.equals(y) επιστρέφουν την ίδια τιµή.

Η υλοποίηση της µεθόδου από κάθε αφηρηµένο τύπο πρέπει να

ικανοποιεί τις ιδιότητες αυτές, όπως και αυτή της Object:

public boolean equals(Object object) {

return this == object;

}

Για την κλάση Object, δύο αντικείµενα είναι ίσα τότε και µόνο τό-

τε αν συµπίπτουν. Για µια απόγονο T της Object ωστόσο, αυτός ο

ορισµός της ισότητας µπορεί να µην είναι ορθός. Τότε η T έχει την

ευθύνη να ακυρώσει τη µέθοδο ώστε να ορίσει ορθά τη σηµασιολογία

της ισότητας αντικειµένων τύπου T. Στον αφηρηµένο τύπο δεδοµέ-

νων Point για παράδειγµα, η ισότητα δύο αντικειµένων πρέπει να

ϐασίζεται στην ισότητα των συντεταγµένων τους. ∆ύο διαφορετικά

σηµεία που έχουν τις ίδιες συντεταγµένες, είναι ίσα. Η υλοποίηση

της µεθόδου equals για την κλάση Point, δίνεται στο παρακάτω

απόσπασµα κώδικα.
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1 public boolean equals(Object o) {

2 if (this == o) return true;

3 if (o == null) return false;

4 if (o.getClass() != Point.class) return false;

5 Point p = (Point) o;

6 return this.x == p.x && this.y == p.y;

7 }

Είναι εύκολο να αποδείξει κανείς πως η παραπάνω υλοποίηση έ-

χει τις επιθυµητές ιδιότητες, τηρεί δηλαδή το πρωτόκολλο που ϑέτει

η κλάση Object. Αξίζει να σηµειώσουµε ωστόσο, πως µε ϐάση το

πρωτόκολλο της Object, είναι απολύτως νόµιµο να συγκρίνουµε αν-

τικείµενα διαφορετικού τύπου, αν και κάτι τέτοιο δεν είναι ιδιαίτερα

συνηθισµένο. Ορισµένες ϕορές ωστόσο µπορεί να χρειαστεί να συγ-

κρίνουµε αντικείµενα ενός τύπου T, µε αντικείµενα κάποιου απογό-

νου του, έστω S. Σε τέτοιες περιπτώσεις πρέπει να ϕροντίσουµε ώστε

να εξασφαλίζεται η ανακλαστικότητα της υλοποίησης (όπως έχουµε

κάνει για τον τύπο Point). Σε πολλές περιπτώσεις, υλοποιήσεις της

equals κάνουν χρήση του τελεστή instanceof. Για παράδειγµα,

ϑα µπορούσαµε να είχαµε υλοποιήσει τη µέθοδο equals όπως στο

παρακάτω απόσπασµα.

1 public boolean equals(Object o) {

2 if (this == o) return true;

3 if (!(o instanceof Point) return false;

4 Point p = (Point) o;

5 return this.x == p.x && this.y == p.y;

6 }

Πρόκειται για µια προσπάθεια συντόµευσης του κώδικα· αν η πα-

ϱάµετρος o είναι null τότε η τιµή της παράστασης o instanceof T

είναι πάντα false, και κατά συνέπεια ο έλεγχος if (o == null)

µπορεί να παραλειφθεί. Η υλοποίηση αυτή λειτουργεί ορθά στις

περισσότερες, αλλά όχι σε όλες τις περιπτώσεις καθώς ο τελεστής

instanceof, σε αντίθεση µε τον τελεστή ισότητας, δεν είναι συµµε-

τρικός. Αυτό υπό την παρουσία ιεραρχιών κληρονοµικότητας µπο-

ϱεί να δηµιουργήσει προβλήµατα στη συµµετρικότητα της υλοποί-

ησης.
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Ασκήσεις

 2-6 Αποδείξτε πως η µέθοδος equals του αφηρηµένου τύπου Point,

είναι µια σχέση ισοδυναµίας.

 2-7 Υλοποιήστε τη µέθοδο static boolean equals(int[] a, int[] b)

για τη σύγκριση δύο συστοιχιών.

�2-8 Επαναλάβετε την προηγούµενη άσκηση, αυτή τη ϕορά για συστοι-

χίες αντικειµένων.

 2-9 ∆ώστε ένα παράδειγµα όπου η υλοποίηση της µεθόδου equals µε τη

χρήση του τελεστή instanceof µπορεί να παραβιάσει την ιδιότητα

της συµµετρίας.

2-10 Υλοποιήστε τη µέθοδο equals για την κλάση LineSegment της ΄Α-

σκησης 2-4 στη σελίδα 48.

2.3 Αντιγραφή αντικειµένων

Ο τελεστής ανάθεσης αντιγράφει την τιµή µιας µεταβλητής ενός πρω-

τογενή τύπου δεδοµένων σε µια άλλη µεταβλητή. Αν v και w είναι

µεταβλητές του πρωτογενή τύπου δεδοµένων P, τότε αµέσως µετά την

εκτέλεση της εντολής v = w ϑα ισχύει v == w. Είναι πολύ χρήσιµο

να έχουµε ανάλογους µηχανισµούς και για αφηρηµένους τύπους

δεδοµένων.

Ορισµός 2-7. ΄Εστω p και q, µεταβλητές αναφοράς τύπου Object. Θα

λέµε πως το αντικείµενο στο οποίο αναφέρεται η p είναι αντίγραφο

ή κλώνος του αντικειµένου στο οποίο αναφέρεται η q, τότε και µόνο

τότε, αν p != q και p.equals(q).

Καθώς η αντιγραφή, ή αλλιώς κλωνοποίηση, των αντικειµένων ενός

τύπου απαιτεί γνώση της δοµικής υπόστασης του τύπου αυτού, η

ευθύνη για την περιγραφή της διαδικασίας κλωνοποίησης ενός αν-

τικειµένου πρέπει να καθορίζεται από τον ίδιο τον τύπο. Στη Java,

η µέθοδος κλωνοποίησης ορίζεται στην κλάση Object και έχει την

εξής επικεφαλίδα.

protected Object clone() throws CloneNotSupportedException

Κανένας αφηρηµένος τύπος δεδοµένων δεν είναι κατ΄ αρχήν κλω-

νοποιήσιµος καθώς η µέθοδος ορίζεται από την κλάση Object µε
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προστατευµένη πρόσβαση. ΄Ετσι ένα αντικείµενο δεν µπορεί να κα-

λέσει τη µέθοδο αυτή σε αντικείµενο άλλου τύπου αν ο τελευταίος

δεν έχει ακυρώσει τη µέθοδο ώστε να αυξήσει την ορατότητά της.

Πριν περιγράψουµε τις υποχρεώσεις που αναλαµβάνει ένας προ-

γραµµατιστής ακυρώνοντας τη µέθοδο clone της κλάσης Object,

ας εξετάσουµε τον τρόπο µε τον οποίο αυτή λειτουργεί, υποθέτοντας

πως καλείται σε ένα αντικείµενο o τύπου T και πως κανένας πρόγο-

νος του T δεν έχει ακυρώσει τη µέθοδο clone() του τύπου Object.

Αν η κλάση T δεν υλοποιεί τη διεπαφή Cloneable, η µέθοδος ϑα

σηµαίνει µια εξαίρεση τύπου CloneNotSupportedException. ∆ια-

ϕορετικά, η µέθοδος ϑα κατασκευάσει ένα αντικείµενο c τύπου T

και ϑα αντιγράψει τις τιµές των πεδίων του αντικειµένου o στα αν-

τίστοιχα πεδία του αντικειµένου c. Τέλος, η µέθοδος ϑα επιστρέψει

το αντικείµενο c, που είναι κλώνος του o.

Θα πρέπει να τονίσουµε πως η κλωνοποίηση έχει άµεση σχέση

µε την κληρονοµικότητα. Για να µπορεί ένας τύπος T να κλωνοποιεί

αντικείµενα, πρέπει όλοι οι προγονοί του να υποστηρίζουν κλωνο-

ποίηση, καθώς κάποια από τα πεδία του τύπου αυτού µπορεί να

έχουν κληρονοµηθεί και κατά συνέπεια η κλωνοποίησή τους είναι

ευθύνη του αντίστοιχου προγόνου. Θα πρέπει να αναφέρουµε εδώ

πως οι συστοιχίες οποιουδήποτε τύπου είναι κλωνοποιήσιµες.

Η διαδικασία της κλωνοποίησης πρέπει πάντα να ξεκινάει α-

πό τη µέθοδο Object.clone(). ΄Ετσι, κάθε τύπος που υποστηρί-

Ϲει την κλωνοποίηση των αντικειµένων του, πρέπει να υλοποιεί τη

διεπαφή Cloneable και να ακυρώνει τη µέθοδο clone() που έχει

κληρονοµήσει. Η νέα υλοποίηση πρέπει αναγκαστικά να καλέσει

την κληρονοµηθείσα υλοποίηση super.clone(). Τηρώντας αυτό το

πρωτόκολλο αυστηρά, κάποτε ϑα κληθεί η µέθοδος Object.clone()

από την οποία ϑα ξεκινήσει η διαδικασία της κλωνοποίησης.

Η διεπαφή Cloneable δεν ορίζει µεθόδους. Ο λόγος ύπαρξής

της είναι για να υποδείξει ο τύπος που την υλοποιεί, στην µέθοδο

Object.clone() ότι επιτρέπεται η κλωνοποίηση των αντικειµένων

του. ΄Οταν ένας τύπος πρέπει να απαγορεύσει την κλωνοποίηση της

δοµής των αντικειµένων του, τότε πρέπει να υλοποιήσει τη διεπαφή

Cloneable και να ακυρώσει τη µέθοδο clone() ως εξής :

public Object clone() throws CloneNotSupportedException {

throw new CloneNotSupportedException ();

}
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Αντίθετα όταν ένας τύπος υποστηρίζει κλωνοποίηση, πρέπει να υλο-

ποιήσει τη διεπαφή Cloneable και να ακυρώσει τη µέθοδο clone()

ως εξής :

public Object clone() throws CloneNotSupportedException {

return super.clone();

}

Το αποτέλεσµα ονοµάζεται ϱηχή αντιγραφή (shallow copy). Για να

κατανοήσουµε καλύτερα τι αυτό σηµαίνει, ϑα µελετήσουµε τον τύπο

Circle.

public class Circle implements Cloneable {

private Point center;

private int radius;

public Circle() {

center = new Point();

radius = 1;

}

public Circle(Point p, int r) {

center = p;

radius = r;

}

public Point getCenter() {

return center;

}

public int getRadius() {

return radius;

}

protected Object clone() throws CloneNotSupportedException {

return super.clone();

}

}

Ο τύπος Circle υποστηρίζει κλωνοποίηση µε ϐάση το πρωτόκολλο

που περιγράψαµε παραπάνω. Είναι ενδιαφέρον να δούµε τι ϑα

συµβεί αν εκτελέσουµε το παρακάτω πρόγραµµα.

public static void main(String[] args) throws Exception {

Point p = new Point(1,1);

Circle c = new Circle(p, 1);

Circle cc = (Circle) c.clone();

p.setX(5);

System.out.println(cc.getCenter().getX());

}

Το πρόγραµµα αυτό ϑα τυπώσει 5 αντί για 1 όπως ενδεχοµένως

ϑα περιµέναµε. Και αυτό οφείλεται στο γεγονός πως η µέθοδος
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Σχήµα 2-1: Ρηχή κλωνοποίηση.

Η µέθοδος clone() της κλάσης

Object κατασκευάζει ένα αντικείµε-

νο τύπου Circle και αντιγράφει τις

τιµές των πεδίων του αντικειµένου c

στα αντίστοιχα πεδία του κλώνου.

c b

center b

radius 1

x 1

y 1

b p

cc b

center b

radius 1

Object.clone() εκτελεί ϱηχή και όχι ϐαθιά αντιγραφή. Το Σχή-

µα 2-1 δίνει την εξήγηση για το τι έχει συµβεί.

Η ϐαθιά αντιγραφή σε αντίθεση µε την ϱηχή, όχι µόνο αντιγρά-

ϕει τις τιµές των πεδίων πρωτογενών τύπων, αλλά επιπλέον κλωνο-

ποιεί τα αντικείµενα στα οποία αναφέρονται τα πεδία τύπου ανα-

ϕοράς. ΄Ετσι αν ϑέλαµε η µέθοδος clone() της κλάσης Circle να

εκτελεί ϐαθιά αντιγραφή, ϑα έπρεπε να την είχαµε υλοποιήσει ως

εξής.

protected Object clone() throws CloneNotSupportedException {

Circle clone = (Circle) super.clone();

clone.center = (Point) center.clone();

return clone;

}

Φυσικά, στην περίπτωση αυτή, και η κλάση Point ϑα πρέπει να

τροποποιηθεί ώστε να υποστηρίζει κλωνοποίηση (ϐλέπε ΄Ασκηση 2-

17).

Το ερώτηµα που τίθεται, είναι πότε ένας τύπος πρέπει να υλο-

ποιεί ϱηχή και πότε ϐαθιά αντιγραφή. Η τελική απόφαση ανήκει

στο σχεδιαστή του τύπου, αν και µπορεί να διατυπωθεί ένας κανόνας

που καλύπτει την πλειοψηφία των περιπτώσεων.

Τα πεδία ενός τύπου µπορεί να είναι είτε πρωτογενούς τύπου,

είτε αναφορές σε σταθερά αντικείµενα, είτε τέλος, αναφορές σε µε-

ταβλητά αντικείµενα.

i). Για τα πεδία πρωτογενών τύπων η αντιγραφή είναι πάντοτε ϐα-

ϑιά. Τόσο το πρωτότυπο όσο και οι κλώνοι του, έχουν διαφο-

ϱετικά, και κατά συνέπεια ανεξάρτητα µεταξύ τους, αντίγραφα

των πεδίων αυτών.

ii). ΄Ενα πεδίο που αναφέρεται σε πρέπει κατά κανόνα να αντιγρά-

ϕεται ϱηχά. Από τη στιγµή που η κατάσταση του αντικειµένου
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στο οποίο αναφέρεται το πεδίο, δεν µπορεί να µεταβληθεί, εί-

ναι πάντα ασφαλές ένας ή περισσότεροι κλώνοι να διατηρούν

αναφορές στο αντικείµενο αυτό. Εκτός από ασφαλής, η ϱηχή

αντιγραφή σταθερών αντικειµένων επιταχύνει την εκτέλεση.

iii). ΄Ενα πεδίο που αναφέρεται σε µεταβλητό αντικείµενο, πρέπει

κατά κανόνα να αντιγράφεται ϐαθιά.

Σε κάθε περίπτωση, η τελική απόφαση ανήκει στον σχεδιαστή του

αφηρηµένου τύπου καθώς µπορεί να εξαρτάται από άλλες ιδιαιτε-

ϱότητες που ισχύουν κατά περίπτωση.

Κλωνοποίηση και κατασκευαστές αντιγραφής. Ο προσεκτικός ανα-

γνώστης ϑα έχει ενδεχοµένως προσέξει τη σηµαντική οµοιότητα µε-

ταξύ της µεθόδου clone() και των κατασκευαστών αντιγραφής που

µπορεί να παρέχει ένας αφηρηµένος τύπος δεδοµένων.

Το ερώτηµα που ανακύπτει αφορά τη διαφορά των δύο µηχανι-

σµών αντιγραφής της δοµής αντικειµένων. Οι ϑεωρητικοί του του

προγραµµατισµού µε Java έχουν διατυπώσει διάφορες απόψεις για

το ϑέµα αυτό. Υπάρχουν αρκετοί, όπως για παράδειγµα ο συγγρα-

ϕέας Douglas Dunn, που πιστεύουν πως οι κατασκευαστές αντι-

γραφής δεν είναι παρά ένα µικρόβιο που εισχώρησε στον κόσµο της

Java, από την C++ και κατά συνέπεια πρέπει να απαγορευτεί. ΄Αλ-

λοι ϑεωρητικοί, µεταξύ αυτών και ο Joshua Bloch, ένας από τους

σχεδιαστές του API της γλώσσας, παραδέχονται πως το πρωτόκολλο

που επιβάλλει η κλάση Object για την υλοποίηση της clone() εί-

ναι µάλλον εξωτικό και, κατά συνέπεια, δεν ταιριάζει σε µια αγνή

αντικειµενοστρεφή γλώσσα όπως ή Java, αν και ο ίδιος αναγνωρίζει

ϕυσικά το ϐασικό πλεονέκτηµα της clone().

Σε αντίθεση µε ένα κατασκευαστή αντιγραφής, η µέθοδος

clone() είναι πολυµορφική και µπορεί να κληθεί, χωρίς να είναι

γνωστός ο τύπος του αντικειµένου. Από την άλλη πλευρά η χρήση

της clone() παρουσιάζει το µειονέκτηµα ότι οποιοσδήποτε τύπος

µπορεί, ακυρώνοντάς τη κατάλληλα, να απαγορεύσει την κλωνο-

ποίηση των αντικειµένων του µε ότι συνέπειες έχει αυτό για τους

απογόνους του.

Οι περισσότεροι τείνουν να συµφωνήσουν µε τον Bloch, και συ-

νιστούν προσοχή στη χρήση της clone() ακόµη και από έµπειρους

προγραµµατιστές. Οι δύο µηχανισµοί είναι, σε επίπεδο πρόθεσης
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τουλάχιστον, ισοδύναµοι. Επιπλέον, είναι σε ευρεία χρήση. ΄Ενας

ορθά σχεδιασµένος αφηρηµένος τύπος δεδοµένων πρέπει να υπο-

στηρίζει και τους δύο µηχανισµούς εφόσον οι κατάσταση των αντι-

κειµένων του είναι µεταβλητή. Στην αντίθετη περίπτωση, ούτε ο κα-

τασκευαστής αντιγραφής ούτε η µέθοδος clone() έχουν σηµαντικό

λόγο ύπαρξης. Μια προσεκτική µατιά στη σχεδίαση των περισσοτέ-

ϱων κλάσεων της Java, µε εξαίρεση την κλάση String, αρκεί για να

επιβεβαιώσει την πρακτική αυτή.

Ασκήσεις

2-11 Ολοκληρώστε την υλοποίηση της κλάσης Circle, προσθέτοντας

δύο ακόµη µεθόδους. Η µέθοδος boolean contains(Point p)

ελέγχει αν το σηµείο p ανήκει στον κύκλο, ενώ η µέθοδος

boolean intersects(Circle c) ελέγχει αν ο κύκλος τέµνεται µε

τον κύκλο c.

2-12 Τροποποιείστε την κλάση Point ώστε να υποστηρίζει κλωνοποίηση.

2-13 Σχολιάστε τη σχεδίαση των τύπων του Πίνακα 2-1 στη σελίδα 42, οι

οποίοι δεν παρέχουν κατασκευαστές αντιγραφής και επιπλέον δεν

υλοποιούν τη διεπαφή Cloneable.

�2-14 Επαναλάβετε την ΄Ασκηση 2-5 µε ϐάση τα όσα περιγράφονται στις

Ενότητες 2.2 και 2.3.

2.4 Σχέσεις διάταξης

Πολλοί αφηρηµένοι τύποι δεδοµένων είναι διατεταγµένοι, µπορούµε

δηλαδή να παραθέσουµε τα αντικείµενά τους το ένα µετά το άλλο

µε µια καθορισµένη σειρά. Πιο τυπικά, λέµε πως ένα σύνολο είναι

διατεταγµένο όταν µπορούµε να ορίσουµε µια σχέση διάταξης στα

στοιχεία του. Μια διµελής σχέση R είναι µια σχέση διάταξης επί του

συνόλου S, όταν κατέχει τις εξής ιδιότητες.

i). Ανακλαστικότητα : (a, a) ∈ R για κάθε a ∈ S.

ii). Αντισυµµετρία : Αν (a, b) ∈ R και (b, a) ∈ R τότε a = b.
iii). Μεταβατικότητα : Αν (a, b) ∈ R και (b, c) ∈ R τότε (a, c) ∈ R.

iv). Συγκρισιµότητα : Για κάθε a, b ∈ S ή (a, b) ∈ R ή (b, a) ∈ R.

΄Οταν (a, b) ∈ R, λέµε πως το στοιχείο a προηγείται του b στη διάταξη

που ορίζει η σχέση R. Πολλές ϕορές ωστόσο, λέµε άτυπα ότι το a
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είναι µικρότερο του b, ή αντίστροφα, ότι το b είναι µεγαλύτερο του a.

΄Οταν δεν µπορούµε να καθορίσουµε τη σχετική σειρά δύο στοιχείων,

λέµε πως αυτά είναι ίσα.

Ορισµός 2-8. Μια κλάση που υλοποιεί την διεπαφή

java.lang.Comparable είναι ένας διατεταγµένος αφηρηµένος

τύπος δεδοµένων.

Η διεπαφή Comparable ορίζει µία και µοναδική µέθοδο η οποία

πρέπει να υλοποιείται έτσι ώστε να ορίζει µια σχέση διάταξης.

public interface Comparable {

int compareTo(Object o);

}

Συγκεκριµένα, η µέθοδος πρέπει να επιστρέφει αρνητική ή ϑετι-

κή τιµή, αν το αντικείµενο µέσω του οποίου καλείται, προηγείται

ή έπεται αντίστοιχα του ορίσµατος της στη διάταξη που ορίζει η

compareTo. Αν η διάταξη δεν µπορεί να καθοριστεί για ένα Ϲεύγος

αντικειµένων, η µέθοδος πρέπει να επιστρέφει µηδέν. Πιο τυπικά,

µια υλοποίηση της µεθόδου compareTo πρέπει να πληροί τις εξής

απαιτήσεις.

i). Για κάθε Ϲεύγος αντικειµένων x και y, το πρόσηµο της τι-

µής που ϑα επιστρέψει η κλήση x.compareTo(y) πρέπει να

είναι αντίθετο του προσήµου που ϑα επιστρέψει η κλήση

y.compareTo(x).

ii). Για κάθε τριάδα αντικειµένων x, y και z, για τα οποία οι κλήσεις

x.compareTo(y) και y.compareTo(z) επιστρέφουν ϑετική τιµή,

η κλήση x.compareTo(z) πρέπει να επιστρέφει ϑετική τιµή.

iii). Για κάθε τριάδα αντικειµένων x, y και z, και εφόσον η κλή-

ση x.compareTo(y) επιστρέφει την τιµή 0, το πρόσηµο της τι-

µής που ϑα επιστρέψει η κλήση x.compareTo(z) πρέπει να

είναι ίσο µε το πρόσηµο της τιµής που ϑα επιστρέψει η κλήση

y.compareTo(z).

Είναι προφανές πως υπάρχει µια ισχυρή σχέση µεταξύ της µεθόδου

equals της κλάσης Objectκαι της µεθόδου compareTo της διεπα-

ϕής Comparable. Και οι δύο αυτές µέθοδοι µπορούν να χρησιµο-

ποιηθούν για να συγκρίνουµε δύο αντικείµενα για ισότητα καθώς

αν δεν µπορούµε να διατάξουµε δύο αντικείµενα µεταξύ τους, αυ-

τά πρέπει να ϑεωρηθούν ίσα. Ωστόσο δεν απαιτείται η compareTo
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να είναι συνεπής µε την equals. ∆εν είναι δηλαδή απαραίτητο να ι-

σχύει (x.compareTo(y) == 0) == x.equals(y). Είναι όµως κοινός

τόπος, πως η υλοποίηση της compareTo από ένα αφηρηµένο τύπο

δεδοµένων, πρέπει να είναι συνεπής ως προς την υλοποίηση της

µεθόδου equals από τον ίδιο τύπο.

Στο δισδιάστατο χώρο —για να έρθουµε στον αφηρηµένο τύπο

Point— δεν ορίζεται σχέση διάταξης. Αν ϑα ϑέλαµε όµως να διατά-

ξουµε ολικά τα αντικείµενα του τύπου αυτού, µπορούµε να υλοποι-

ήσουµε τη διεπαφή Comparable ως εξής.

public int compareTo(Object o) {

Point p = (Point) o;

return x != p.x ? x  p.x : y  p.y;

}

Εύκολα µπορεί να διαπιστώσει κανείς πως η υλοποίηση αυτή ι-

κανοποιεί τις απαιτήσεις που ϑέτει η διεπαφή Comparable. ΄Ενα

σηµείο που απαιτεί προσοχή είναι πως αν το όρισµα της µεθόδου

δεν είναι τύπου Point, η µέθοδος ϑα σηµάνει µια εξαίρεση τύπου

ClassCastException κάτι που είναι απολύτως λογικό και εκφράζει

τη διαίσθησή µας σχετικά µε την διάταξη αντικειµένων που ανήκουν

σε ξένα µεταξύ τους σύνολα.

Συγκριτές. Για µερικούς αφηρηµένους τύπους δεδοµένων µπορού-

µε να ορίσουµε περισσότερες από µία σχέσεις διάταξης. Για την

κλάση String για παράδειγµα, δύο συµβολοσειρές είναι ίσες όταν

έχουν ένα προς ένα ίσους χαρακτήρες. Αν δύο συµβολοσειρές διαφέ-

ϱουν σε κάποια ϑέση, τότε προηγείται στη διάταξη η συµβολοσειρά

µε τον µικρότερο χαρακτήρα στη συγκεκριµένη ϑέση. Σε µερικές

εφαρµογές ωστόσο απαιτείται να µην διακρίνουµε µεταξύ πεζών και

κεφαλαίων χαρακτήρων. Πως µπορούµε ωστόσο να αλλάξουµε την

σηµασιολογία των µεθόδων σύγκρισης και διάταξης για µια κλάση ;

Ορισµός 2-9. Συγκριτής ονοµάζεται κάθε αντικείµενο το οποίο µπο-

ϱεί να ορίσει µια σχέση διάταξης στα αντικείµενα ενός αφηρηµένου

τύπου δεδοµένων, κατά τις απαιτήσεις της διεπαφής Comparable.

Το παρακάτω απόσπασµα κώδικα, καθορίζει την διεπαφή που ϑα

χρησιµοποιούµε στα επόµενα για να ορίζουµε συγκριτές. Κάθε κλά-

ση που υλοποιεί τη διεπαφή Comparator είναι ένας συγκριτής.
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package aueb.util.api;

public interface Comparator {

int compare(Object a, Object b);

}

Το πλεονέκτηµα της χρήσης συγκριτών είναι ότι έχουµε τη δυνατό-

τητα να ορίσουµε περισσότερες από µία διατάξεις. Ο κανόνας είναι

ότι αν υπάρχει µια ϕυσική έννοια διάταξης για τα αντικείµενα ενός

τύπου, την ευθύνη ορισµού της διάταξης ϕέρει ο ίδιος ο τύπος. Αν

ωστόσο για οποιοδήποτε λόγο η ϕυσική διάταξη δεν εξυπηρετεί τους

σκοπούς µιας εφαρµογής, τότε µπορούµε να ορίσουµε διαφορετικές

διατάξεις χρησιµοποιώντας συγκριτές.

Ασκήσεις

 2-15 Αποδείξτε πως ο αφηρηµένος τύπος δεδοµένων Point είναι διατε-

ταγµένος.

�2-16 Υλοποιήστε ένα συγκριτή αντικειµένων τύπου char[].

�2-17 Ανακεφαλαιώνοντας τα όσα ειπώθηκαν στις Ενότητες 2.1–2.4, δώστε

µια ολοκληρωµένη υλοποίηση της κλάσης Point.

2-18 Υλοποιήστε ένα αφηρηµένο τύπο για την παράσταση ϱητών αριθµών.

2-19 Μελετήστε τη σχεδίαση και την υλοποίηση των τύπων του Πίνακα 2-

1 στη σελίδα 42 και συγκρίνετε µε τους τύπους Point και Complex.

2.5 ∆οµές δεδοµένων

Μέχρι στιγµής έχουµε δει αφηρηµένους τύπους δεδοµένων που πα-

ϱιστάνουν κατά κανόνα τιµές. Τα αντικείµενα των τύπων Point και

Complex είναι µεν σύνθετα αντικείµενα, καθώς αποτελούνται από

δύο ή περισσότερα πεδία, παριστάνουν ωστόσο µια και µοναδική

οντότητα, ένα συγκεκριµένο δεδοµένο είτε αυτό είναι σηµείο, µιγα-

δικός ή ϱητός αριθµός. Αν και η ορθή σχεδίαση τέτοιου είδους δε-

δοµένων παρουσιάζει αρκετές µικρές προκλήσεις όπως είδαµε στις

προηγούµενες ενότητες, το ενδιαφέρον µας εστιάζεται σε µια διαφο-

ϱετική κατηγορία αφηρηµένων τύπων δεδοµένων που παραδοσιακά

ονοµάζονται δοµές δεδοµένων.
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Μια δοµή δεδοµένων είναι ένα δυναµικό σύνολο αντικειµένων.

Σε αντίθεση µε ένα σηµείο του επιπέδου ή γενικότερα ένα διάνυσµα,

το οποίο αποτελείται από ένα αριθµό συνιστωσών, το πλήθος των ο-

ποίων είναι γνωστό κατά την κατασκευή του και παραµένει εφεξής

αµετάβλητο, µια δοµή δεδοµένων είναι µια οµαδοποίηση αντικει-

µένων που παρουσιάζει σηµαντική δυναµικότητα. ΄Ενα αντικείµενο

µπορεί να είναι µέλος, ή αλλιώς στοιχείο, µιας δοµής δεδοµένων

για κάποιο χρονικό διάστηµα της εκτέλεσης ενός προγράµµατος,

αλλά στη συνέχεια να αφαιρεθεί από τη δοµή και ενδεχοµένως να

εισαχθεί σε µια άλλη δοµή. ΄Ενα αντικείµενο µπορεί επιπλέον να

είναι µέλος περισσότερων από µιας δοµών δεδοµένων κατά την ίδια

χρονική στιγµή.

Για την υλοποίηση τέτοιων αφηρηµένων τύπων δεδοµένων απαι-

τούνται εξαιρετικά ευέλικτοι µηχανισµοί οργάνωσης. Επιπλέον, ό-

πως συµβαίνει σε κάθε εφαρµογή λογισµικού, η λειτουργία αυτών

των τύπων πρέπει να είναι αποτελεσµατική κατά περίπτωση, και ει-

δικά όταν το πλήθος των αντικειµένων είναι πολύ µεγάλο. Οι µορφές

οργάνωσης που έχουν αναπτυχθεί ή επινοηθεί τα τελευταία πενήντα

χρόνια προκειµένου να χρησιµοποιηθούν στην υλοποίηση αποτελε-

σµατικών δοµών δεδοµένων είναι πραγµατικά εκπληκτική. Πολλές

από τις οργανώσεις αυτές είναι γενικές, και έχουν κατά συνέπεια

ευρύτατο πεδίο εφαρµογών, ενώ άλλες είναι πιο ειδικές και η χρήση

τους περιορίζεται σε συγκεκριµένες µόνο εφαρµογές.

Παρά την ύπαρξη αυτής της ποικιλότητας ωστόσο, τα λειτουργι-

κά χαρακτηριστικά της συντριπτικής πλειοψηφίας όλων αυτών των

µορφών οργάνωσης δεδοµένων µπορούν να συµπυκνωθούν σε τρεις

ϑεµελιώδεις λειτουργίες. Ανεξάρτητα από τον τρόπο µε τον οποίο

να δυναµικό σύνολο αντικειµένων οργανώνεται σε δοµή, πρέπει να

µπορούµε να προσθέτουµε και να αφαιρούµε αντικείµενα. Πρέπει

ακόµη να µπορούµε να διαπιστώσουµε αν ένα δοσµένο αντικείµενο

ανήκει ή όχι σε µια δοµή. Αυτές οι λειτουργίες ονοµάζονται αντί-

στοιχα εισαγωγή, διαγραφή και αναζήτηση, και είναι το αντικείµενο

που ϑα µας απασχολήσει στα επόµενα κεφάλαια.

Αν και χρησιµοποιήσαµε τον όρο σύνολο για τον ορισµό της

έννοιας της δοµής δεδοµένων, δεν έχουν όλες οι δοµές τα χαρα-

κτηριστικά του συνόλου όπως το γνωρίζουµε από τα µαθηµατικά.

Πολλές ϕορές ωστόσο είναι πρόσφορη η αντιστοίχιση των τριών ϐα-

σικών λειτουργιών µιας δοµής δεδοµένων µε τις αντίστοιχες πράξεις
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επί συνόλων. Αν S είναι µια δοµή δεδοµένων τότε η εισαγωγή ενός

αντικειµένου o σε αυτή, δηµιουργεί τη δοµή S ∪ {o}. Αντίστοιχα

η διαγραφή ενός αντικειµένου o από τη δοµή S είναι ανάλογη της

πράξης S − {o}. Τέλος η αναζήτηση είναι η πράξη o ∈ S.

Εναλλακτικά ϑα µπορούσε κανείς να ϑεωρήσει πως η αναζήτη-

ση µπορεί να αντικατασταθεί από την απαρίθµηση. Αν µπορούµε να

απαριθµήσουµε τα αντικείµενα τα οποία ανήκουν σε µια δοµή, τότε

µε ένα αλγόριθµο όπως αυτόν της ακολουθιακής αναζήτησης, ϑα

µπορούσαµε να διαπιστώσουµε αν ένα δοσµένο αντικείµενο ανήκει

στη δοµή ή όχι. Αυτή η προσέγγιση είναι µεν ορθή, αλλά ενδεχο-

µένως περιοριστική. Εφόσον η αναζήτηση ενός αντικειµένου σε µια

δοµή µπορεί να γίνει µε τρόπο τέτοιο ώστε να µειώνεται ο χρόνος

αναζήτησης, η απαρίθµηση αν και σηµαντική λειτουργία, πρέπει να

παρακαµφθεί.

Το πιο συναρπαστικό στην υλοποίηση µιας οργάνωσης δεδο-

µένων είναι η επίτευξη υψηλής αποτελεσµατικότητας ειδικά σε ότι

αφορά το χρόνο εκτέλεσης των ϐασικών λειτουργιών. Αυτή ποικίλει

µεταξύ O (1) και O (N) ή και O (N lg N) σε µερικές περιπτώσεις.

Σε κάθε περίπτωση ωστόσο, το πρωτόκολλο επικοινωνίας µπορεί να

είναι κοινό. Ας µην ξεχνάµε, µια δοµή δεδοµένων δεν παύει να

είναι ένας αφηρηµένος τύπος δεδοµένων. Κατά συνέπεια πρέπει

να έχουµε ένα οµοιόµορφο τρόπο επικοινωνίας µε τέτοιου είδους

αντικείµενα. Για το λόγο αυτό ϑα περιγράψουµε µε περισσότερη

λεπτοµέρεια πια, τέσσερις κατηγορίες αφηρηµένων δοµών δεδοµέ-

νων πριν ξεκινήσουµε την προσπάθεια υλοποίησής τους.

2.6 Συλλογές

Η γενικότερη µορφή οµαδοποίησης δεδοµένων είναι η συλλογή

(collection). Σε ορισµένες περιπτώσεις ο όρος συλλογή ϑεωρείται

συνώνυµο του όρου δοµή δεδοµένων. Επειδή ωστόσο υπάρχουν

περιπτώσεις δοµών δεδοµένων που δεν παρέχουν κάποιες από τις

ϐασικές λειτουργίες όπως για παράδειγµα η αναζήτηση, ϑα ϑεωρή-

σουµε τη συλλογή ως ειδική περίπτωση δοµής δεδοµένων. Πολλές

ϕορές µια συλλογή αναφέρεται και ως πίνακας συµβόλων (symbol
table). Και αυτός ο όρος ωστόσο έχει κάπως ειδική σηµασιολογία,

ειδικά στο πεδίο των γλωσσών προγραµµατισµού, και έτσι ϑα τον
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αποφύγουµε.

Μια συλλογή παρέχει τις ϐασικές λειτουργίες της εισαγωγής,

διαγραφής, αναζήτησης και απαρίθµησης. Επιπλέον, µια συλλο-

γή παρέχει µερικές χρήσιµες λειτουργίες όπως για παράδειγµα το

O

E T

B
J

C
S

Σχήµα 2-2: Μια αφηρηµένη αναπαρά-

σταση συλλογής αντικειµένων.

Τα αντικείµενα τα οποία περιλαµβά-

νει η δοµή, δεν αποτελούν ϕυσικό

τµήµα της. Η δοµή αποτελείται α-

πό το µηχανισµό οργάνωσης ο οποί-

ος χρησιµοποιείται για τη συγκρότη-

σή της.

πλήθος των αντικειµένων που περιλαµβάνει µια δεδοµένη χρονική

στιγµή. Επειδή οι συλλογές όπως και πολλές άλλες αφηρηµένες δο-

µές δεδοµένων έχουν πολλά από τα χαρακτηριστικά ενός συνόλου,

παρέχουν λειτουργίες µε σηµασιολογία ανάλογη αυτής των πράξεων

ένωσης, τοµής και διαφοράς συνόλων.

Οι µέθοδοι που ορίζει η διεπαφή Collection, η οποία παρου-

σιάζεται στον Κώδικα 2.1, καθορίζουν τις λειτουργίες που πρέπει

να παρέχει κάθε υλοποίηση συλλογής. Ο µηχανισµός οργάνωσης

που ϑα επιλεχθεί για την υλοποίηση δεν ενδιαφέρει ιδιαίτερα τους

χρήστες της διεπαφής, εκτός ίσως από την αποτελεσµατικότητα που

προσφέρει στις µεθόδους που ορίζονται από τη διεπαφή. Με την

υλοποίηση αυτής της διεπαφής ϑα ασχοληθούµε στα επόµενα κε-

ϕάλαια. Εδώ απλώς ϑα περιγράψουµε τις λειτουργίες που αυτός ο

αφηρηµένος τύπος δεδοµένων προσφέρει.

Κώδικας 2.1: Η διεπαφή Collection.

1 package aueb.util.api;

2 /**

3 * A collection is a group of objects known as its elements. It provides

4 * three basic operations: insertion, removal, and search.

5 * Any class that implements this interface does not necessarily

6 * guarantee the running time of the methods of this interface. Some

7 * implementations are fast, while others are not.

8 */

9 public interface Collection {

10 /**

11 * Adds an object in this collection.

12 * @param object The object to add.

13 * @return true iff the object was actually added.

14 */

15 boolean add(Object object);

16 /**

17 * Removes an object from this collection.

18 * @param object The object to remove.

19 * @return true iff the object was actually added.

20 */

21 boolean remove(Object object);

22 /**
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23 * Searches for an object in this collection.

24 * @param object The object to search for.

25 * @return true iff there is an object o in this collection such

26 * that element.equals(o).

27 */

28 boolean contains(Object object);

29 /**

30 * The size of this collection.

31 * @return The number of objects in this collection.

32 */

33 int size();

34 /**

35 * Decides whether this collection is empty.

36 * @return true iff there is no element in this collection.

37 */

38 boolean isEmpty();

39 /**

40 * Removes any objects stored in this collection.

41 */

42 void clear();

43 /**

44 * Decides whether this collection is a superset of given collection.

45 * @param c Another collection.

46 * @return true if this instance contains every element of c.

47 */

48 boolean containsAll(Collection c);

49 /**

50 * Adds every element of c to this collection (union).

51 * @param c Another collection.

52 */

53 void addAll(Collection c);

54 /**

55 * Removes every element of c contained in this collection (difference).

56 * @param c Another collection.

57 */

58 void removeAll(Collection c);

59 /**

60 * Removes every element that is not an element of c (intersection).

61 * @param c Another collection.

62 */

63 void retainAll(Collection c);

64 /**

65 * Creates an enumerator on this collection.

66 * @return An enumerator on this collection.

67 */

68 Enumerator enumerator();
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69 }

Αναζήτηση. Η µέθοδος contains(Object) της διεπαφής

Collection υλοποιεί τη λειτουργία της αναζήτησης αντικειµέ-

O

E T

B
J

C
S

R

Σχήµα 2-3: Εισαγωγή αντικειµένου σε

µια συλλογή.

Το σχήµα απεικονίζει µε αφηρηµένο

τρόπο την εισαγωγή της συµβολοσει-

ϱάς R στη συλλογή του Σχήµατος 2-2.

νου στη συλλογή. Μας επιτρέπει να γνωρίζουµε αν ένα αντικείµενο

ανήκει στη συλλογή σε µια δεδοµένη χρονική στιγµή. Για να

άρουµε την ασάφεια σχετικά µε την έννοια της λέξης ανήκει,

δίνουµε τον παρακάτω ορισµό.

Ορισµός 2-10. Θα λέµε ότι ένα αντικείµενο o, ανήκει στη συλλογή c,

αν υπάρχει αντικείµενο e στην c, τέτοιο ώστε e.equals(o).

Το όρισµα object της µεθόδου contains είναι µια αναφορά

στο Ϲητούµενο αντικείµενο και το αποτέλεσµά της είναι true ή

false αν αντίστοιχα το αντικείµενο αυτό ανήκει στη συλλογή ή

όχι. Αν c είναι η συλλογή του Σχήµατος 2-2 για παράδειγ-

µα, η κλήση c.contains("J") ϑα επιστρέψει true, ενώ η κλήση

c.contains("M") ϑα επιστρέψει false.

Εισαγωγή. Η µέθοδος add(Object), εισάγει αντικείµενα στη συλ-

λογή. Το όρισµα object, είναι µια αναφορά στο αντικείµενο που

πρέπει να εισαχθεί στη συλλογή. Η µέθοδος επιστρέφει true ή false

ανάλογα µε το αν το αντικείµενο εισήχθηκε τελικά στη συλλογή ή

όχι. Αυτό ϕαίνεται εκ πρώτης όψεως παράξενο ή και ενδεχοµένως

περιττό, αλλά είναι απαραίτητο. Μια συλλογή µπορεί να επιτρέπει

ή να απαγορεύει διπλότυπα στοιχεία (duplicates). Στην πρώτη πε-

ϱίπτωση, περισσότεροι από ένας κλώνοι ενός αντικειµένου µπορούν

να συµµετέχουν στη συλλογή. Στην αντίθετη περίπτωση, η εισαγωγή

ενός κλώνου δεν ϑα επιτραπεί. Για παράδειγµα, µια συλλογή που

παριστάνει µια κληρωτίδα, δεν ϑα πρέπει να δέχεται δύο ϕορές τον

ίδιο αριθµό λαχνού. Σε µια τέτοια περίπτωση η µέθοδος add πρέπει

να τερµατίσει επιστρέφοντας την τιµή false.

∆ιαγραφή. Η µέθοδος remove αφαιρεί ένα αντικείµενο από τη συλ-

λογή. Το όρισµα object είναι µια αναφορά στο αντικείµενο που

πρέπει να διαγραφεί. Αν ϐρεθεί στη συλλογή αντικείµενο e τέτοιο

ώστε e.equals(object), τότε το αντικείµενο αυτό ϑα αφαιρεθεί από
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τη συλλογή και η µέθοδος ϑα επιστρέψει την τιµή true. ∆ιαφορετικά

η µέθοδος ϑα επιστρέψει την τιµή false.
O

E T

B
J

C
S

Σχήµα 2-4: ∆ιαγραφή αντικειµένου από

µια συλλογή.

Το σχήµα απεικονίζει τη συλλογή του

Σχήµατος 2-2 έπειτα από τη διαγρα-

ϕή των αντικειµένων J S και T.

Απαρίθµηση στοιχείων. ΄Εχουµε ήδη αναφέρει πως η απαρίθµηση

των στοιχείων µιας δοµής δεδοµένων είναι ϑεµελιώδης λειτουργία.

Στην πραγµατικότητα, όπως ϑα δούµε αµέσως µετά, όλες οι υπόλοι-

πες λειτουργίες της διεπαφής Collection µπορούν να υλοποιηθούν

µέσω των λειτουργιών εισαγωγής, διαγραφής και απαρίθµησης. Το

πρόβληµα ωστόσο είναι πως προκειµένου να απαριθµήσουµε τα

στοιχεία µιας συλλογής πρέπει να γνωρίζουµε τη δοµή της, κάτι

το οποίο είτε ϑέλουµε να αποφύγουµε, είτε δεν µπορούµε να επι-

τύχουµε. Μπορούµε ϐεβαίως να παρακάµψουµε αυτή τη δυσκολία,

αν κάθε υλοποίηση συλλογής παρέχει ένα µηχανισµό για τη διάσχι-

σή της. Αυτός ακριβώς είναι ο σκοπός της µεθόδου enumerator() η

οποία είναι µια µέθοδος κατασκευής του τύπου Enumerator.

Κώδικας 2.2: Η διεπαφή Enumerator.

1 package aueb.util.api;

2 /**

3 * An enumerator is an object that knows how to traverse a collection

4 * in order to enumerate its elements.

5 */

6 public interface Enumerator {

7 /**

8 * Tests whether there are more elements to enumerate.

9 * @return <code>true</code> iff there are more elements to enumerate.

10 */

11 boolean hasNext();

12 /**

13 * Advances to the next element in the collection being enumerated.

14 * @throws IllegalStateException When called while hasNext() is false.

15 * @return The next element in the collection being enumerated.

16 */

17 Object next();

18 }

Κάθε αντικείµενο του τύπου Enumerator είναι ένας απαριθµητής·

ένα αντικείµενο που γνωρίζει τις δοµικές λεπτοµέρειες µιας συλλο-

γής και κατά συνέπεια µπορεί να τη “διασχίσει” και να απαριθµήσει

τα αντικείµενα τα οποία ϐρίσκονται αποθηκευµένα σε αυτή. Για να

διασχίσουµε µια συλλογή, πρέπει πρώτα να καλέσουµε τη µέθοδο

enumerator() ώστε να αποκτήσουµε πρόσβαση σε ένα απαριθµητή.
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Στη συνέχεια µε αλλεπάλληλες κλήσεις στη µέθοδο next() µπορού-

µε να εντοπίσουµε τα αντικείµενα της συλλογής, ένα κάθε ϕορά.

Η µέθοδος hasNext() επιστρέφει true ή false ανάλογα µε το

x ∈ A a.contains(x)

A← A ∪ {x} a.add(x)

A← A− {x} a.remove(x)

A ⊇ B a.containsAll(b)

A← A ∪B a.addAll(b)

A← A−B a.removeAll(b)

A← A ∩B a.retainAll(b)

|A| a.size()

|A| = 0 a.isEmpty()

A← ∅ a.clear()

Σχήµα 2-5: Πράξεις συνόλων και µέθο-

δοι της διεπαφής Collection.

Ο πίνακας δείχνει την αντιστοίχιση

των ϐασικών πράξεων της ϑεωρίας συ-

νόλων και των µεθόδων της διεπαφής

Collection. Οι µεταβλητές a και b εί-

ναι αναφορές τύπου Collection, ενώ

η µεταβλητή x είναι τύπου Object.

αν υπάρχουν στοιχεία τα οποία δεν έχουν ακόµη εντοπιστεί από τον

απαριθµητή. Η µέθοδος next() επιστρέφει το “επόµενο” αντικείµε-

νο της συλλογής. ∆εν είναι ωστόσο πάντα ασφαλές να καλέσουµε τη

µέθοδο αυτή. Αν η πιο πρόσφατη κλήση της hasNext έχει επιστρέ-

ψει false, δεν πρέπει να επιχειρήσουµε να καλέσουµε τη µέθοδο

next. Κάτι τέτοιο ϑα έχει σαν αποτέλεσµα τη σήµανση µιας εξαίρε-

σης τύπου IllegalStateException. Μια υλοποίηση της διεπαφής

Enumerator πρέπει να ϕροντίζει ώστε αν η µέθοδος hasNext επιστρέ-

ψει true, η αµέσως επόµενη κλήση της next να µην αποτύχει.

Βοηθητικές λειτουργίες. Οι µέθοδοι που περιγράψαµε µέχρι στιγ-

µής υποστηρίζουν τις ϐασικές λειτουργίες µιας συλλογής : αναζή-

τηση, εισαγωγή, διαγραφή και απαρίθµηση των στοιχείων της. Οι

µέθοδοι size, isEmpty και clear υλοποιούν λιγότερο σηµαντικές,

αλλά πολύ χρήσιµες λειτουργίες. Η µέθοδος size επιστρέφει το

πλήθος των στοιχείων της συλλογής. Η µέθοδος isEmpty, επιστρέ-

ϕει true αν και µόνο αν η µέθοδος size επιστρέφει 0. Τέλος η

µέθοδος clear, διαγράφει όλα τα στοιχεία της συλλογής.

Πράξεις συνόλων. Η διεπαφή Collection παρέχει τέσσερις ακό-

µη µεθόδους που υλοποιούν πράξεις µεταξύ συνόλων. Αυτές εί-

ναι οι µέθοδοι containsAll, addAll, removeAll και retainAll. Οι

αντίστοιχες πράξεις συνόλων δίνονται στον Πίνακα 2-5. Για παρά-

δειγµα η πράξη A ∪ B αντιστοιχεί στην κλήση a.addAll(b). Το

αντικείµενο µέσω του οποίου εκτελείται η µέθοδος, δηλαδή η µε-

ταβλητή a στο παράδειγµά µας, παίζει το ϱόλο του αριστερού ο-

ϱίσµατος του τελεστή ∪, το όρισµα της της µεθόδου, η µεταβλητή

b, είναι το δεξί όρισµα του τελεστή. ΄Ολες οι µέθοδοι της διεπαφής

Collection µπορούν να υλοποιηθούν µε τη χρήση ενός απαριθµητή

και των µεθόδων add και remove όπως δείχνει η αφηρηµένη κλάση

AbstractCollection που παρουσιάζεται στον Κώδικα 2.3.

Κώδικας 2.3: Η κλάση AbstractCollection.

1 package aueb.util.api;

2 /**
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3 * Partial implementation of {@link aueb.util.api.Collection}. Most

4 * method implementations are expected to be extremely slow.

5 * Concrete subclasses should override those implementations in order

6 * to improve effectiveness.

7 */

8 public abstract class AbstractCollection implements Collection {

9 public boolean contains(Object element) {

10 Enumerator e = enumerator();

11 while (e.hasNext()) {

12 if (e.next().equals(element)) return true;

13 }

14 return false;

15 }

16 public boolean isEmpty() {

17 return size() == 0;

18 }

19 public void clear() {

20 Enumerator e = enumerator();

21 while (e.hasNext()) remove(e.next());

22 }

23 public boolean containsAll(Collection c) {

24 Enumerator e = c.enumerator();

25 while (e.hasNext()) {

26 if (!contains(e.next())) return false;

27 }

28 return true;

29 }

30 public void addAll(Collection c) {

31 Enumerator e = c.enumerator();

32 while (e.hasNext()) add(e.next());

33 }

34 public void removeAll(Collection c) {

35 Enumerator e = c.enumerator();

36 while (e.hasNext()) remove(e.next());

37 }

38 public void retainAll(Collection c) {

39 Enumerator e = enumerator();

40 while (e.hasNext()) {

41 Object element = e.next();

42 if (!c.contains(element)) remove(element);

43 }

44 }

45 public boolean equals(Object object) {

46 if (this == object) return true;

47 if (!(object instanceof Collection)) return false;

48 Collection c = (Collection) object;
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49 return size() == c.size() && containsAll(c);

50 }

51 public int hashCode() {

52 int hash = 17;

53 Enumerator e = enumerator();

54 while (e.hasNext()) hash = 17 * hash + e.next().hashCode();

55 return hash;

56 }

57 }

Ασκήσεις

2-20 Ποιά είναι τα αντικείµενα µιας συλλογή που επιτρέπει διπλότυπα

έπειτα από την εκτέλεση των πράξεων +1 -9 +5 + 6 +1 -7 +8 -1 -1 + 3 όπου

το σύµβολο + υποδεικνύει εισαγωγή ενώ το σύµβολο - διαγραφή ;

2-21 Αν η µεταβλητή c είναι αναφορά σε αντικείµενο τύπου Collection

που δεν επιτρέπει διπλότυπα και περιέχει τα αντικείµενα 1 2 3 5 6 ενώ

η µεταβλητή s αναφέρεται στην συλλογή 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9, ποιο είναι

το αποτέλεσµα των κλήσεων c.addAll(s) και s.retainAll(c);

2-22 Αν οι συλλογές a και b περιλαµβάνουν αντίστοιχα τα αντικείµενα A

B K C J L και K D E J L F M, προσδιορίστε το αποτέλεσµα των παρακάτω

κλήσεων.

i). a.containsAll(b)

ii). a.addAll(b)

iii). b.retainAll(b)

iv). a.removeAll(b)

v). b.removeAll(a)

vi). b.containsAll(a)

2-22 Προσθέστε στην κλάση AbstractCollection τη µέθοδο

void symdif(Collection c) η οποία υπολογίζει τη συµµε-

τρική διαφορά δύο συνόλων. Η κλήση a.symdiff(b) δηλαδή

αντιστοιχεί στην πράξη A← (A−B) ∪ (B −A).

2.7 Ακολουθίες

Ορισµένες οργανώσεις δεδοµένων, όπως για παράδειγµα οι µεταθέ-

σεις αριθµών ή άλλων αντικειµένων, δεν µπορούν να παρασταθούν

από µια συλλογή καθώς τα στοιχεία µιας συλλογής δεν έχουν συγκε-

κριµένη ϑέση. Για τον χειρισµό τέτοιου είδους δεδοµένων ϑα πρέπει
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να ορίσουµε µια δοµή τα στοιχεία της οποίας είναι τοπολογικά δια-

τεταγµένα µε ϐάση τη ϑέση στην οποία ϐρίσκονται αποθηκευµένα.

0 1 2 3 4 5

S E Q U E L

Σχήµα 2-6: Μια αφηρηµένη αναπαρά-

σταση ακολουθίας.

Οι ϑέσεις της ακολουθίας αριθµούν-

ται από τα αριστερά προς τα δεξιά, µε

την πρώτη ϑέση να έχει αριθµό 0.

Ορισµός 2-11. Μια ακολουθία N στοιχείων είναι µια διατεταγµέ-

νη συλλογή. Σε κάθε στοιχείο της συλλογής αντιστοιχεί ένας µη–

αρνητικός ακέραιος ο οποίος καθορίζει τη ϑέση του στοιχείου στην

ακολουθία. Το πρώτο στοιχείο της ακολουθίας είναι το αντικείµενο

στη ϑέση 0, ενώ το τελευταίο στοιχείο είναι το αντικείµενο στη ϑέση

N − 1.

Κάθε στοιχείο µιας ακολουθίας είναι τοποθετηµένο σε µια αριθµη-

µένη ϑέση. Κατά σύµβαση ϑεωρούµε πως τα στοιχεία της ακολουθί-

ας είναι παρατεταγµένα σε µια οριζόντια γραµµή. Για το λόγο αυτό,

πολλές ϕορές, οι ακολουθίες χαρακτηρίζονται και ως γραµµικές δο-

µές δεδοµένων. Κατά σύµβαση επίσης, ϑεωρούµε πως το πρώτο

στοιχείο της ακολουθίας, το αντικείµενο στη ϑέση 0, είναι το αρι-

στερότερο αντικείµενο, ενώ το τελευταίο στοιχείο ϐρίσκεται στο δεξιό

άκρο της ακολουθίας. Το Σχήµα 2-6 απεικονίζει µια ακολουθία µε

ϐάση αυτές τις συµβάσεις.

Επειδή µια ακολουθία είναι µια ειδική συλλογή, όλες οι λει-

τουργίες που παρέχει µια συλλογή πρέπει να παρέχονται και από

µία ακολουθία. Επιπρόσθετα, µια ακολουθία πρέπει να υποστηρίζει

λειτουργίες για χειρισµό αντικειµένων µε ϐάση τη ϑέση τους στην

ακολουθία. Τέτοιες λειτουργίες είναι για παράδειγµα η εισαγωγή

ενός αντικειµένου σε µια δοσµένη ϑέση της ακολουθίας, καθώς επί-

σης η διαγραφή και η αντικατάσταση του στοιχείου που ϐρίσκεται

σε µια δοσµένη ϑέση. Ο εντοπισµός αντικειµένου µε ϐάση τη ϑέ-

ση του, καθώς και ο εντοπισµός της ϑέσης ενός αντικειµένου είναι

ιδιαίτερα χρήσιµες λειτουργίες. Ο Κώδικας 2.4 δίνει τη συνολική

εικόνα των λειτουργιών που παρέχει µια ακολουθία.

Η µέθοδος add(int, Object) προσθέτει το αντικείµενο object

στη ϑέση position, της ακολουθίας. Η τιµή του ορίσµατος position

πρέπει να είναι µεταξύ των τιµών 0 και size() συµπεριλαµβανο-

µένων των τιµών αυτών. Σε διαφορετική περίπτωση, η µέθοδος

σηµαίνει µια εξαίρεση τύπου IndexOutOfBoundsException. Η µέ-

ϑοδος remove(int), διαγράφει το αντικείµενο που ϐρίσκεται στη

ϑέση position και στη συνέχεια επιστρέφει µια αναφορά σε αυ-

τό. Η τιµή του ορίσµατος position πρέπει να είναι µεταξύ των

0 1 2 3 4

0 7 4 9 3

8

0 1 2 3 4 5

0 7 8 4 9 3

Σχήµα 2-7: Εισαγωγή αντικειµένου σε

ακολουθία.
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τιµών 0 και size()1 συµπεριλαµβανοµένων των τιµών αυτών. Σε

διαφορετική περίπτωση, η µέθοδος σηµαίνει την εξαίρεση τύπου

IndexOutOfBoundsException. Η µέθοδος indexOf, επιστρέφει τη

ϑέση της ακολουθίας στην οποία ϐρίσκεται αποθηκευµένο ένα αντι-

κείµενο ίσο µε το αντικείµενο object. Αν δεν υπάρχει τέτοιο αντικεί-

µενο στην ακολουθία, η µέθοδος επιστρέφει την τιµή 1. Αν ωστόσο

0 1 2 3 4 5 6

1 8 8 4 9 3 6

0 1 2 3 4 5

1 8 4 9 3 6

Σχήµα 2-8: ∆ιαγραφή αντικειµένου α-

πό ακολουθία.

υπάρχουν περισσότερα από ένα τέτοια στοιχεία, η επιστρεφόµενη

τιµή εξαρτάται από την υλοποίηση. Κατά κανόνα επιστρέφεται ο

αριθµός της αριστερότερης ϑέσης της ακολουθίας στην οποία εντο-

πίστηκε ισότητα. Η µέθοδος get, επιστρέφει το στοιχείο στη ϑέση

position, ενώ η set, αλλάζει το στοιχείο που ϐρίσκεται στη συγκε-

κριµένη ϑέση επιστρέφοντας το αντικείµενο το οποίο προηγουµένως

ϐρισκόταν εκεί. Και στις δύο περιπτώσεις, η τιµή του ορίσµατος

position πρέπει να είναι µεταξύ των τιµών 0 και size()1 συµπε-

ϱιλαµβανοµένων των τιµών αυτών. Σε διαφορετική περίπτωση, η µέ-

ϑοδος σηµαίνει µια εξαίρεση τύπου IndexOutOfBoundsException.

Κώδικας 2.4: Η διεπαφή Sequence.

1 package aueb.util.api;

2 /**

3 * A sequence is an ordered collection of objects.

4 * All methods except {@link #indexOf(Object)} throw an instance

5 * of {@link java.lang.IndexOutOfBoundsException} when passed

6 * an index of an invalid position.

7 */

8 public interface Sequence extends Collection{

9 /**

10 * Inserts an object at a given position of this sequence.

11 * @param position The position.

12 * @param object The object to insert.

13 */

14 void add(int position, Object object);

15 /**

16 * Removes the object stored at a given position of this sequence.

17 * @param position The position.

18 * @return true iff the object was actually added.

19 */

20 Object remove(int position);

21 /**

22 * Locates the position a given object is stored at.

23 * @param object The object to search for.

24 * @return The position of object or 1 if object was not found.

25 */



2.7. ΑΚΟΛΟΥΘ�ΙΕΣ 71

26 int indexOf(Object object);

27 /**

28 * Retrieves the object stored at a given position.

29 * @param position The position.

30 * @return The object stored at the specified position.

31 */

32 Object get(int position);

33 /**

34 * Replaces the object stored at a given position.

35 * @param position The position.

36 * @param object The object to store.

37 * @return The replaced object.

38 */

39 Object set(int position, Object object);

40 /**

41 * Creates an iterator on this sequence.

42 * @return An iterator positioned before the first object.

43 */

44 Iterator iterator();

45 /**

46 * Creates an iterator on this sequence.

47 * @return An iterator positioned before the ith object.

48 */

49 Iterator iterator(int position);

50 }

∆ροµείς. Η διάσχιση ακολουθιών διαφοροποιείται σηµαντικά σε

σχέση µε τη διάσχιση συλλογών. Κατ΄ αρχήν η διάσχιση µιας ακο-

λουθίας µπορεί να γίνει µε κατεύθυνση από τα αριστερά προς τα

δεξιά ή αντίστροφα. Καθώς διασχίζουµε την ακολουθία, ϑέλουµε

επιπλέον να γνωρίζουµε τη ϑέση στην οποία έχει ϕτάσει η διάσχιση.

Τέλος ϑέλουµε να εισάγουµε, να διαγράφουµε και να αντικαθιστού-

µε αντικείµενα κατά τη διάρκεια της διάσχισης. Για να ικανοποι-

ήσουµε τις απαιτήσεις αυτές ϑα επεκτείνουµε το µηχανισµό του α-

παριθµητή εισάγοντας µια κατασκευή που ονοµάζεται δροµέας και

είναι καταλληλότερη για τη διάσχιση ακολουθιών καθώς, εκτός από

τις λειτουργίες ενός απαριθµητή, υποστηρίζει τις προαναφερθείσες

λειτουργίες.

΄Ενας δροµέας ακολουθίας µε N στοιχεία έχει N + 1 πιθανές

ϑέσεις. ΄Οταν ο δροµέας είναι στη ϑέση k, k = 1, . . . , N − 2, ϐρί-

σκεται µεταξύ των αντικειµένων που είναι αποθηκευµένα στις ϑέσεις

k− 1 και k της ακολουθίας. Συµβατικά ορίζουµε πως η ϑέση 0 ενός
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δροµέα ϐρίσκεται πριν από το πρώτο αντικείµενο, ενώ η ϑέση N − 1
ϐρίσκεται αµέσως µετά το τελευταίο αντικείµενο. Η αντιστοιχία µε-

ταξύ των ϑέσεων ενός δροµέα και των αντικειµένων της ακολουθίας

που διασχίζει, παρουσιάζεται στο Σχήµα 2-9.

Η διεπαφή που πρέπει να υποστηρίζει κάθε δροµέας δίνεται στον

Κώδικα 2.5. Οι κανόνες που διέπουν τη λειτουργία ενός δροµέα i

µιας ακολουθίας s µε N στοιχεία είναι οι εξής :

i). Ο δροµέας που επιστρέφει η κλήση s.iterator() είναι τοπο-

ϑετηµένος στη ϑέση 0, ενώ ο δροµέας που επιστρέφει η κλήση

s.iterator(k), είναι τοποθετηµένος στη ϑέση k.

ii). Αν ο δροµέας είναι στη ϑέση 0, οι κλήσεις i.hasPrevious() και

i.previousIndex() ϑα επιστρέψουν αντίστοιχα false και −1,

ενώ η κλήση i.previous() ϑα σηµάνει µια εξαίρεση τύπου

0 1 2 3 4

L I N K S

0 1 2 3 4 5

Σχήµα 2-9: ΄Ενας δροµέας ακολουθίας

µε N στοιχεία έχει N + 1 πιθανές θέ-

σεις.

΄Οταν ο δροµέας είναι στη ϑέση

k, η επόµενη κλήση της µεθόδου

nextIndex ϑα επιστρέψει την τιµή k
ενώ η επόµενη κλήση της µεθόδου

previousIndex ϑα επιστρέψει την τι-

µή k − 1.

IllegalStateException. Αντίθετα, οι κλήσεις i.hasNext()

και i.nextIndex() ϑα επιστρέψουν true και 0 αντίστοιχα, ενώ

η κλήση i.next() ϑα επιστρέψει το αντικείµενο στη ϑέση 0 της

ακολουθίας.

iii). Αν ο δροµέας είναι στη ϑέση N , οι κλήσεις i.hasNext()

και i.nextIndex() ϑα επιστρέψουν αντίστοιχα false και

N + 1, ενώ η κλήση i.next() ϑα σηµάνει µια εξαίρε-

ση τύπου IllegalStateException. Αντίθετα, οι κλήσεις

i.hasPrevious() και i.previousIndex() ϑα επιστρέψουν

true και N − 1 αντίστοιχα, ενώ η κλήση i.next() ϑα επι-

στρέψει το αντικείµενο στη ϑέση N − 1 της ακολουθίας.

iv). Αν ο δροµέας είναι στη ϑέση k, 0 < k < N , οι κλήσεις

i.hasPrevious() και i.hasNext() ϑα επιστρέψουν true· οι

κλήσεις i.previousIndex() και i.nextIndex() ϑα επιστρέ-

ψουν αντίστοιχα k − 1 και k, ενώ οι κλήσεις i.previous()

και i.next() ϑα επιστρέψουν αντίστοιχα τα αντικείµενα στις

ϑέσεις k − 1 και k της ακολουθίας.

Η µέθοδος add(Object), εισάγει ένα αντικείµενο στην ακολουθία

τοποθετώντας το αµέσως πριν από το αντικείµενο το οποίο ϑα είχε

επιστρέψει η next() αν είχε κληθεί, και αµέσως µετά τη ϑέση του

στοιχείου που ϑα είχε επιστρέψει η previous() αν είχε κληθεί. Η

µέθοδος remove() αφαιρεί από την ακολουθία το αντικείµενο που

είχε επιστρέψει η τελευταία κλήση της next() ή της previous().

Κατά αναλογία, η µέθοδος set(Object), αντικαθιστά το αντικείµενο

της ακολουθίας που είχε επιστρέψει η τελευταία κλήση της next()
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ή της previous(Object). Αν η remove() ή η set(Object), κληθεί 0 1 2 3

L I K S

0 1 2 3 4

L I N K S

0 1 2 3

L N K S

Σχήµα 2-10: Εισαγωγή και διαγραφή αν-

τικειµένων κατά τη διάσχιση ακολουθί-

ας.

Η µέθοδος add(Object), τοποθετεί το

νέο αντικείµενο ανάµεσα στα αντικεί-

µενα που ϐρίσκονται αριστερά και δε-

ξιά της ϑέσης του δροµέα. Η µέθοδος

remove() αφαιρεί από την ακολουθί-

α το αντικείµενο που είχε επιστρέψει

η τελευταία κλήση της next() ή της

previous().

Το σχήµα απεικονίζει την κατάσταση

ενός δροµέα µε τον οποίο διασχίζε-

ται µια ακολουθία από αριστερά προς

τα δεξιά. Επάνω, ο δροµέας ϐρίσκε-

ται στη ϑέση 2 έχοντας µόλις προσπε-

λάσει το αντικείµενο I. Στη µέση, α-

πεικονίζεται το αποτέλεσµα της εισα-

γωγής ενός νέου αντικειµένου· η α-

κολουθία µεγαλώνει, ενώ η ϑέση του

δροµέα παραµένει αµετάβλητη. Στο

κάτω µέρος του σχήµατος ϕαίνεται η

κατάσταση της ακολουθίας και του

δροµέα µετά την διαγραφή του τελευ-

ταίου αντικειµένου που έχει προσπε-

λαστεί.

χωρίς προηγουµένως να έχει κληθεί µε επιτυχία µία εκ των µεθό-

δων next() και previous(), τότε σηµαίνεται µια εξαίρεση τύπου

IllegalStateException.

Κώδικας 2.5: Η διεπαφή Iterator.

1 package aueb.util.api;

2 /**

3 * An iterator is any object able of traversing a sequence. During

4 * traversal, an iterator is positioned either on the left of the

5 * first element, or between two given elements, or on the right of

6 * the last element.

7 */

8 public interface Iterator extends Enumerator {

9 /**

10 * Determines the position of the element on the right.

11 * @return The position number.

12 */

13 int nextIndex();

14 /**

15 * Determines whether there are any elements on the left.

16 * @return True iff there is at least one element on the left.

17 */

18 boolean hasPrevious();

19 /**

20 * Retrieves the object on the left.

21 * @return The object on the left.

22 */

23 Object previous();

24 /**

25 * Determines the position of the element on the left.

26 * @return The position number.

27 */

28 int previousIndex();

29 /**

30 * Inserts an object in the location the iterator is positioned at.

31 * @param object The object to insert.

32 */

33 void add(Object object);

34 /**

35 * Removes the last element accessed by next() or previous().

36 */

37 void remove();

38 /**

39 * Replaces the last object accessed by next() or previous().
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40 * @param object The replacement object.

41 */

42 void set(Object object);

43 }

Ασκήσεις

2-23 Υποθέστε πως η µεταβλητή s αναφέρεται σε ένα αντικείµενο τύπου

Sequence το οποίο περιλαµβάνει τα αντικείµενα A B S T R A C T I O

N. Σχεδιάστε την ακολουθία που προκύπτει από την εκτέλεση του

παρακάτω αποσπάσµατος κώδικα.

Iterator i = s.iterator();

i.next(); i.next(); i.next();

i.replace("T");

i.previous(); i.previous();

i.delete();

2-24 Αν η µεταβλητή c είναι αναφορά σε αντικείµενο τύπου Collection

που δεν επιτρέπει διπλότυπα και περιέχει τα αντικείµενα 1 2 3 5 6 ενώ

η µεταβλητή s αναφέρεται στην ακολουθία 1 1 0 1 1 0 1 1 0, ποιο είναι

το αποτέλεσµα των κλήσεων c.addAll(s) και s.retainAll(c);

2-25 Εξηγήστε πως µπορεί να χρησιµοποιηθεί µια ακολουθία για την

υλοποίηση των διεπαφών Stack και Queue.

2-26 ∆ώστε µια αφηρηµένη υλοποίηση της διεπαφής Sequence υλοποιών-

τας όλες τις µεθόδους εκτός από τις iterator() και iterator(int).

2-27 Υλοποιείστε τη µέθοδο addAll(int position, Collection c) για

την κλάση AbstractSequence της προηγούµενης άσκησης. Η µέ-

ϑοδος πρέπει να εισάγει όλα τα αντικείµενα της συλλογής c στην

ακολουθία, ξεκινώντας από της ϑέση position. Τι πρέπει να κάνει

η µέθοδος όταν το πλήθος των αντικειµένων στην ακολουθία είναι

µικρότερο από position;

2-28 Υλοποιήστε τη διεπαφή Stack χρησιµοποιώντας µια ακολουθία.

2-29 Υλοποιήστε τη διεπαφή Queue χρησιµοποιώντας µια ακολουθία.

2-30 Υλοποιήστε τη µέθοδο void shuffle() η οποία µεταθέτει κατά τυ-

χαίο τρόπο τα αντικείµενα µιας ακολουθίας.

2-31 Υλοποιήστε τη µέθοδο void reverse() η οποία αντιστρέφει τη διά-

ταξη των αντικειµένων µιας ακολουθίας.

2-32 Υλοποιήστε τη µέθοδο void sort() η οποία ταξινοµεί µια ακολου-

ϑία χρησιµοποιώντας τον αλγόριθµο insertion sort.
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2.8 Στοίβες και ουρές αναµονής

Εκµεταλλευόµενοι τη γενικότητα των διεπαφών Collection και

Sequence µπορούµε να αναπτύξουµε µερικές πολύ χρήσιµες πο-

λιτικές διαχείρισης δεδοµένων. Οι στοίβες και οι ουρές αναµονής

είναι δύο κατηγορίες δοµών δεδοµένων που ϑα µπορούσαν να χα-

ϱακτηριστούν ως ειδικές περιπτώσεις ακολουθίας. Είναι ωστόσο τό-

σο διαδεδοµένη η χρήση καθώς και οι εφαρµογές τους ώστε ϑα τις

S κορυφή

T

A

C

K

E

D

Σχήµα 2-11: Αναπαράσταση στοίβας.

Τα αντικείµενα έχουν εισαχθεί µε τη

σειρά D E K C A T S. Στην κορυφή της

στοίβας ϐρίσκεται πάντα το αντικείµε-

νο το οποίο εισήχθηκε πιο πρόσφατα.

µελετήσουµε ξεχωριστά.

Ορισµός 2-12. Μια στοίβα είναι µια δοµή δεδοµένων η οποία έχει

ένα νοητό άκρο που ονοµάζεται κορυφή και από το οποίο γίνονται

όλες οι εισαγωγές και διαγραφές αντικειµένων. Η εισαγωγή ενός αν-

τικειµένου σε µια στοίβα ονοµάζεται συχνά ώθηση, ενώ η διαγραφή

αντικειµένου ονοµάζεται κατά κανόνα εξαγωγή.

΄Οταν ένα αντικείµενο εισάγεται σε µια στοίβα, τοποθετείται στην κο-

ϱυφή της όπως παρουσιάζεται στο Σχήµα 2-11. Αντίστοιχα, από

µια στοίβα δεν µπορούµε να εξάγουµε οποιοδήποτε στοιχείο επιθυ-

µούµε· το µόνο στοιχείο που µπορεί να διαγραφεί είναι αυτό που

ϐρίσκεται στην κορυφή της στοίβας. Με ϐάση τους κανόνες αυτούς

είναι προφανές πως στην κορυφή µιας στοίβας ϑα ϐρίσκεται πάντα

το αντικείµενο που εισήχθηκε πιο πρόσφατα. Κάθε ϕορά που εξά-

γουµε από µια στοίβα, διαγράφουµε το αντικείµενο που εισήχθηκε

τελευταίο. Εξαιτίας αυτής της συµπεριφοράς, οι στοίβες ονοµάζονται

δοµές Last In, First Out ή για συντοµία δοµές LIFO.

Μια στοίβα µπορεί να έχει περιορισµένη ή απεριόριστη µέγιστη

χωρητικότητα αντικειµένων. Στην πρώτη περίπτωση, είναι παράνοµο

να προσπαθήσουµε να εισάγουµε ένα αντικείµενο όταν το µέγεθος

της στοίβας, το πλήθος δηλαδή των στοιχείων που ϐρίσκονται απο-

ϑηκευµένα σε αυτήν, ισούται µε τη χωρητικότητά της. Αντίστοιχα

είναι παράνοµο να προσπαθήσουµε να εξάγουµε ένα αντικείµενο,

όταν η στοίβα είναι κενή.

Ο τρόπος µε τον οποίο ϑα αντιµετωπιστούν αυτές τις παράνο-

µες πράξεις, εναπόκειται στην υλοποίηση. Ο πιο συνηθισµένος

τρόπος είναι η σήµανση µιας εξαίρεσης. Επειδή ένας προγραµ-

µατιστής µπορεί πάντα να γνωρίζει αν µια στοίβα είναι γεµάτη ή

όχι, ϑα ϑεωρήσουµε ως προγραµµατιστικό σφάλµα την εισαγωγή σε

µια γεµάτη στοίβα καθώς και την εξαγωγή αντικειµένου από µια
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κενή στοίβα. Κατά συνέπεια, οι υλοποιήσεις της διεπαφής Stack

S

S T

S T A

S T A C

S T A

S T

S T K

S T K I

S T K I N

S T K I N G

Σχήµα 2-12: Εισαγωγή και εξαγωγή αν-

τικειµένων από µια στοίβα.

Το σχήµα παρουσιάζει µια στοίβα (της

οποίας η κορυφή είναι το δεξιότερο

άκρο της) κατά την εκτέλεση των λει-

τουργιών S T A C - - K I N G όπου έ-

να γράµµα υποδεικνύει την εισαγω-

γή του αντίστοιχου αντικειµένου, ενώ

η παύλα, διαγραφή.

που παρουσιάζεται στον Κώδικα 2.6, ϑα πρέπει σε αυτές τις περι-

πτώσεις να σηµαίνουν µια εξαίρεση τύπου που είναι απόγονος της

java.lang.RuntimeException. Μια καλή επιλογή είναι η κλάση

java.lang.IllegalStateException.

Κώδικας 2.6: Η διεπαφή Stack.

1 package aueb.util.api;

2 /**

3 * Stack interface. An instance of this type is a data structure

4 * with one end called its top. Object insertions and deletions

5 * are performed at the stack’s top. Thus, a stack is a last in,

6 * first out data structure.

7 */

8 public interface Stack {

9 /**

10 * Pushes, (i.e., inserts) an object in the stack.

11 * @param object The object to insert.

12 */

13 void push(Object object);

14 /**

15 * References the object at the top of this stack.

16 * @return A reference to the object at the top of this stack.

17 * @throws IllegalStateException if this stack is empty.

18 */

19 Object top();

20 /**

21 * Pops out, (i.e., removes and returns) the object at the top.

22 * @return The object at the top of this stack.

23 * @throws IllegalStateException if this stack is empty.

24 */

25 Object pop();

26 /**

27 * Returns the number of objects currenly in this stack.

28 * @return A nonnegative number; the size of this stack.

29 */

30 int size();

31 /**

32 * Tests if this stack is empty.

33 * @return true iff this stack has no objects.

34 */

35 boolean isEmpty();

36 /**

37 * Tests if this stack is full.

38 * @return true iff this stack has reached its capacity.



2.8. ΣΤΟ�ΙΒΕΣ ΚΑΙ ΟΥΡ�ΕΣ ΑΝΑΜΟΝ�ΗΣ 77

39 */

40 boolean isFull();

41 }

Αν τροποποιήσουµε ελαφρά τον τρόπο µε τον οποίο λειτουργεί

και οργανώνεται µια στοίβα, εισάγοντας ένα ακόµη άκρο στην δοµή

και απαιτώντας η εισαγωγή αντικειµένων να γίνεται από το ένα άκρο

ενώ η εξαγωγή από το άλλο, προκύπτει µια πολύ οικεία οργάνωση

που ονοµάζεται ουρά αναµονής και παρουσιάζεται στο Σχήµα 2-13.

Ο κανόνας µε ϐάση τον οποίο λειτουργεί µια ουρά αναµονής, είναι

Q αρχή

U

E

U

E

D τέλος

Σχήµα 2-13: Αναπαράσταση ουράς α-

ναµονής.

Τα αντικείµενα έχουν εισαχθεί µε τη

σειρά Q U E U E D. Στην αρχή της ουράς

ϐρίσκεται πάντα το αντικείµενο µε το

µεγαλύτερο χρόνο αναµονής ενώ στο

τέλος το αντικείµενο µε τον µικρότερο

χρόνο αναµονής.

γνωστός ως first in, first out, ή FIFO για συντοµία, καθώς το αντι-

κείµενο µε το µεγαλύτερο χρόνο παραµονής στην ουρά, ϐρίσκεται

πάντα στην αρχή της, ενώ το αντικείµενο µε το µικρότερο χρόνο

παραµονής ϐρίσκεται πάντα στο τέλος της ουράς.

Ορισµός 2-13. Μια ουρά αναµονής είναι µια αφηρηµένη δοµή δε-

δοµένων µε δύο νοητά άκρα που ονοµάζονται αρχή και τέλος. Η

εισαγωγή ενός αντικειµένου σε µια ουρά αναµονής γίνεται πάντα

στο τέλος της ουράς ενώ η διαγραφή ή αλλιώς εξαγωγή ενός αντικει-

µένου γίνεται πάντα από την αρχή.

Τόσο η οργάνωση όσο και ο τρόπος λειτουργίας της ουράς αναµο-

νής µας είναι πολύ οικεία, καθώς έτσι οργανώνονται και λειτουργούν

τα περισσότερα σηµεία εξυπηρέτησης όπως ταµεία τραπεζών, εκδο-

τήρια εισιτηρίων, γραφεία δηµοσίων οργανισµών κλπ. Εκτός από

την προσοµοίωση της λειτουργίας τέτοιων σηµείων εξυπηρέτησης,

οι ουρές αναµονής έχουν εφαρµογές στη λύση διαφόρων προβλη-

µάτων στην επιστήµη υπολογιστών. Το Σχήµα 2-14 παρουσιάζει

ένα παράδειγµα λειτουργίας µιας ουράς αναµονής.

Η διεπαφή µιας ουράς αναµονής παρουσιάζεται στον Κώδι-

κα 2.7. Οι µέθοδοι put(Object) και get() είναι οι λειτουργίες

εισαγωγής και διαγραφής αντίστοιχα. Οι µέθοδοι head() και tail()

είναι οι µέθοδοι πρόσβασης στην αρχή και το τέλος µιας ουράς α-

ναµονής. Τέλος οι µέθοδοι size(), isEmpty(), και, isFull() µας

επιτρέπουν να γνωρίζουµε το πλήθος των αντικειµένων που ϐρίσκον-

ται στην ουρά, καθώς επίσης και αν η ουρά είναι κενή ή γεµάτη.

Παρατηρούµε πως όταν η µέθοδος isFull() επιστρέφει true, είναι

παράνοµο να επιχειρήσουµε να εισάγουµε αντικείµενο. Παρόµοια,

όταν η µέθοδος isEmpty() επιστρέφει true δεν επιτρέπεται να κα-

λέσουµε τις µεθόδους get(), head(), και, tail(). Η συµπεριφορά
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µιας υλοποίησης σε αυτές τις περιπτώσεις είναι πανοµοιότυπη µε

αυτή που καθορίζει η διεπαφή Stack.Q

Q U

Q U E

Q U E U

U E U

E U

E U E

U E

U E I

U E I N

U E I N G

Σχήµα 2-14: Εισαγωγή και εξαγωγή αν-

τικειµένων από µια ουρά αναµονής.

Το σχήµα παρουσιάζει µια ουρά α-

ναµονής κατά την εκτέλεση των λει-

τουργιών Q U E U - - E - I N G όπου ένα

γράµµα υποδεικνύει εισαγωγή αντι-

κειµένου, ενώ µια παύλα, διαγραφή.

Η αρχή και το τέλος της ουράς ανα-

µονής είναι στην αριστερή και δεξιά

πλευρά της αντίστοιχα όπως υποδει-

κνύουν τα ϐέλη.

Κώδικας 2.7: Η διεπαφή Queue.

1 package aueb.util.api;

2 /**

3 * Queue interface. An instance of this type is a data structure

4 * with two ends called its head and tail. Object insertions are

5 * performed at the queue’s tail, while object deletions are

6 * performed at the queue’s head. Thus, a queue is a first in,

7 * first out data structure.

8 */

9 public interface Queue {

10 /**

11 * Inserts an object, at the tail of this queue.

12 * @param object The object to insert.

13 */

14 void put(Object object);

15 /**

16 * References the object at the tail of this queue.

17 * @return A reference to the object at the tail of this queue.

18 * @throws IllegalStateException if this queue is empty.

19 */

20 Object tail();

21 /**

22 * Removes the object at the head of this queue.

23 * @return A reference to the object at the head of this queue.

24 * @throws IllegalStateException if this queue is empty.

25 */

26 Object get();

27 /**

28 * References the object at the head of this queue.

29 * @return A reference to the object at the head of this queue.

30 * @throws IllegalStateException if this queue is empty.

31 */

32 Object head();

33 /**

34 * Returns the number of objects currenly in this queue.

35 * @return A nonnegative number; the size of this queue.

36 */

37 int size();

38 /**

39 * Tests if this queue is empty.

40 * @return true iff this queue has no objects.

41 */

42 boolean isEmpty();



2.8. ΣΤΟ�ΙΒΕΣ ΚΑΙ ΟΥΡ�ΕΣ ΑΝΑΜΟΝ�ΗΣ 79

43 /**

44 * Tests if this queue is full.

45 * @return true iff this queue has reached its capacity.

46 */

47 boolean isFull();

48 }

Ασκήσεις

2-33 Σχεδιάστε µια στοίβα έπειτα από την εκτέλεση των λειτουργιών C O U

- R T - R E A - C T I O N - - - όπου ένα γράµµα υποδεικνύει εισαγωγή του

αντίστοιχου αντικειµένου, ενώ µια παύλα υποδεικνύει διαγραφή.

2-34 Επαναλάβετε την προηγούµενη άσκηση, χρησιµοποιώντας µια ου-

ϱά.

2-35 Γράψτε µια µέθοδο που εκτελεί τις λειτουργίες της ΄Ασκησης 2-33

σε ένα αντικείµενο τύπου Stack που είναι παράµετρος της µεθόδου.

2-36 Επαναλάβετε την προηγούµενη άσκηση, χρησιµοποιώντας µια ου-

ϱά.
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Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο 3

Συστοιχίες

Μια συστοιχία είναι ίσως η απλούστερη µορφή οργάνωσης δεδο-

µένων που γνωρίζουµε η οποία έχει παρόµοια χαρακτηριστικά µε

µια συλλογή αντικειµένων. Οι συστοιχίες της γλώσσας Java ϐέβαια,

όπως και των περισσοτέρων γλωσσών προγραµµατισµού, δεν πα-

ϱέχουν ϐασικές λειτουργίες µιας συλλογής όπως η αναζήτηση για

παράδειγµα. Μπορούµε ωστόσο να τις χρησιµοποιήσουµε ως τη

ϐάση για την υλοποίηση συλλογών, ακολουθιών και άλλων αφηρη-

µένων δοµών δεδοµένων. Για µερικές εφαρµογές, οι υλοποιήσεις

που ϐασίζονται σε συστοιχίες έχουν εξαιρετική απόδοση. Σε άλλες

περιπτώσεις όπως ϑα δούµε στα επόµενα κεφάλαια, πολύ αποτελε-

σµατικότερες υλοποιήσεις είναι πιθανές. Ανεξάρτητα από την απο-

τελεσµατικότητά τους πάντως, οι συστοιχίες είναι ένας καθιερωµένος

και δηµοφιλής µηχανισµός οργάνωσης δεδοµένων και, κατά συνέ-

πεια, η µελέτη τους είναι επιβεβληµένη. Επιπλέον, είναι ιδανικό

εργαλείο για την εισαγωγή ϐασικών εννοιών και την κατανόηση των

αντίστοιχων υλοποιήσεων. Στο κεφάλαιο αυτό περιγράφονται οι ϐα-

σικές αρχές για τη χρήση συστοιχιών καθώς επίσης υλοποιήσεις των

διεπαφών Collection, Sequence, Stack και Queue.

3.1 Συλλογές αντικειµένων

Μια συστοιχία είναι µια παράταξη µεταβλητών του ίδιου τύπου σε

συνεχόµενες ϑέσεις της κεντρικής µνήµης. Κάθε µία από τις µετα-

ϐλητές αυτές έχει µια ϑέση στη συστοιχία µέσω της οποίας µπορούµε

0 1 2 3 4 5

b b b b b b

O V A L

Σχήµα 3-1: Αποθήκευση αντικειµένων

σε συστοιχία.

81
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Σχήµα 3-2: Εισαγωγή αντικειµένου σε

συλλογή που υλοποιείται µε συστοιχία.

Το σχήµα απεικονίζει µια συλλογή,

έπειτα από την διαδοχική εισαγωγή

των αντικειµένων E A S Y.
store

b

size
4

0 1 2 3 4 5 6 7 8

b b b b b b b b b

E A S Y

να αναφερθούµε στην αντίστοιχη µεταβλητή. Ας δούµε πως µπορού-

µε να ορίσουµε τις ϐασικές λειτουργίες της διεπαφής Collection

χρησιµοποιώντας µια συστοιχία αναφορών τύπου Object.

Κάθε ϑέση της συστοιχίας αποθηκεύει µια αναφορά σε ένα αν-

τικείµενο της συλλογής αντικειµένων όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 3-1.

΄Οταν κατασκευάζεται µια συστοιχία τύπου Object[] όλα τα στοιχεία

της έχουν την τιµή null. Θεωρούµε τότε πως η αντίστοιχη συλλογή

αντικειµένων είναι κενή.

Εισαγωγή. Λέµε πως ένα αντικείµενο o εισάγεται στη συλλογή, όταν

αποθηκεύσουµε µια αναφορά στο o σε κάποια ϑέση της συστοιχίας.

Η ϑέση της συστοιχίας στην οποία ϑα αποθηκευτεί η αναφορά δεν

µας ενδιαφέρει για την υλοποίηση της διεπαφής Collection. Πρό-

κειται για µια λεπτοµέρεια υλοποίησης και κατά συνέπεια είµαστε

ελεύθεροι να την επιλέξουµε ώστε να διευκολύνουµε την υλοποίηση

ή να επιτύχουµε την µεγαλύτερη δυνατή αποτελεσµατικότητα. Θα

επιλέξουµε ως ϑέση εισαγωγής τη αριστερότερη ϑέση της συστοιχίας

η οποία έχει τιµή null. ΄Οταν η συλλογή είναι κενή, η ϑέση αυτή

είναι η ϑέση 0. Γενικά αν η συλλογή έχει k αντικείµενα, η ϑέση

εισαγωγής είναι η ϑέση k.

Καθώς το πλήθος των αποθηκευµένων αντικειµένων ισούται µε

το πλήθος των ϑέσεων της συστοιχίας που έχουν τιµή διαφορετική

από null, ϑα εξυπηρετούσε την αποτελεσµατικότητα της υλοποίη-

σης να διατηρούµε µια µεταβλητή size µε αρχική τιµή 0, η οποία

αυξάνεται κατά ένα µε κάθε εισαγωγή αντικειµένου και µειώνεται

κάθε ϕορά που διαγράφεται ένα αντικείµενο. Μια συλλογή που

υλοποιείται µε συστοιχία ϑα έχει κατά συνέπεια δύο πεδία.

i). Το πεδίο store είναι µια αναφορά στη συστοιχία τύπου

Object[] στην οποία αποθηκεύονται οι αναφορές στα αντικεί-

µενα της συλλογής.
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ii). Το πεδίο size τύπου int µετρά το πλήθος των κατειληµµένων

ϑέσεων της συστοιχίας store και ταυτόχρονα καθορίζει τη ϑέση

της συστοιχίας στην οποία ϑα γίνει η εισαγωγή του επόµενου

αντικειµένου.

Η οργάνωση αυτή παρουσιάζεται στο Σχήµα 3-2.

Αναζήτηση και απαρίθµηση. Η απάντηση στην ερώτηση αν ένα αν-

τικείµενο είναι µέλος της συλλογής είναι απλή. ∆εν έχουµε παρά

να ξεκινήσουµε από την ϑέση 0 της συστοιχίας και να συγκρίνουµε

χρησιµοποιώντας τη µέθοδο equals το αντικείµενο στην τρέχουσα

ϑέση της συστοιχίας µε το Ϲητούµενο αντικείµενο. Αν εξαντλήσουµε

όλες τις ϑέσεις της συστοιχίας χωρίς επιτυχία, τότε η απάντηση εί-

ναι αρνητική. Αν αντίθετα διαπιστώσουµε ισότητα αντικειµένων σε

κάποια ϑέση, τότε η απάντηση είναι ϑετική.

Με τον ίδιο ακριβώς τρόπο µπορούµε να απαριθµήσουµε τα αντι-

κείµενα που περιέχει η συλλογή. Ο απαριθµητής των στοιχείων της

συλλογής χρειάζεται να διατηρεί µια µεταβλητή που προσδιορίζει

τη ϑέση της συστοιχίας store στην οποία ϐρίσκεται το αντικείµενο

που πρέπει να επιστρέψει η επόµενη κλήση της µεθόδου next. Η

µεταβλητή αυτή πρέπει να αρχικοποιείται µε την τιµή 0 κατά την κα-

τασκευή του απαριθµητή και να αυξάνεται σε κάθε κλήση της next.

Τέλος, καθώς ο απαριθµητής χρειάζεται πρόσβαση στα πεδία store

και size της συλλογής την οποία διασχίζει, ϑα πρέπει να υλοποιείται

από µια εσωτερική κλάση (ϐλέπε Κώδικα 3.1 στη σελίδα 87).

∆ιαγραφή. Η διαγραφή απαιτεί δύο ϐήµατα. Το πρώτο είναι ο

εντοπισµός της ϑέσης της συστοιχίας στην οποία ϐρίσκεται το αντι-

κείµενο που πρέπει να διαγραφεί. Αφού έχουµε εντοπίσει τη ϑέση

αυτή, έστω i, µπορούµε να διαγράψουµε το αντίστοιχο αντικείµενο

από τη συλλογή αντικαθιστώντας την αναφορά στη ϑέση i µε την

αναφορά στη ϑέση N −1, όπου N είναι το πλήθος των αντικειµένων

στη συλλογή. Στη συνέχεια πρέπει να ϑέσουµε την αναφορά στη

ϑέση N − 1 ίση µε null καθώς η ϑέση είναι πλέον διαθέσιµη για

την αποθήκευση κάποιου άλλου αντικειµένου. Η διαδικασία της

διαγραφής παρουσιάζεται µε ένα παράδειγµα στο Σχήµα 3-3.
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Σχήµα 3-3: ∆ιαγραφή αντικειµένου από

συλλογή που υλοποιείται µε συστοιχία.

Το σχήµα παρουσιάζει τη συλλογή

του Σχήµατος 3-2 έπειτα από τη δια-

γραφή του αντικειµένου A. Η διαγρα-

ϕή επιτυγχάνεται µε την αντικατά-

σταση της αναφοράς του διαγραφό-

µενου αντικειµένου µε την αναφορά

store[size1].

store
b

size
4

0 1 2 3 4 5 6 7 8

b b b b b b b b b

E A S Y

Επέκταση της συστοιχίας. Το ϐασικό µειονέκτηµα που παρουσιάζει

η χρήση συστοιχίας για την υλοποίηση συλλογής, είναι πως το πλή-

ϑος των αντικειµένων που µπορούν να αποθηκευτούν περιορίζεται

από το µήκος της συστοιχίας. Στις περισσότερες εφαρµογές ωστόσο,

δεν µπορούµε να γνωρίζουµε προκαταβολικά το µέγιστο πλήθος αν-

τικειµένων που ϑα χρειαστεί να αποθηκεύσει µια συλλογή. Ακόµη

κι αν η πληροφορία αυτή είναι διαθέσιµη, το µέσο πλήθος αντικει-

µένων της συλλογής µπορεί να είναι σηµαντικά µικρότερο από το

µέγιστο, µε αποτέλεσµα την άσκοπη δέσµευση µνήµης. Το ιδανικό

ϑα ήταν να µπορούσαµε να αυξήσουµε το µήκος της συστοιχίας µό-

λις διαπιστώναµε πως το µέγεθος της συλλογής ισούται µε το µήκος

της συστοιχίας.

Σε ορισµένες γλώσσες προγραµµατισµού, όπως η C για παρά-

δειγµα, κάτι τέτοιο είναι εφικτό. Στη Java, αντίθετα, δεν υπάρχει

αυτή η δυνατότητα και έτσι είµαστε αναγκασµένοι να την προσο-

µοιώσουµε. Συγκεκριµένα όταν κατά την εισαγωγή αντικειµένου

διαπιστώσουµε πως η συστοιχία store είναι “γεµάτη”, κατασκευά-

Ϲουµε µια νέα συστοιχία tmp µε µήκος διπλάσιο από αυτό της store,

αντιγράφουµε τις αναφορές της store στην tmp, και τέλος ϑέτουµε

store = tmp.

Η τεχνική αυτή ονοµάζεται διπλασιασµός (doubling) και χρη-

σιµοποιείται σε πολλές υλοποιήσεις συλλογών δυναµικού µεγέ-

ϑους που ϐασίζονται σε συστοιχίες, όπως για παράδειγµα η κλάση

java.lang.StringBuffer της Java. Την τεχνική αυτή ϑα χρησι-

µοποιήσουµε και στο Κεφάλαιο 8 στην υλοποίηση πινάκων κατα-

κερµατισµού. Ο λόγος που έχουµε επιλέξει να διπλασιάζουµε το

µέγεθος αντί για παράδειγµα να το αυξάνουµε κατά ένα σταθερό

µέγεθος κάθε ϕορά, είναι πως έτσι εξασφαλίζεται (ϐλέπε ΄Ασκηση 3-

10) ότι ο χρόνος για την εισαγωγή N αντικειµένων στη συλλογή είναι
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O (N). Επιµερίζοντας το χρόνο αυτό σε κάθε εισαγωγή προκύπτει

ότι ο χρόνος για την εισαγωγή ενός αντικειµένου είναι σταθερός.

Ισότητα και αντιγραφή. ΄Οπως έχουµε δει (ϐλέπε Κώδικας 2.3 στη

σελίδα 2.3), δύο συλλογές είναι ίσες όταν έχουν το ίδιο πλήθος αντι-

κειµένων και επιπλέον, κάθε αντικείµενο που ανήκει στην µία ανή-

κει και στην άλλη. Το Σχήµα 3-4 παρουσιάζει ένα παράδειγµα δύο

αντικειµένων τύπου ArrayCollection που είναι ίσα.

Η δηµιουργία ενός κλώνου µιας συλλογής A, είναι η κατασκευ-

ή µιας συλλογής που είναι ίση µε την A. Με ϐάση την οργάνωση

που έχουµε περιγράψει σε αυτή την ενότητα, για την δηµιουργία

ενός αντιγράφου αρκεί να κατασκευάσουµε µια συστοιχία µήκους

όσο και το πλήθος των αντικειµένων στην A και να αποθηκεύσου-

µε σε κάθε ϑέση της µια αναφορά σε ένα αντικείµενο της A. Το

αποτέλεσµα απεικονίζεται στο Σχήµα 3-5.

Αξίζει να τονίσουµε εδώ πως η σηµασιολογία τόσο της ισότητας

όσο και της αντιγραφής είναι ανεξάρτητη του µηχανισµού που χρη-

σιµοποιείται για την υλοποίηση µιας συλλογής. Με άλλα λόγια, οι

δύο αυτές πράξεις είναι ανεξάρτητες από λεπτοµέρειες υλοποίησης.

∆εν ϑα πρέπει εποµένως να µας παραπλανούν τα Σχήµατα 3-4 και

3-5· σε καθένα από τα οποία είναι προφανές πως οι συλλογές που

απεικονίζονται χρησιµοποιούν τον ίδιο µηχανισµό οργάνωσης. Αυτό

συµβαίνει διότι δεν έχουµε ακόµη περιγράψει καµιά άλλη υλοποί-

ηση της διεπαφής Collection.

3.1.1 Υλοποίηση της κλάσης ArrayCollection

Η υλοποίηση της οργάνωσης που παρουσιάσαµε δίνεται στον Κώ-

δικας 3.1. Η κλάση ArrayCollection παρέχει τρεις κατασκευα-

στές. Ο εξ΄ ορισµού κατασκευαστής δηµιουργεί µια συλλογή αρ-

χικής χωρητικότητας ArrayCollection.DEFAULT_CAPACITY αντικει-

µένων. Ο δεύτερος κατασκευαστής επιτρέπει τη δηµιουργία µιας

συλλογής µε συγκεκριµένη χωρητικότητα, η οποία ωστόσο πρέπει

να είναι τουλάχιστον 1. Η κλάση παρέχει επίσης και ένα κατα-

σκευαστή αντιγραφής ο οποίος χρησιµοποιεί απαρίθµηση. Αξίζει

να προσέξουµε πως ο κατασκευαστής αντιγραφής δέχεται ένα όρι-

σµα τύπου Collection αντί για ένα όρισµα ArrayCollection όπως

ϑα περίµενε κανείς µε ϐάση τον αυστηρό ορισµό που δώσαµε στο
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Σχήµα 3-4: Ισότητα αντικειµένων τύπου

ArrayCollection.

store
b

size
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0 1 2 3 4

store
b

size
5

Σχήµα 3-5: Αντιγραφή αντικειµένων τύ-

που ArrayCollection.

Το αντικείµενο στη δεξιά πλευρά

του σχήµατος είναι αντίγραφο του

αντικειµένου της αριστερής πλευ-

ϱάς. Παρατηρούµε πως τα αντικεί-

µενα της συλλογής δεν αντιγράφον-

ται. Το αντίγραφο διατηρεί αντίγρα-

ϕα των αναφορών που διατηρεί και το

πρωτότυπο. store
b

size
4

0 1 2 3 4

b b b b b

C O P Y

b b b b

0 1 2 3

store
b

size
4
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Κεφάλαιο 2. Αυτή η επιλογή ωστόσο, παρέχει µεγαλύτερη ευελιξί-

α, καθώς µας επιτρέπει να κατασκευάσουµε ένα αντικείµενο τύπου

ArrayCollection απαριθµώντας τα στοιχεία ενός αντικειµένου τύ-

που Collection ανεξάρτητα από το µηχανισµό που χρησιµοποιεί

για την υλοποίηση της διεπαφής. Πρέπει να σηµειώσουµε ακόµη,

πως η κλάση ArrayCollection ακυρώνει τη µέθοδο clear της διε-

παφής AbstractCollection προκειµένου να ϐελτιώσει την αποτελε-

σµατικότητά της. Το ίδιο ϑα έπρεπε ϐεβαίως να γίνει και για άλλες

µεθόδους όπως η addAll για παράδειγµα, αλλά αυτό αφήνεται ως

άσκηση.

Κώδικας 3.1: Η κλάση ArrayCollection.

1 package aueb.util.imp;

2

3 import aueb.util.api.AbstractCollection;

4 import aueb.util.api.Collection;

5 import aueb.util.api.Enumerator;

6 /**

7 * Arraybased implementation of {@link aueb.util.api.Collection}.

8 */

9 public class ArrayCollection extends AbstractCollection {

10 /**

11 * Enumerates the elements of the enclosing collection.

12 */

13 private class ArrayEnumerator implements Enumerator {

14 /**

15 * The position of the element that a call to next() will return.

16 */

17 int position;

18 /**

19 * Creates a new instance and sets position to 0.

20 */

21 public ArrayEnumerator() {

22 position = 0;

23 }

24 /**

25 * If position is lower than size, return true.

26 */

27 public boolean hasNext() {

28 return position < size;

29 }

30 /**

31 * Return the next element, and update position.

32 */
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33 public Object next() {

34 if (position == size) throw new IllegalStateException();

35 return store[position++];

36 }

37 }

38 /**

39 * Default initial capacity of the array.

40 */

41 private static final int INITIAL_CAPACITY = 8;

42 /**

43 * The array that stores references to collection elements.

44 */

45 protected Object[] store;

46 /**

47 * The number of elements currently in this collection.

48 */

49 protected int size;

50 /**

51 * Default constructor. Uses default capacity and creates

52 * an empty collection.

53 */

54 public ArrayCollection() {

55 this(INITIAL_CAPACITY);

56 }

57 /**

58 * Creates an empty collection that has a specified initial capacity.

59 * @param capacity The initial capacity of this collection.

60 */

61 public ArrayCollection(int capacity) {

62 super();

63 if (capacity < 1) {

64 throw new IllegalArgumentException();

65 }

66 this.store = new Object[capacity];

67 this.size = 0;

68 }

69 /**

70 * Copy constructor.

71 * @param collection The collection to copy.

72 */

73 public ArrayCollection(Collection collection) {

74 this(collection.size());

75 Enumerator e = collection.enumerator();

76 while (e.hasNext()) store[size++] = e.next();

77 }

78 /**
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79 * Inserts an object in this collection (allows duplicates).

80 * Expands the capacity if necessary.

81 * @param The object to insert.

82 */

83 public boolean add(Object object) {

84 if (object == null) throw new IllegalArgumentException();

85 if (size == store.length) expand();

86 store[size++] = object;

87 return false;

88 }

89 /**

90 * Removes an object from this collection. The first element

91 * that equals object is always removed.

92 * @param The object to remove.

93 */

94 public boolean remove(Object object) {

95 int index = indexOf(object);

96 if (index == 1) {

97 return false;

98 }

99 store[index] = store[size1];

100 store[size] = null;

101 return true;

102 }

103 public int size() {

104 return size;

105 }

106 public boolean contains(Object object) {

107 return indexOf(object) != 1;

108 }

109 /**

110 * Removes all element references.

111 */

112 public void clear() {

113 while (size > 0) store[size] = null;

114 }

115 /**

116 * Locates an object in this collection.

117 * @param object The object to locate.

118 * @return The object positon or 1 if object was not found.

119 */

120 public int indexOf(Object object) {

121 for (int i = 0; i < size; ++i) {

122 if (store[i].equals(object)) return i;

123 }

124 return 1;
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125 }

126 public Enumerator enumerator() {

127 return new ArrayEnumerator();

128 }

129 /**

130 * Expands store by doubling its length.

131 */

132 protected void expand() {

133 int capacity = 2 * store.length;

134 Object[] temp = new Object[capacity];

135 System.arraycopy(store, 0, temp, 0, size);

136 store = temp;

137 }

138 }

3.1.2 Αποτελεσµατικότητα

Ο Πίνακας 3-1 δίνει το χρόνο εκτέλεσης των ϐασικών µεθόδων της

κλάσης ArrayCollection όταν η συλλογή περιέχει N στοιχεία.

Η µέθοδος add στη χειρότερη περίπτωση, όταν δηλαδή επιχειρή-

σουµε να εισάγουµε ένα νέο αντικείµενο σε συλλογή µε k στοιχεία

και χωρητικότητα k, απαιτεί τη δηµιουργία µιας συστοιχίας 2k στοι-

χείων και την αντιγραφή των αναφορών της τρέχουσας συστοιχίας.

Αν και δεν είναι ιδιαίτερα εύκολο να υπολογίσουµε τον αναµενόµενο

χρόνο για την προσθήκη ενός αντικειµένου στη συλλογή, µπορούµε

να υπολογίσουµε τον επιµερισµένο χρόνο (amortized time) για την

εισαγωγή ενός αντικειµένου στη συλλογή. Η ιδέα είναι να υπολο-

γίσουµε το χρόνο που απαιτεί η εισαγωγή N αντικειµένων σε µια

κενή συλλογή ξεκινώντας από αρχική χωρητικότητα 1, και στη συ-

νέχεια να επιµερίσουµε αυτό το χρόνο σε κάθε εισαγωγή ξεχωριστά.

Μπορούµε να αποδείξουµε (ϐλέπε ΄Ασκηση 3-10) πως ο χρόνος που

απαιτείται είναι O (N), και κατά συνέπεια ο επιµερισµένος χρόνος

εισαγωγής ενός αντικειµένου είναι O (N) /N = O (1).
Η µέθοδος contains χρησιµοποιεί ακολουθιακή αναζήτηση σε

µη ταξινοµηµένη συστοιχία. Με ϐάση τα όσα έχουµε αναφέρει στο

Κεφάλαιο 1 ο αναµενόµενος χρόνος εκτέλεσης είναι O (N). Η µέ-

ϑοδος remove εκτελεί µια αναζήτηση για τον εντοπισµό του αντι-

κειµένου και δύο αναθέσεις για την διαγραφή του. Εποµένως ο

αναµενόµενος χρόνος εκτέλεσής της είναι O (N). Οι µέθοδος clear

απαιτεί χρόνο O (N), ενώ τέλος, οι µέθοδοι size και isEmpty απαι-
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τούν σταθερό χρόνο. Μέθοδος W (N) A(N)

add O(N) O(1)

remove O(N) O(N)

contains O(N) O(N)

size O(1) O(1)

isEmpty O(1) O(1)

clear O(N) O(N)

Πίνακας 3-1: Αποτελεσµατικό-

τητα των µεθόδων της κλάσης

ArrayCollection.

Ασκήσεις

3-1 Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την κλάση ArrayCollection για

την παράσταση ενός συνόλου αντικειµένων ;

3-2 Σχεδιάστε την κατάσταση ενός αντικειµένου τύπου ArrayCollection

το οποίο αρχικά δεν περιέχει κανένα αντικείµενο, έπειτα από την

εκτέλεση των πράξεων +1 -9 +5 + 6 +1 -7 +8 -1 -5 +3 +2 +4 -8 +11 -3 όπου το

σύµβολο + υποδεικνύει εισαγωγή ενώ το σύµβολο - διαγραφή.

3-3 Τι επιστρέφει η παρακάτω µέθοδος ;

boolean method(ArrayCollection c) {

String alpha = "A";

c.add(alpha);

ArrayCollection b = c.clone();

b.remove(alpha);

return c.contains(alpha);

}

3-4 Τροποποιήστε την κλάση ArrayCollection έτσι ώστε να µπορεί να

έχει αρχική χωρητικότητα ίση µε 0.

3-5 Υπολογίστε τον αναµενόµενο χρόνο εκτέλεσης της κλήσης

a.equals(b) όταν a και b είναι αναφορές σε αντικείµενα τύπου

ArrayCollection.

3-6 Ακυρώστε στην κλάση ArrayCollection τη µέθοδο addAll που κλη-

ϱονοµεί από την κλάση AbstractCollection παρέχοντας µια ελα-

ϕρώς ταχύτερη υλοποίηση.

3-7 Υλοποιήστε τη µέθοδο clone για την κλάση ArrayCollection και

υπολογίστε το χρόνο εκτέλεσής της.

3-8 Ακυρώστε στην κλάση ArrayCollection τη µέθοδο retainAll της

κλάσης AbstractCollection.

3-9 ΄Ενα σύνολο ϕυσικών S ⊆ [0, N) µπορεί να οργανωθεί ως µια α-

κολουθία N δυαδικών ψηφίων b0, . . . , bN−1. Αν το δυαδικό ψηφίο

bi είναι 1 τότε ϑεωρούµε πως i ∈ S, διαφορετικά i 6∈ S. Για την

υλοποίηση της ακολουθίας δυαδικών ψηφίων µπορούµε να χρησι-

µοποιήσουµε ένα πίνακα dN/8e ψηφιοσυλλαβών.

Αυτή η οργάνωση απαιτεί ελάχιστο χώρο, ενώ επιτρέπει ταχύτατη υ-

λοποίηση των µεθόδων εισαγωγής, διαγραφής και αναζήτησης, κα-

ϑώς και της ένωσης, τοµής και διαφοράς συνόλων. Υλοποιείστε
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τις µεθόδους της αφηρηµένης κλάσης IntegerSet χρησιµοποιών-

τας τον παραπάνω µηχανισµό.

public abstract class IntegerSet {

public abstract boolean add(int value);

public abstract boolean remove(int value);

public abstract boolean contains(int value);

public abstract int size();

public abstract boolean isEmpty();

public abstract void clear();

public abstract IntegerSet addAll(IntegerSet set);

public abstract IntegerSet retainAll(IntegerSet set);

public abstract IntegerSet removeAll(IntegerSet set);

}

3-10 Αποδείξτε πως η µέθοδος add(Object) της κλάσης

ArrayCollection, απαιτεί χρόνο O (N) για την προσθήκη N
αντικειµένων σε κενή συστοιχία µε αρχική χωρητικότητα 1.

3-11 Τροποποιήστε την κλάση ArrayCollection έτσι ώστε να µην επιτρέ-

πει διπλότυπα. Υπολογίστε τον χρόνο εκτέλεσης της µεθόδου add.

3-12 Τροποποιήστε την κλάση ArrayCollection έτσι ώστε η µέθοδος add

να διατηρεί την συστοιχία ταξινοµηµένη. Φροντίστε να τροποποιή-

σετε κατάλληλα τον κατασκευαστή αντιγραφής καθώς επίσης και τη

µέθοδο contains έτσι ώστε να απαιτεί το πολύ lg N + 1 συγκρίσεις

για τον εντοπισµό ενός αντικειµένου.

3.2 Στοίβες

Χρησιµοποιώντας την ίδια ακριβώς οργάνωση µε αυτή της κλάσης

ArrayCollection, αλλά προσαρµόζοντας τους κανόνες εισαγωγής

και διαγραφής στοιχείων, µπορούµε να υλοποιήσουµε µια στοίβα.

Χρησιµοποιούµε µια συστοιχία τύπου Object[] για την αποθήκευ-

ση αναφορών στα αντικείµενα της στοίβας και ένα πεδίο size το

οποίο προσδιορίζει ταυτόχρονα το µέγεθος της στοίβας αλλά και τη

ϑέση της συστοιχίας στην οποία ϐρίσκεται η κορυφή της στοίβας. Η

εισαγωγή και διαγραφή γίνεται από τη ϑέση που καθορίζει το πεδίο

αυτό. Η οργάνωση παρουσιάζεται στα Σχήµατα 3-6 και 3-7.

Η υλοποίηση που παρουσιάζουµε στον Κώδικα 3.2 έχει µια κα-

ϑορισµένη µέγιστη χωρητικότητα και κατά συνέπεια δεν παρέχει τη

δυνατότητα αυτόµατης επέκτασης όπως η κλάση ArrayCollection.
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store
b

size
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Σχήµα 3-6: Υλοποίηση στοίβας µε συ-

στοιχία.

Το σχήµα απεικονίζει µια στοίβα που

υλοποιείται µε χρήση συστοιχίας. ΄Ο-

ταν ένα αντικείµενο ωθείται στη στοί-

ϐα, αποθηκεύεται µια αναφορά στο

αντικείµενο στη ϑέση store[size]

και το πεδίο size αυξάνεται κατά 1.

store
b

size
6

0 1 2 3 4 5 6 7 8
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Σχήµα 3-7: Εξαγωγή στοιχείου από στοί-

βα που υλοποιείται µε συστοιχία.

Το σχήµα απεικονίζει τη στοίβα του

Σχήµατος 3-6 έπειτα από την εξαγω-

γή του στοιχείου στην κορυφή. ΄Ο-

ταν εξάγεται το αντικείµενο στην κο-

ϱυφή της στοίβας, η αναφορά στη ϑέ-

ση store[size1] γίνεται null και το

πεδίο size µειώνεται κατά 1.

Η µέγιστη χωρητικότητα µιας στοίβας είναι παράµετρος του κατα-

σκευαστή της κλάσης ArrayStack και η τιµή του αντίστοιχου ορί-

σµατος πρέπει να είναι µεταξύ 1 και Integer.MAX_VALUE. Σε αν-

τίθετη περίπτωση, ο κατασκευαστής σηµαίνει µια εξαίρεση τύπου

java.lang.IllegalArgumentException. Η υλοποίηση των µεθό-

δων push και pop είναι εξαιρετικά απλή. Η πρώτη ωθεί ένα αντι-

κείµενο στη στοίβα εφόσον υπάρχει χώρος, διαφορετικά σηµαίνει

µια εξαίρεση τύπου IllegalStateException. Αντίστοιχα η µέθο-

δος pop επιστρέφει το αντικείµενο στην κορυφή της στοίβας εφόσον

η στοίβα δεν είναι κενή, διαφορετικά σηµαίνει µια εξαίρεση τύπου

IllegalStateException.

΄Ολες οι µέθοδοι της κλάσης ArrayStack, που συνοψίζονται στον

Πίνακα 3-2 εκτελούνται σε σταθερό χρόνο εκτός από τη µέθοδο

push O(1)

pop O(1)

top O(1)

size O(1)

isEmpty O(1)

isFull O(1)

clone O(N)

Πίνακας 3-2: Αποτελεσµατικότητα των

µεθόδων της κλάσης ArrayStack.

clone η οποία απαιτεί χρόνο ανάλογο του πλήθους των αντικειµένων

που ϐρίσκονται στη στοίβα.

Κώδικας 3.2: Υλοποίηση στοίβας µε χρήση συστοιχίας

1 package aueb.util.imp;

2

3 import aueb.util.api.Stack;

4

5 /**

6 * Arraybased stack implementation.
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7 */

8 public final class ArrayStack implements Stack, Cloneable {

9 /**

10 * Default stack capacity.

11 */

12 public static final int INITIAL_CAPACITY = 8;

13 /**

14 * The array that stores references to stack elements.

15 */

16 private Object[] store;

17 /**

18 * The index of the top element and the size of this stack.

19 */

20 private int size;

21 /**

22 * Default constructor. Uses default capacity and creates

23 * an empty stack.

24 */

25 public ArrayStack() {

26 this(INITIAL_CAPACITY);

27 }

28 /**

29 * Creates an empty stack that has a specified capacity.

30 * @param capacity The capacity of this stack.

31 */

32 public ArrayStack(int capacity) {

33 super();

34 if (capacity < 1) {

35 throw new IllegalArgumentException();

36 }

37 store = new Object[capacity];

38 size = 1;

39 }

40 public void push(Object element) {

41 if (element == null) throw new IllegalArgumentException();

42 if (size == store.length 1) throw new IllegalStateException();

43 store[++size] = element;

44 }

45 public Object top() {

46 if (size == 1) throw new IllegalStateException();

47 return store[size];

48 }

49 public Object pop() {

50 if (size == 1) throw new IllegalStateException();

51 Object element = store[size];

52 store[size] = null;
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53 return element;

54 }

55 public int size() {

56 return size + 1;

57 }

58 public boolean isEmpty() {

59 return size == 1;

60 }

61 public boolean isFull() {

62 return size == store.length  1;

63 }

64 protected Object clone() {

65 ArrayStack clone;

66 try {

67 clone = (ArrayStack) super.clone();

68 }

69 catch (CloneNotSupportedException e) {

70 throw new InternalError();

71 }

72 clone.store = (Object[]) store.clone();

73 return clone;

74 }

75

76 }

Οι στοίβες είναι χαρακτηριστικό παράδειγµα απλής και αποτελε-

σµατικής οργάνωσης µε πολλές εφαρµογές στο σχεδιασµό αλγορίθ-

µων. Ας µην ξεχνάµε πως η ίδια η εκτέλεση ενός προγράµµατος

ϐασίζεται σε µια στοίβα πλαισίων ενεργοποίησης.

Εκτέλεση µεθόδων. ΄Οταν ένα πρόγραµµα ξεκινά να εκτελείται, το

περιβάλλον εκτέλεσης, η εικονική µηχανή στην περίπτωση της Ja-
va, ϕροντίζει για την δηµιουργία µιας στοίβας στην οποία εισάγονται

αντικείµενα που ονοµάζονται πλαίσια ενεργοποίησης. Κάθε ϕορά

που µια µέθοδος εκτελεί µια κλήση, δηµιουργείται ένα πλαίσιο ε-

νεργοποίησης το οποίο περιλαµβάνει τα ορίσµατα της καλούµενης

µεθόδου, τις τοπικές της µεταβλητές, την επιστρεφόµενη τιµή της,

καθώς επίσης και τη διεύθυνση επιστροφής, την εντολή δηλαδή που

ϑα εκτελεστεί αµέσως µετά την ολοκλήρωση της εκτέλεσης της κα-

λούµενης µεθόδου. ΄Οταν µια µέθοδος ολοκληρώνει την εκτέλεσή

της, το πλαίσιο ενεργοποίησής της εξάγεται από τη στοίβα, και η ε-

κτέλεση του προγράµµατος συνεχίζει από την εντολή που καθορίζει

η διεύθυνση επιστροφής. Φυσικά, το πρώτο πλαίσιο ενεργοποίησης
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που εισάγεται στη στοίβα είναι αυτό της µεθόδου main.

Η στοίβα εκτέλεσης, όπως και η υλοποίηση ArrayStack, έχει

προκαθορισµένη µέγιστη χωρητικότητα η οποία δεν µπορεί να αλ-

λάξει έπειτα από τη δηµιουργία της. Στην περίπτωση που επιχειρη-

ϑεί µια κλήση, ενώ η στοίβα εκτέλεσης έχει εξαντλήσει τη διαθέσιµη

χωρητικότητα πλαισίων, τότε το περιβάλλον εκτέλεσης σηµαίνει µια

εξαίρεση τύπου StackOverflowError και το πρόγραµµα τερµατίζει.

Κατά κανόνα κάτι τέτοιο µπορεί να συµβεί µόνο σε προγράµµα-

τα που χρησιµοποιούν αναδροµή. Η ποσότητα µνήµης που είναι

διαθέσιµη για τη στοίβα εκτέλεσης, µπορεί να καθοριστεί από την

επιλογή Xss του προγράµµατος java.

( (

1 (

+ (

{ ( {

( ( { (

m ( { (

a ( { (

x ( { (

{ ( { ( {

a ( { ( {

, ( { ( {
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} (
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Σχήµα 3-8: ΄Ελεγχος ορθότητας παρεν-

θετικών παραστάσεων.

Το σχήµα απεικονίζει την λειτουργία

του αλγορίθµου κατά τον έλεγχο της

παρενθετικής παράστασης ( 1 + { ( m a x

{ a , { b } } ) } / 2 ). Στην αριστερή πλευρά

είναι ο τρέχον χαρακτήρας της παρά-

στασης, ενώ στη δεξιά τα περιεχόµενα

της στοίβας.

΄Ελεγχος παρενθετικών παραστάσεων. Μια παρενθετική παράσταση

είναι µια παράσταση που περιέχει παρενθετικούς χαρακτήρες όπως

(, και {. Η παράσταση

(a + 1)
(

1 + (max {a, [b]})2
)

(3.1)

είναι µια παρενθετική παράσταση που στο σύστηµα LaTEX, το οποίο

χρησιµοποιήθηκε για τη στοιχειοθεσία του κειµένου αυτού, παρά-

γεται από την παρακάτω, επίσης παρενθετική, παράσταση.

\begin{equation}

(a+1) \left(1+{\left(\max\left\{a,[b]\right\}\right)}^2\right)

\end{equation}

Μια παρενθετική παράσταση είναι ορθή όσον αφορά το ϕώλιασµα

ή ταίριασµα των παρενθετικών χαρακτήρων, όταν για κάθε αριστερό

παρενθετικό χαρακτήρα, υπάρχει ένας αντίστοιχος δεξιός παρενθε-

τικός χαρακτήρας. Με ϐάση τον ορισµό αυτό λοιπόν, η παράσταση

[0, n), δεν είναι ορθή. Μπορούµε να ελέγξουµε την ορθότητα µιας

παρενθετικής παράστασης µε τη χρήση στοίβας εξετάζοντας διαδο-

χικά τους χαρακτήρες της παράστασης ξεκινώντας από τα αριστερά,

και προχωρώντας προς τα δεξιά.

1). Αν ο τρέχον χαρακτήρας δεν είναι παρενθετικός, τον αγνοούµε

και συνεχίζουµε µε τον επόµενο χαρακτήρα.

2). Αν ο τρέχον χαρακτήρας είναι αριστερός παρενθετικός χαρακτή-

ϱας, αν είναι δηλαδή ένας από τους χαρακτήρες ’(’, ’{’, ή ’[’

τον εισάγουµε στη στοίβα.
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3). Αν ο τρέχον χαρακτήρας είναι δεξιός παρενθετικός χαρακτήρας,

δηλαδή ’)’, ’}’, ή ’]’ και η στοίβα είναι κενή, η παρενθετι-

κή έκφραση είναι λανθασµένη. ∆ιαφορετικά, εξάγουµε από τη

στοίβα τον παρενθετικό χαρακτήρα που ϐρίσκεται στην κορυφή

της. Αυτός πρέπει να είναι ο αριστερός παρενθετικός χαρακτή-

ϱας που αντιστοιχεί στον τρέχοντα χαρακτήρα· διαφορετικά η

παράσταση δεν είναι ορθή.

Η παρενθετική έκφραση είναι ορθή, µόνο αν µετά από την ολοκλή-

ϱωση της διαδικασίας , η στοίβα είναι κενή. Η υλοποίηση δίνεται

στον Κώδικα 3.3.

Κώδικας 3.3: ΄Ελεγχος παρενθετικών παραστάσεων.

1 import java.io.BufferedReader;

2 import java.io.IOException;

3 import java.io.InputStreamReader;

4

5 import aueb.util.api.Stack;

6 import aueb.util.imp.ArrayStack;

7

8 public class BracketMatcher {

9 public boolean isValid(String s) {

10 int length = s.length();

11 Stack stack = new ArrayStack(length);

12 for (int i = 0; i < length; ++i) {

13 char nextChar = s.charAt(i);

14 switch (nextChar) {

15 case ’(’:

16 case ’[’:

17 case ’{’:

18 stack.push(new Character(nextChar));

19 continue;

20 case ’)’:

21 nextChar = ’(’;

22 break;

23 case ’]’:

24 nextChar = ’[’;

25 break;

26 case ’}’:

27 nextChar = ’{’;

28 break;

29 default:

30 continue;

31 }

32 char c = ((Character)stack.pop()).charValue();
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33 if (c != nextChar) {

34 return false;

35 }

36 }

37 return stack.isEmpty();

38 }

39 public static void main(String[] args) throws IOException {

40 BufferedReader in = new BufferedReader(

41 new InputStreamReader(System.in)

42 );

43 BracketMatcher matcher = new BracketMatcher();

44 do {

45 System.out.println();

46 System.out.print("> ");

47 String expression = in.readLine();

48 if (expression.length() == 0) {

49 continue;

50 }

51 if ("quit".equals(expression)) {

52 break;

53 }

54 boolean result = matcher.isValid(expression);

55 System.out.print("Expression ’");

56 System.out.print(expression);

57 System.out.print("’ is ");

58 System.out.println(result ? "valid." : "not valid.");

59 } while (true);

60 }

61 }

Υπολογισµός επιθεµατικών παραστάσεων. Αρκετές γλώσσες, όπως

για παράδειγµα η γλώσσα PostScript µε την οποία έχει δηµιουρ-

γηθεί αυτό το κείµενο, χρησιµοποιούν επιθεµατική µορφή αριθµη-

τικών παραστάσεων. Σε µια επιθεµατική παράσταση οι τελεστές δεν

ϐρίσκονται µεταξύ των ορισµάτων τους, όπως έχουµε συνηθίσει στις

ενδοθεµατικές παραστάσεις, αλλά έπονται αυτών. Η επιθεµατική

παράσταση

1 1 x  / x + 1 2 / *

για παράδειγµα, αντιστοιχεί στην ενδοθεµατική παράσταση

1

2

(

1

1− x
+ x

)

. (3.2)
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Για να µετατρέψουµε µια επιθεµατική παράσταση σε ενδοθεµα-

τική, αντικαθιστούµε κάθε δύο συνεχόµενα ορίσµατα που ακολου-

ϑούνται από ένα τελεστή, στην αντίστοιχη ενδοθεµατική µορφή την

οποία περικλείουµε σε παρενθέσεις. Στη συνέχεια µετασχηµατίζου-

µε την παράσταση που προκύπτει µε τον ίδιο τρόπο, και συνεχίζουµε

έτσι για να επεξεργαστούµε όλους τους τελεστές της παράστασης. Η

παραπάνω επιθεµατική παράσταση ϑα µετασχηµατιστεί σε ενδοθε-

µατική ως εξής :

1 1 x  / x + 1 2 / *

1 (1  x) / x + (1 / 2) *

(1 / (1  x)) x + (1 / 2) *

((1 / (1  x)) + x) (1 / 2) *

((1 / (1  x)) + x) * (1 / 2)

Σε αντίθεση µε την ενδοθεµατική µορφή, δεν χρειάζονται παρεν-

ϑέσεις για τον υπολογισµό µιας επιθεµατικής παράστασης και αυ-

τό διότι η σειρά µε την οποία ϑα εκτελεστούν οι πράξεις για τον

υπολογισµό της τιµής της παράστασης είναι σαφώς καθορισµένη.

Μπορούµε µάλιστα χρησιµοποιώντας µια στοίβα να εκτελέσουµε τις

πράξεις, και να υπολογίσουµε την τιµή της παράστασης. Αρχικά

πρέπει να αναλύσουµε την παράσταση σε λεκτικές µονάδες από τα

αριστερά προς στα δεξιά.

Αλγόριθµος 3-1 (CalculatePostfix). Υπολογισµός επιθεµατικής παράστα-

σης.

1). Κατασκευάζουµε µια (κενή) στοίβα s.

2). Αν η ανάλυση της επιθεµατικής παράστασης έχει ολοκληρωθεί

και η s έχει ένα και µόνο στοιχείο, αυτό είναι και το αποτέλεσµα·

ο αλγόριθµος τερµατίζει µε επιτυχία. Αν η s έχει µηδέν ή περισ-

σότερα του ενός στοιχεία, ο αλγόριθµος τερµατίζει· η παράσταση

είναι λανθασµένη. ∆ιαφορετικά συνεχίζουµε από το ϐήµα 3.

3). ΄Εστω t η επόµενη λεκτική µονάδα της παράστασης. Αν η t είναι

όρισµα, τότε την εισάγουµε στην s και συνεχίζουµε από το ϐήµα

2. Αν η t είναι τελεστής συνεχίζουµε από το ϐήµα 4.

4). Αν η στοίβα έχει λιγότερα από δύο στοιχεία, ο αλγόριθµος τερ-

µατίζει· η παράσταση είναι λανθασµένη. ∆ιαφορετικά, εξάγουµε

το όρισµα b και στη συνέχεια το όρισµα a από την s, εκτελούµε

την πράξη που καθορίζει ο τελεστής t (π.χ., a + b) στα ορίσµατα
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a και b, αποθηκεύουµε το αποτέλεσµα στην s και συνεχίζουµε

από το ϐήµα 2.

΄Ενα παράδειγµα υπολογισµού επιθεµατικής παράστασης µε τον

παραπάνω αλγόριθµο δίνεται στο Σχήµα 3-9.

Για να αναλύσουµε µια παράσταση σε λεκτικές µονάδες, ϑα

χρησιµοποιήσουµε την κλάση StreamTokenizer από το πακέτο

java.io. Πρόκειται για ένα απλό λεκτικό αναλυτή, µια κλάση που

παρέχει µεθόδους για την οµαδοποίηση ενός ϱεύµατος χαρακτή-

ϱων (character stream) σε λεκτικές µονάδες (tokenization). Κα-

τασκευάζουµε ένα αντικείµενο τύπου StreamTokenizer, περνώντας

όρισµα στον κατασκευαστή ένα αντικείµενο τύπου Reader, το οποί-

ο ϑα χρησιµοποιεί ο λεκτικός αναλυτής για να ϑα διαβάζει χαρα-

κτήρες. Αν ϑέλουµε να κάνουµε λεκτική ανάλυση σε ένα αντικεί-

µενο τύπου String, τότε πρέπει να χρησιµοποιήσουµε την κλάση

StringReader. Πρόκειται για ένα προσαρµογέα (adapter) που ε-

πιτρέπει σε ένα αντικείµενο τύπου String να εµφανίζεται ως αντι-

κείµενο τύπου Reader. ΄Ετσι, αν expression είναι αναφορά σε ένα

αντικείµενο τύπου String το οποίο περιέχει την έκφραση την οποία

1 1

1 1 1

5 1 1 5

- 1 -4

/ -0.25

5 -0.25 5

+ 4.75

1 4.75 1

2 4.75 1 2

/ 4.75 0.5

* 2.375

Σχήµα 3-9: Υπολογισµός επιθεµατικής

παράστασης.

Το σχήµα παρουσιάζει τον υπολογι-

σµό της επιθεµατικής παράστασης 1 1

5 - / 5 + 1 2 / *. Στην αριστερή πλευρά

είναι ο τρέχον χαρακτήρας της παρά-

στασης, ενώ στη δεξιά, τα περιεχόµε-

να της στοίβας. ϑέλουµε να αναλύσουµε, κατασκευάζουµε ένα λεκτικό αναλυτή ως

εξής :

StreamTokenizer tokenizer = new StreamTokenizer(

new StringReader(expression)

);

Στην συνέχεια µπορούµε να διαβάσουµε µία-µία τις λεκτικές µονά-

δες µε αλλεπάλληλες κλήσεις στη µέθοδο nextToken() της κλά-

σης StreamTokenizer, µε τρόπο ανάλογο αυτού της διεπαφής

Enumerator. Η µέθοδος nextToken δεν επιστρέφει µια λεκτική µο-

νάδα, αλλά µια τιµή τύπου int που καθορίζει τον τύπο της λεκτικής

µονάδας την οποία η µέθοδος συναρµολόγησε.

1). Αν η nextToken() επιστρέψει την τιµή

StreamTokenizer.TT_NUMBER, η λεκτική µονάδα είναι ένας

αριθµός· η τιµή του δίνεται από το δηµόσιο πεδίο nval.

2). Αντίστοιχα, η τιµή StreamTokenizer.TT_WORD, υποδεικνύει πως

η λεκτική µονάδα είναι µια συµβολοσειρά, που έχει αποθηκευτεί

στο πεδίο sval.

3). Η τιµή StreamTokenizer.TT_EOL, υποδεικνύει το χαρακτήρα
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αλλαγής γραµµής.

4). Αν η nextToken() επιστρέψει ένα ϑετικό ακέραιο, η λεκτική

µονάδα είναι ο αντίστοιχος χαρακτήρας.

5). Τέλος, η τιµή StreamTokenizer.TT_EOF, υποδεικνύει το τέλος

της λεκτικής ανάλυσης.

Το παρακάτω απόσπασµα κώδικα, επιδεικνύει η χρήση της κλάσης

StreamTokenizer.

StreamTokenizer tokenizer = new StreamTokenizer(new StringReader(in));

tokenizer.ordinaryChar(’/’);

int token = 0;

do {

token = tokenizer.nextToken();

switch (token) {

case StreamTokenizer.TT_NUMBER:

System.out.print("Number : ");

System.out.println(tokenizer.nval);

break;

case StreamTokenizer.TT_WORD:

System.out.print("Word : ");

System.out.println(tokenizer.sval);

break;

case StreamTokenizer.TT_EOL:

System.out.println("End of line");

break;

case StreamTokenizer.TT_EOF:

break;

default:

System.out.print("Char : ");

System.out.println((char)token);

}

} while (token != StreamTokenizer.TT_EOF);

Με τα παραπάνω στη διάθεσή µας, µπορούµε να κατασκευάσουµε

ένα απλό υπολογιστή επιθεµατικών παραστάσεων. Η υλοποίηση

δίνεται στον Κώδικα 3.4.

Κώδικας 3.4: Υπολογισµός επιθεµατικών παραστάσεων.

1 import java.io.BufferedReader;

2 import java.io.IOException;

3 import java.io.InputStreamReader;

4 import java.io.StreamTokenizer;

5 import java.io.StringReader;

6 import java.text.ParseException;

7
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8 import aueb.util.api.Stack;

9 import aueb.util.imp.ArrayStack;

10

11 public class PostfixCalculator {

12

13 private Stack stack;

14

15 public double valueOf(String e) throws IOException, ParseException {

16 stack = new ArrayStack(e.length());

17 StreamTokenizer tokenizer = new StreamTokenizer(

18 new StringReader(e)

19 );

20 tokenizer.ordinaryChar(’/’);

21 int token = 0;

22 do {

23 token = tokenizer.nextToken();

24 switch (token) {

25 case StreamTokenizer.TT_NUMBER:

26 stack.push(new Double(tokenizer.nval));

27 break;

28 case ’+’:

29 add();

30 break;

31 case ’’:

32 subtract();

33 break;

34 case ’*’:

35 multiply();

36 break;

37 case ’/’:

38 divide();

39 break;

40 case StreamTokenizer.TT_EOF:

41 break;

42 default:

43 throw new ParseException(e, tokenizer.lineno());

44 }

45 } while (token != StreamTokenizer.TT_EOF);

46 return ((Double)stack.pop()).doubleValue();

47 }

48

49 private void add() {

50 double arg2 = ((Double)stack.pop()).doubleValue();

51 double arg1 = ((Double)stack.pop()).doubleValue();

52 stack.push(new Double(arg1 + arg2));

53 }
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54

55 private void subtract() {

56 double arg2 = ((Double)stack.pop()).doubleValue();

57 double arg1 = ((Double)stack.pop()).doubleValue();

58 stack.push(new Double(arg1  arg2));

59 }

60

61 private void multiply() {

62 double arg2 = ((Double)stack.pop()).doubleValue();

63 double arg1 = ((Double)stack.pop()).doubleValue();

64 stack.push(new Double(arg1 * arg2));

65 }

66

67 private void divide() {

68 double arg2 = ((Double)stack.pop()).doubleValue();

69 double arg1 = ((Double)stack.pop()).doubleValue();

70 stack.push(new Double(arg1 / arg2));

71 }

72

73 public static void main(String[] args) throws IOException {

74 BufferedReader in = new BufferedReader(

75 new InputStreamReader(System.in)

76 );

77 PostfixCalculator calc = new PostfixCalculator();

78 do {

79 System.out.println();

80 System.out.print("> ");

81 String expression = in.readLine();

82 if (expression.length() == 0) {

83 continue;

84 }

85 if ("quit".equals(expression)) {

86 break;

87 }

88 double result = 0.0;

89 try {

90 result = calc.valueOf(expression);

91 System.out.print(result);

92 }

93 catch (ParseException e) {

94 System.out.println("Invalid postfix expression");

95 }

96 } while (true);

97 }

98 }
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Κατασκευή επιθεµατικών παραστάσεων. ΄Εχουµε αναλύσει τον τρό-

πο µε τον οποίο εκτελείται ο υπολογισµός µιας επιθεµατικής παρά-

στασης. ΄Εχουµε επίσης περιγράψει ένα αλγόριθµο για την µετα-

τροπή µιας επιθεµατικής παράστασης σε ενδοθεµατική. ∆εν έχου-

µε αναλύσει ωστόσο πως µπορεί κανείς να κάνει το αντίστροφο, να

µετατρέψει δηλαδή µια ενδοθεµατική παράσταση σε επιθεµατική.

Και καθώς οι περισσότεροι άνθρωποι έχουν πολύ µεγαλύτερη άνεση

στην ανάγνωση και τον υπολογισµό ενδοθεµατικών παραστάσεων,

ένας τέτοιος αλγόριθµος ϑα ήταν πολύτιµος.

Η διαδικασία της µετατροπής µιας παράστασης από ενδοθεµα-

τική σε επιθεµατική µορφή, είναι πιο σύνθετη σε σχέση µε τη διαδι-

κασία του υπολογισµού της τιµής µιας επιθεµατικής παράστασης.

Αυτό οφείλεται στην προτεραιότητα των τελεστών µιας ενδοθεµατι-

κής παράστασης. Ενώ για ένα άνθρωπο είναι αυτονόητο πως στον

υπολογισµό της ενδοθεµατικής παράστασης (3.2) στη σελίδα 98, η

αφαίρεση 1−x, ϑα πρέπει να προηγηθεί της διαίρεσης, για ένα πρό-

γραµµα κάτι τέτοιο δεν είναι καθόλου προφανές. Στις ενδοθεµατικές

παραστάσεις, κάθε τελεστής έχει µια προτεραιότητα, ένα ακέραιο

που καθορίζει τη σειρά µε την οποία ϑα εφαρµοστούν οι τελεστές

της παράστασης : οι τελεστές µε υψηλότερη προτεραιότητα εφαρµό-

a a

* a *

( a * (

1 a 1 * (

- a 1 * ( -

b a 1 b * ( -

) a 1 b - *

+ a 1 b - * +

log a 1 b - * + log

( a 1 b - * + log (

1 a 1 b - * 1 + log (

- a 1 b - * 1 + log ( -

a a 1 b - * 1 a + log ( -

) a 1 b - * 1 a - + log

a 1 b - * 1 a - log +

Σχήµα 3-10: Μετατροπή ενδοθεµατικής

παράστασης σε επιθεµατική µορφή.

Το σχήµα παρουσιάζει την διαδικασία

µετατροπής της ενδοθεµατικής παρά-

στασης a * (1-b) + log(1-a). Στην αριστε-

ϱή στήλη είναι ο τρέχον χαρακτήρας

της παράστασης, στη µεσαία στήλη τα

τρέχοντα περιεχόµενα της επιθεµατι-

κής παράστασης, ενώ τέλος, στη δεξιά

στήλη τα περιεχόµενα της στοίβας.

Ϲονται πριν από τους τελεστές χαµηλότερης προτεραιότητας. Καθώς

η εξοικείωσή µας µε τις ενδοθεµατικές παραστάσεις είναι πολύ µε-

γάλη, ο υπολογισµός τους, και κατά συνέπεια η σειρά εφαρµογής

των τελεστών στα ορίσµατά τους, είναι µια σχεδόν αυτοµατοποιηµέ-

νη διαδικασία την οποία εκτελούµε τηρώντας µεν την προτεραιότητα

των τελεστών, χωρίς πάντα να έχουµε πλήρη επίγνωση του λόγου για

τον οποίο λειτουργούµε κατά αυτό τον τρόπο.

Πιθανότατα δεν προκαλεί έκπληξη το γεγονός ότι το εργαλεί-

ο που χρειαζόµαστε είναι, και σε αυτή την περίπτωση, µια στοίβα.

Οι κανόνες µετατροπής µιας παράστασης από ενδοθεµατική σε ε-

πιθεµατική µορφή, δίνονται παρακάτω. Ο αλγόριθµος διαβάζει µια

ενδοθεµατική παράσταση, ως συνήθως, από τα αριστερά προς τα

δεξιά παράγοντας µια επιθεµατική παράσταση. Η ϐασική ιδέα είναι

να εισάγουµε σε µια στοίβα τους τελεστές καθώς τους συναντάµε,

ενώ αντιγράφουµε τα ορίσµατα στην επιθεµατική παράσταση. Για

να εξασφαλίσουµε την ορθότητα της σειράς υπολογισµών ωστόσο,

πρέπει πριν εισάγουµε ένα τελεστή στη στοίβα, να εξάγουµε όλους

τους τελεστές υψηλότερης προτεραιότητας και να τους αντιγράψου-
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µε στην επιθεµατική παράσταση. Το Σχήµα 3-10 παρουσιάζει ένα

παράδειγµα της διαδικασίας αυτής.

1). Αν η τρέχουσα λεκτική µονάδα είναι όρισµα, την αντιγράφουµε

στην επιθεµατική παράσταση.

2). Αν η τρέχουσα λεκτική µονάδα είναι αριστερή παρένθεση, την

εισάγουµε στη στοίβα.

3). Αν η τρέχουσα λεκτική µονάδα είναι δεξιά παρένθεση, εξάγουµε

από τη στοίβα και αντιγράφουµε στην επιθεµατική παράσταση,

όλους τους τελεστές µέχρι να εξάγουµε µια αριστερή παρένθεση

την οποία και αγνοούµε.

4). Αν η τρέχουσα λεκτική µονάδα είναι ο τελεστής op, τότε εξάγου-

µε από τη στοίβα και αντιγράφουµε στην επιθεµατική παράστα-

ση, όλους τους τελεστές µέχρι να συναντήσουµε στην κορυφή

της στοίβας αριστερή παρένθεση ή τελεστή µε προτεραιότητα µι-

κρότερη της προτεραιότητας του τελεστή op ή µέχρι να αδειάσει

η στοίβα. Στη συνέχεια εισάγουµε τον τελεστή op στη στοίβα.

5). ΄Οταν η ενδοθεµατική παράσταση εξαντληθεί, εξάγουµε από τη

στοίβα και αντιγράφουµε στην επιθεµατική παράσταση, όλους

τους τελεστές.

Ασκήσεις

3-13 Σχεδιάστε την κατάσταση ενός αντικειµένου τύπου ArrayStack χω-

ϱητικότητας 10 το οποίο αρχικά δεν περιέχει κανένα αντικείµενο,

έπειτα από την εκτέλεση των λειτουργιών C O U - R T - R E A - C T I

O N - - - όπου ένα γράµµα υποδεικνύει εισαγωγή του αντίστοιχου

αντικειµένου, ενώ µια παύλα υποδεικνύει διαγραφή.

3-14 Χρησιµοποιείστε µια στοίβα για να αντιστρέψετε µια συµβολοσειρά.

3-15 Χρησιµοποιείστε µια στοίβα για να αντιστρέψετε τη διάταξη ενός

αντικειµένου τύπου Sequence.

3-16 Μετατρέψτε τις επιθεµατικές παραστάσεις 1 1 x - / x + 0.5 * και 1 x / 1 1 x

- / ln * σε ενδοθεµατικές.

3-17 Υπολογίστε την τιµή της επιθεµατικής παράστασης 1 5 - 4 * 3 - ln

χρησιµοποιώντας τον αλγόριθµο που παρουσιάστηκε στην ενότητα

αυτή.
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3-18 Μετατρέψτε την ενδοθεµατική παράσταση

1

2

(

α +
1

1− α

)

σε επιθεµατική, χρησιµοποιώντας τον αλγόριθµο που παρουσιάστη-

κε στην ενότητα αυτή.

3-19 Βελτιώστε την κλάση PostfixCalculator ώστε να υποστηρίζει τον

εκθετικό τελεστή ^.

3-20 Βελτιώστε την κλάση PostfixCalculator ώστε να υποστηρίζει µο-

νοµελείς τελεστές.

3-21 Η γλώσσα PostScript υποστηρίζει τους τελεστές add (πρόσθε-

ση), sub (αφαίρεση), mul (πολλαπλασιασµός), div (διαίρεση), exp

(ύψωση σε δύναµη), ln (ϕυσικός λογάριθµος), sin (ηµίτονο),

cos (συνηµίτονο) καιtan (εφαπτοµένη) µεταξύ άλλων. Υλοποιή-

στε µια κλάση PostScriptCalculator στα πρότυπα της κλάσης

PostfixCalculator, η οποία υπολογίζει επιθεµατικές παραστάσεις

της γλώσσας PostScript.

3-22 Υλοποιήστε µια µέθοδο της κλάσης PostfixCalculator η οποία µε-

τατρέπει µια ενδοθεµατική παράσταση σε επιθεµατική.

3.3 Ουρές αναµονής

Κάθε σηµείο εξυπηρέτησης το οποίο λειτουργεί µε τον κανόνα first
in, first out διαθέτει ένα χώρο στον οποίο οι εξυπηρετούµενοι α-

ναµένουν προκειµένου να εξυπηρετηθούν. Ο χώρος αναµονής έχει

πεπερασµένη χωρητικότητα. Η αρχή της ουράς ϐρίσκεται ακριβώς

µπροστά από το σηµείο εξυπηρέτησης, ενώ το τέλος της ουράς είναι

το σηµείο στο οποίο ϐρίσκεται ο τελευταίος πελάτης. ΄Οταν ένας νέος

πελάτης καταφθάνει στην ουρά αναµονής, πλησιάζει στην αρχή της

ουράς όσο περισσότερο γίνεται. ΄Οταν η εξυπηρέτηση του πελάτη

που ϐρίσκεται στην αρχή της ουράς ολοκληρωθεί, οι πελάτες που

έπονται µετακινούνται κατά µία ϑέση πλησιέστερα στην ουρά.

Αν το λογισµικό αντίστοιχο του χώρου αναµονής είναι µια συ-

στοιχία, τότε η υλοποίηση του πρωτοκόλλου της ουράς είναι προ-

ϕανής. Η αρχή της ουράς είναι η ϑέση 0 της συστοιχίας, ενώ το

0 1 2 3 4 5

A

A B

A B C

A B C D

B C D

B C D E

B C D E F

G B C D E F

G C D E F

G D E F

Σχήµα 3-11: Λειτουργία ουράς αναµο-

νής που υλοποιείται µε συστοιχία.

Το διακεκοµµένο και το συµπαγές

ϐέλος δείχνουν αντίστοιχα την αρχή

και το τέλος της ουράς. Η αρχή της

ουράς µετακινείται κάθε ϕορά που ε-

ξάγεται ένα αντικείµενο. Τόσο η αρχή

όσο και το τέλος της ουράς µετακι-

νούνται µε κυκλικό τρόπο. τέλος της ουράς είναι η επόµενη της τελευταίας κατειληµµένης ϑέ-

σης. Κάθε ϕορά που εξάγεται ένα αντικείµενο από την ουρά, όλα τα
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store
b

size
4

head
3

tail
1

0 1 2 3 4 5

b b b b b b

G D E F

Σχήµα 3-12: Υλοποίηση ουράς αναµο-

νής µε συστοιχία.

Απεικονίζεται η κατάσταση της ουράς

έπειτα από την εκτέλεση των λειτουρ-

γιών A B C D - E F G - - όπου ένα

γράµµα συµβολίζει εισαγωγή του αν-

τίστοιχου αντικειµένου, ενώ µια παύ-

λα εξαγωγή.

αντικείµενα πρέπει να µετακινηθούν µια ϑέση “προς τα αριστερά”.
Αυτή η µετακίνηση ωστόσο, συνεπάγεται N αντιγραφές αναφορών,

όπου N είναι το πλήθος των αντικειµένων στην ουρά. Μπορούµε να

ϐελτιώσουµε την αποτελεσµατικότητα της εξαγωγής αν ϑεωρήσουµε

πως αντί να µετακινούνται τα αντικείµενα προς την αρχή της ου-

ϱάς, µετακινείται η αρχή της ουράς προς το επόµενο αντικείµενο

όπως επιδεικνύεται στο Σχήµα 3-11. Καθώς τόσο η αρχή όσο και

το τέλος της ουράς αναµονής µετακινούνται µε κυκλικό τρόπο, ο

µηχανισµός αυτός είναι γνωστός και ως κυκλική ουρά αναµονής.

Για την υλοποίηση αυτού του µηχανισµού, χρειάζονται δύο πε-

δία head και tail τύπου int. Το δεύτερο πεδίο είναι το τέλος της

ουράς, η ϑέση δηλαδή της συστοιχίας στην οποία ϑα γίνει η επόµε-

νη εισαγωγή, ενώ το πρώτο είναι η αρχή της ουράς, η ϑέση δηλαδή

της συστοιχίας από την οποία ϑα γίνει η επόµενη εξαγωγή. Επι-

πλέον, προκειµένου να ελέγχουµε εύκολα το πλήθος των στοιχείων

της ουράς και να αποφασίζουµε πότε µπορεί να γίνει εισαγωγή ή

εξαγωγή και πότε όχι, χρειαζόµαστε ένα επιπλέον πεδίο size. Τέ-

λος, απαιτείται µια συστοιχία για την αποθήκευση των αναφορών

στα αντικείµενα που ϐρίσκονται στην ουρά. Η οργάνωση της ουράς

στο τέλος του Σχήµατος 3-11 παρουσιάζεται στο Σχήµα 3-12.

΄Οταν µια ουρά είναι κενή, τότε τα πεδία size, head και tail

έχουν την τιµή 0. ΄Οταν εισάγεται ένα αντικείµενο, η τιµή των πε-

δίων tail και size αυξάνεται κατά 1. Αντίστοιχα όταν εξάγεται το

αντικείµενο που ϐρίσκεται στην αρχή της ουράς αναµονής, η τιµή

του πεδίου head αυξάνεται κατά 1, ενώ η τιµή του πεδίου size µειώ-

νεται κατά 1. Τα πεδία head και tail αυξάνουν κυκλικά µε ϐάση

τη χωρητικότητα της ουράς αναµονής.

Η κλάση ArrayQueue η οποία παρουσιάζεται στον Κώδικα 3.5,

είναι η υλοποίηση µιας ουράς αναµονής µε ϐάση την οργάνωση
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που µόλις περιγράψαµε. Η κλάση είναι σχεδόν πανοµοιότυπη της

ArrayStack, λειτουργεί ωστόσο µε εντελώς διαφορετική λογική. ΄Ο-

λες σχεδόν οι µέθοδοι απαιτούν σταθερό χρόνο εκτέλεσης όπως ϕαί-

νεται στον Πίνακα 3-3.

put O(1)

get O(1)

head O(1)

tail O(1)

isEmpty O(1)

isFull O(1)

clone O(N)

Πίνακας 3-3: Αποτελεσµατικότητα των

µεθόδων της κλάσης ArrayQueue.

Κώδικας 3.5: Η κλάση ArrayQueue.

1 package aueb.util.imp;

2

3 import aueb.util.api.Queue;

4 /**

5 * Arraybased queue implementation.

6 */

7 public final class ArrayQueue implements Queue {

8 /**

9 * Default queue capacity.

10 */

11 private static final int INITIAL_CAPACITY = 8;

12 /**

13 * The array that stores references to queued elements.

14 */

15 private Object[] store;

16 /**

17 * The number of elements queued.

18 */

19 private int size;

20 /**

21 * Index of the head element of this queue.

22 */

23 private int head;

24 /**

25 * Index of the tail element of this queue.

26 */

27 private int tail;

28 /**

29 * Default constructor. Uses default capacity and creates

30 * an empty queue.

31 */

32 public ArrayQueue() {

33 this(INITIAL_CAPACITY);

34 }

35 /**

36 * Creates an empty queue that has a specified capacity.

37 * @param capacity The capacity of this stack.

38 */

39 public ArrayQueue(int capacity) {
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40 if (capacity < 0) throw new IllegalArgumentException();

41 store = new Object[capacity];

42 size = head = tail = 0;

43 }

44 public void put(Object element) {

45 if (size == store.length) throw new IllegalStateException();

46 if (element == null) throw new IllegalArgumentException();

47 store[tail] = element;

48 tail = ++tail % store.length;

49 ++size;

50 }

51 public Object get() {

52 if (size == 0) throw new IllegalStateException();

53 Object element = store[head];

54 store[head] = null;

55 head = ++head % store.length;

56 size;

57 return element;

58 }

59 public Object head() {

60 if (size == 0) throw new IllegalStateException();

61 return store[head];

62 }

63 public Object tail() {

64 if (size == 0) throw new IllegalStateException();

65 return store[tail];

66 }

67 public int size() {

68 return size;

69 }

70 public boolean isEmpty() {

71 return size == 0;

72 }

73 public boolean isFull() {

74 return size == store.length;

75 }

76 }

Ασκήσεις

3-23 Σχεδιάστε την κατάσταση ενός αντικειµένου τύπου ArrayQueue χω-

ϱητικότητας 10 το οποίο αρχικά δεν περιέχει κανένα αντικείµενο,

έπειτα από την εκτέλεση των λειτουργιών C O U - R T - R E A - C T I

O N - - - όπου ένα γράµµα υποδεικνύει εισαγωγή του αντίστοιχου
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αντικειµένου, ενώ µια παύλα υποδεικνύει εξαγωγή από την ουρά.

3-24 Σχεδιάστε την κατάσταση ενός αντικειµένου τύπου ArrayQueue χω-

ϱητικότητας 5 το οποίο αρχικά δεν περιέχει κανένα αντικείµενο,

έπειτα από την εκτέλεση των λειτουργιών E A S - Y - Q U E - - - S T - - -

I O - N - - - όπου ένα γράµµα υποδεικνύει εισαγωγή του αντίστοιχου

αντικειµένου, ενώ µια παύλα υποδεικνύει εξαγωγή από την ουρά.

3-25 Υλοποιήστε τη µέθοδο clone για την κλάση ArrayQueue.

3-26 Προσθέστε δύο µεθόδους στην κλάση ArrayQueue οι οποία παρέ-

χουν τη δυνατότητα να αντικαταστήσουµε το αντικείµενο στην αρχή

και το τέλος της ουράς αντίστοιχα.

3-27 ∆ώστε µια υλοποίηση της διεπαφής Queue η οποία δεν επιτρέπει δι-

πλότυτα. Υπολογίστε τον απαιτούµενο χρόνο εκτέλεσης της µεθόδου

put.

3-28 ∆ώστε µια υλοποίηση της διεπαφής Queue η οποία παρέχει τη δυνα-

τότητα αντικατάστασης ενός αντικειµένου που ϐρίσκεται στην ουρά

αναµονής.

3.4 Ακολουθίες

Μια ακολουθία N αντικειµένων είναι µια συλλογή στην οποία κά-

ϑε αντικείµενο ϐρίσκεται αποθηκευµένο σε µια συγκεκριµένη ϑέ-

ση. Καθώς κάτι ανάλογο συµβαίνει και µε τις συστοιχίες, µπορούµε

να επεκτείνουµε την κλάση ArrayCollection έτσι ώστε να υποστη-

ϱίξουµε τις λειτουργίες της διεπαφής Sequence. Μπορούµε µάλι-

στα, να κληρονοµήσουµε τις περισσότερες µεθόδους από την κλάση

ArrayCollection. Υπάρχουν δύο σηµεία στα οποία η υλοποίηση

µιας ακολουθίας µε χρήση συστοιχιών διαφοροποιείται από την αν-

τίστοιχη υλοποίηση µιας συλλογής.

Η πρώτη διαφοροποίηση έχει να κάνει µε τις µεθόδους οι οποί-

ες λειτουργούν µε ϐάση τη ϑέση ενός αντικειµένου στην ακολουθία.

΄Οταν ϑέλουµε να εισάγουµε ένα αντικείµενο στη ϑέση i, επεκτείνου-

µε τη συστοιχία αν χρειάζεται χρησιµοποιώντας τη µέθοδο expand,

µετακινούµε τα στοιχεία που ϐρίσκονται στις ϑέσεις i ως και N − 1
της συστοιχίας store κατά µία ϑέση δεξιά (right shift), και τέλος

αποθηκεύουµε το νέο αντικείµενο στη ϑέση i. Η διαδικασία αυτή

παρουσιάζεται στο Σχήµα 3-13. Αντίστοιχα, για να διαγράψουµε το

αντικείµενο που ϐρίσκεται στη ϑέση i της ακολουθίας, µετακινούµε
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τις ϑέσεις i + 1 ως N − 1 της συστοιχίας store, κατά µία ϑέση α-

ϱιστερά (left shift). Οι λειτουργίες αυτές µπορούν να υλοποιηθούν

εύκολα µε κατάλληλες κλήσεις στη στατική µέθοδο arraycopy της

κλάσης java.lang.System.

Η δεύτερη διαφοροποίηση προκύπτει από την απαίτηση για υ-

ποστήριξη δροµέων. Ο δροµέας της κλάσης ArraySequence δεν εί-

ναι ωστόσο παρά µια ϕυσική επέκταση του απαριθµητή της κλά-

σης ArrayCollection. Η κατάσταση ενός δροµέα περιλαµβάνει,

εκτός από την επόµενη ϑέση της ακολουθίας η οποία ϑα προσπελα-

στεί, την τελευταία ϑέση η οποία προσπελάστηκε. Οι µέθοδοι next,

previous, hasNext, hasPrevious, nextIndex και previousIndex

υλοποιούνται όπως ακριβώς περιγράψαµε στην Ενότητα 2.7. Τέ-

λος, οι µέθοδοι ενός δροµέα για την τροποποίηση της ακολουθί-

ας κατά τη διάσχισή της, υλοποιούνται µέσω κατάλληλων κλήσε-

ων στις αντίστοιχες µεθόδους του περικλείοντος αντικειµένου τύπου

ArraySequence. Η ολοκληρωµένη υλοποίηση, παρουσιάζεται στον

Κώδικα 3.6.

0 1 2 3 4 5

b b b b b b

O J E C T

0 1 2 3 4 5

b b b b b b

O J E C T

0 1 2 3 4 5

b b b b b b

O B J E C T

Σχήµα 3-13: Εισαγωγή αντικειµένου σε

ακολουθία που υλοποιείται µε συστοιχί-

α.

Για την εισαγωγή ενός αντικειµένου

στη ϑέση i απαιτείται πρώτα η µετα-

κίνηση των αναφορών στις ϑέσεις i ως

N − 1 κατά µία ϑέση προς τα δεξιά.

Κώδικας 3.6: Η κλάση ArraySequence.

1 package aueb.util.imp;

2

3 import aueb.util.api.Iterator;

4 import aueb.util.api.Sequence;

5 /**

6 * Arraybased implementation of a sequence of objects.

7 */

8 public class ArraySequence extends ArrayCollection implements Sequence {

9 /**

10 * Iterator implementation.

11 */

12 public final class ArrayIterator implements Iterator {

13 /**

14 * The position of this iterator. A call to next() will

15 * return the object store[position], while a call to previous

16 * will return the object store[position1].

17 */

18 private int position;

19 /**

20 * The previous position of this iterator. A value of 1

21 * indicates that there is no previous position.

22 */

23 private int lastPosition;
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24 /**

25 * Creates an iterator on position 0.

26 */

27 public ArrayIterator() {

28 this(0);

29 }

30 /**

31 * Creates an iterator on a specified position.

32 * @param i The position of the iterator.

33 */

34 public ArrayIterator(int i) {

35 if (i < 0 || i > size) throw new IndexOutOfBoundsException();

36 position = i;

37 lastPosition = 1;

38 }

39 public Object next() {

40 if (position == size) throw new IllegalStateException();

41 return store[lastPosition = position++];

42 }

43 public Object previous() {

44 if (position == 0) throw new IllegalStateException();

45 return store[lastPosition = position];

46 }

47 public int nextIndex() {

48 return position;

49 }

50 public int previousIndex() {

51 return position  1;

52 }

53 public boolean hasNext() {

54 return position != size;

55 }

56 public boolean hasPrevious() {

57 return position != 0;

58 }

59 public void add(Object object) {

60 ArraySequence.this.add(position, object);

61 ++position;

62 }

63 public void remove() {

64 if (lastPosition == 1) throw new IllegalStateException();

65 ArraySequence.this.remove(lastPosition);

66 if (lastPosition < position) position;

67 lastPosition = 1;

68 }

69 public void set(Object object) {
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70 if (lastPosition == 1) throw new IllegalStateException();

71 ArraySequence.this.set(lastPosition, object);

72 }

73 }

74 /**

75 * Creates an empty sequence with the default initial capacity.

76 */

77 public ArraySequence() {

78 super();

79 }

80 /**

81 * Creates an empty sequence with a given initial capacity.

82 * @param capacity The initial capacity of this sequence.

83 */

84 public ArraySequence(int capacity) {

85 super(capacity);

86 }

87 /**

88 * Copy constructor.

89 * @param sequence The sequence to copy.

90 */

91 public ArraySequence(Sequence sequence) {

92 this(sequence.size());

93 Iterator i = sequence.iterator();

94 while (i.hasNext()) add(i.next());

95 }

96 public void add(int i, Object object) {

97 if (object == null) throw new IllegalArgumentException();

98 if (i < 0 || i > size) throw new IndexOutOfBoundsException();

99 if (size == store.length) expand();

100 System.arraycopy(store, i, store, i+1, sizei);

101 store[i] = object;

102 ++size;

103 }

104 /**

105 * Overrides {@link ArrayCollection#remove(Object)}.

106 */

107 public boolean remove(Object object) {

108 int i = indexOf(object);

109 if (i == 1) return false;

110 remove(i);

111 return true;

112 }

113 public Object remove(int i) {

114 if (i < 0 || i >= size) throw new IndexOutOfBoundsException();

115 Object object = store[i];
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116 System.arraycopy(store, i+1, store, i, sizei1);

117 store[size] = null;

118 return object;

119 }

120 public Object get(int i) {

121 if (i < 0 || i >= size) throw new IndexOutOfBoundsException();

122 return store[i];

123 }

124 public Object set(int i, Object object) {

125 if (i < 0 || i >= size) throw new IndexOutOfBoundsException();

126 Object tmp = store[i];

127 store[i] = object;

128 return tmp;

129 }

130 public Iterator iterator() {

131 return new ArrayIterator();

132 }

133 public Iterator iterator(int position) {

134 return new ArrayIterator(position);

135 }

136 }

Για τη µέθοδο add(int, Object) η ιδανική περίπτωση είναι η ει-

σαγωγή στην τελευταία ϑέση της ακολουθίας εφόσον η διαθέσιµη

χωρητικότητα δεν έχει εξαντληθεί. Η χειρότερη περίπτωση είναι ει-

σαγωγή στην αρχή της ακολουθίας, πράγµα που απαιτεί µετακίνηση

όλων των στοιχείων της συστοιχίας κατά µία ϑέση προς τα δεξιά. Ο

αναµενόµενος χρόνος είναι O (N). Αντίστοιχα είναι τα συµπερά-

W (N) A(N)

add(Object) O (N) O (1)*
add(int,Object) O (N) O (N)

remove(Object) O (N) O (N)

remove(int) O (N) O (N)

contains O (N) O (N)

indexOf O (N) O (N)

get O (1) O (1)

set O (1) O (1)

size O (1) O (1)

isEmpty O (1) O (1)

iterator() O (1) O (1)

iterator(int) O (1) O (1)

Πίνακας 3-4: Αποτελεσµατικότητα των

µεθόδων της κλάσης ArraySequence

όταν το µέγεθος της ακολουθίας είναι

N .

Ο αστερίσκος υποδηλώνει πως ο χρό-

νος εκτέλεσης της µεθόδου είναι επι-

µερισµένος σε N διαδοχικές κλήσεις.

σµατα και για τις µεθόδους remove(Object) και remove(int). Οι

µέθοδοι πρόσβασης αντίθετα, καθώς και οι µέθοδοι τοποθέτησης του

δροµέα, απαιτούν σταθερό χρόνο.

Ασκήσεις

3-29 Υλοποιήστε τη µέθοδο void concat(Sequence s) η οποία εισάγει

τα αντικείµενα της ακολουθίας s στο τέλος µιας ακολουθίας.

3-30 ∆ώστε µια αποτελεσµατική υλοποίηση της µεθόδου equals για την

κλάση ArraySequence.

3-31 Υλοποιήστε τη µέθοδο void shuffle() η οποία µεταθέτει κατά τυ-

χαίο τρόπο τα αντικείµενα µιας ακολουθίας.

3-32 Υλοποιήστε ένα κατασκευαστή της κλάσης ArraySequence ο οποίος
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δέχεται ως παράµετρο ένα αντικείµενο τύπου Object[] και κατα-

σκευάζει την αντίστοιχη ακολουθία.

3-33 Υλοποιήστε τη µέθοδο void reverse() για την κλάση

ArraySequence η οποία αντιστρέφει τη διάταξη των αντικειµέ-

νων µιας ακολουθίας.

3-34 Υλοποιήστε τη µέθοδο void sort() για την κλάση ArraySequence

η οποία ταξινοµεί µια ακολουθία χρησιµοποιώντας τον αλγόριθµο

quick sort.
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Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο 4

Συνδεδεµένες λίστες

Παρά το γεγονός ότι έχουµε καταφέρει, χρησιµοποιώντας συστοι-

χίες, να υλοποιήσουµε ορισµένες σηµαντικές, και σε µερικές πε-

ϱιπτώσεις, αποτελεσµατικές δοµές δεδοµένων, δύο σηµαντικοί πε-

ϱιορισµοί παραµένουν. ∆εν έχουµε στη διάθεσή µας ένα ϕυσικό

τρόπο για να µεταβάλουµε το µέγεθος µιας συστοιχίας µετά τη δη-

µιουργία της. Στην υλοποίηση της κλάσης ArrayCollection χρησι-

µοποιήσαµε την τεχνική του διπλασιασµού για να ξεπεράσουµε τον

περιορισµό αυτό. Παρά το γεγονός πως ο χρόνος εισαγωγής είναι

σταθερός αν επιµερίσουµε το χρόνο που απαιτείται για το διπλασια-

σµό της συστοιχίας σε κάθε µία κλήση της µεθόδου add(Object),

ο χρόνος που απαιτείται για την εισαγωγή αντικειµένου δεν παύει

να είναι ανάλογος του µεγέθους της συστοιχίας στη χειρότερη περί-

πτωση. Επιπλέον, δεν µπορούµε να εισάγουµε ή να διαγράψουµε

αντικείµενα σε µια συστοιχία, χωρίς να χρειαστεί να καταφύγουµε

στη µετακίνηση αναφορών. Στο κεφάλαιο αυτό ϑα εξετάσουµε ένα

τρόπο οργάνωσης αντικειµένων σε µια δοµή που δεν πάσχει από

αυτά τα µειονεκτήµατα. Η οργάνωση αυτή ονοµάζεται συνδεδεµένη

λίστα ή αλυσίδα.

4.1 Μονή σύνδεση

Τα προβλήµατα που αντιµετωπίζουµε στην οργάνωση αντικειµένων

µε χρήση συστοιχιών οφείλονται στο γεγονός ότι τα στοιχεία µιας

συστοιχίας αποθηκεύονται αναγκαστικά σε συνεχόµενες ϑέσεις µνή-

117
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µης. Με τον τρόπο αυτό έχουµε ένα ϕυσικό µηχανισµό για να συγ-

κρατούµε αντικείµενα σε µια δοµή. Επιπλέον, η αποθήκευση αντι-

κειµένων σε συνεχόµενες ϑέσεις µνήµης αποτελεί ένα πλεονέκτηµα

όταν ϑέλουµε να εντοπίσουµε το αντικείµενο που ϐρίσκεται σε µια

συγκεκριµένη ϑέση της συστοιχίας, αλλά αποτελεί µειονέκτηµα ό-

ταν ϑέλουµε να παρεµβάλουµε ένα αντικείµενο σε µια συγκεκριµένη

ϑέση.

Αν άρουµε τη δέσµευση για την αποθήκευση των στοιχείων σε

συνεχόµενες ϑέσεις µνήµης, τότε η παρεµβολή ενός αντικειµένου

γίνεται πολύ εύκολη και αποτελεσµατική όπως ϑα δούµε στις επό-

µενες παραγράφους. Σε µια τέτοια περίπτωση ωστόσο, ϑα πρέπει

να επινοήσουµε ένα νέο µηχανισµό µε τον οποίο ϑα συγκρατούµε

τα αντικείµενα σε µια δοµή.

Ορισµός 4-1. Μια λίστα µονής σύνδεσης είναι ένα σύνολο κόµβων

που αποθηκεύουν αντικείµενα. Κάθε κόµβος είναι ένα αντικείµενο

µε δύο πεδία : µια αναφορά στο αντικείµενο το οποίο ο κόµβος

αποθηκεύει, και µια αναφορά στον επόµενο κόµβο της λίστας.

Το Σχήµα 4-1 παρουσιάζει µια λίστα µε δύο κόµβους που αποθη-

κεύουν τα αντικείµενα A και B. Κάθε κόµβος παριστάνεται µε ένα

“κουτί” χωρισµένο σε δύο διαµερίσµατα, ένα για κάθε πεδίο του

κόµβου. Το αριστερό διαµέρισµα είναι η αναφορά στο αντικείµενο

που ο κόµβος αποθηκεύει, ενώ το δεξί διαµέρισµα είναι η αναφο-

ϱά στον επόµενο κόµβο της λίστας. Η αναφορά αυτή ονοµάζεται

σύνδεσµος ή σύνδεση.

Στη συνδεδεµένη οργάνωση αντικειµένων, οι κόµβοι παίζουν το

ϱόλο των ϑέσεων µιας συστοιχίας. Εκεί αποθηκεύονται τα αντικείµε-

να τα οποία ανήκουν στη δοµή. Επειδή ωστόσο ένας κόµβος µπορεί

να ϐρίσκεται αποθηκευµένος σε οποιαδήποτε ϑέση της µνήµης, κά-

ϑε κόµβος διατηρεί ένα σύνδεσµο, ένα δείκτη, προς τον επόµενο

κόµβο της λίστας. Οι σύνδεσµοι αποτελούν το µηχανισµό µε τον

οποίο συγκρατούµε τους κόµβους της λίστας σε µια δοµή.

Σε αντίθεση µε µια συστοιχία όπου απαιτούνται 4N ψηφιοσυλ-

λαβές για την αποθήκευση N αντικειµένων, µια συνδεδεµένη λίστα

µονής σύνδεσης απαιτεί 8N ψηφιοσυλλαβές. Αυτό είναι ένα µέρος

του κόστους που πρέπει να πληρώσουµε για την ευελιξία που προ-

σφέρει η συνδεδεµένη οργάνωση. Πριν προχωρήσουµε στη χρήση
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συνδεδεµένων λιστών για την υλοποίηση αφηρηµένων δοµών δεδο-

µένων ϑα πρέπει να εξοικειωθούµε κάπως µε το χειρισµό κόµβων.

Οι υπόλοιπες παράγραφοι της ενότητας αυτής παρουσιάζουν τις ϐα-

σικές αρχές χειρισµού λιστών µονής σύνδεσης.

b b

A B

Σχήµα 4-1: Λίστα µονής σύνδεσης.

Κάθε κόµβος είναι ένα αντικείµενο

που αποτελείται από µια αναφορά στο

αντικείµενο το οποίο ο κόµβος αυτός

αποθηκεύει, και µια αναφορά στον ε-

πόµενο κόµβο της λίστας.

Κατασκευή. Ο ορισµός της κλάσης SingleLinkNode προκύπτει µε

ϕυσικό τρόπο από τον Ορισµό 4-1. Είναι ίσως ασυνήθιστο, προς

το παρόν τουλάχιστον, να συναντάµε κλάσεις αντικειµένων µε πεδία

που είναι αναφορές σε αντικείµενα της ίδιας κλάσης. Αυτού τους

είδους οι δοµές ονοµάζονται συχνά αυτοαναφορικές και οι συνδεδε-

µένες λίστες αποτελούν τυπικό παράδειγµά τους.

class SingleLinkNode {

public Object element;

public SingleLinkNode next;

public SingleLinkNode(Object element, SingleLinkNode next) {

this.element = element;

this.next = next;

}

public void clear() {

element = null;

next = null;

}

}

΄Εχοντας στη διάθεσή µας την κλάση SingleLinkNode, µπορούµε

να κατασκευάσουµε µερικούς κόµβους και τους συνδέσουµε µεταξύ

τους σε µια λίστα. Το παρακάτω απόσπασµα κώδικα για παράδειγ-

µα, κατασκευάζει τη συνδεδεµένη λίστα του Σχήµατος 4-2.

static SingleLinkNode createList() {

SingleLinkNode p = new SingleLinkNode(new String("L"),

new SingleLinkNode(new String("I"),

new SingleLinkNode(new String("S"),

new SingleLinkNode(new String("T"), null)

)

)

);

return p;

}

Η λίστα οριοθετείται από τον πρώτο και τον τελευταίο κόµβο της. Μια

σύµβαση για τον καθορισµό του τέλους µιας συνδεδεµένης λίστας

είναι να ϑεωρούµε ως τελευταίο εκείνο τον κόµβο του οποίου το πεδίο

p b

L b

I b

S b

T b

Σχήµα 4-2: Κατασκευή λίστας µονής

σύνδεσης.
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Σχήµα 4-3: Εισαγωγή κόµβου σε συν-

δεδεµένη λίστα.

Στο κάτω τµήµα του σχήµατος πα-

ϱουσιάζεται η συνδεδεµένη λίστα που

προκύπτει έπειτα από την παρεµβολή

ενός νέου κόµβου µεταξύ του δεύτε-

ϱου και του τρίτου κόµβου της συν-

δεδεµένης λίστας του επάνω τµήµα-

τος του σχήµατος. Η λειτουργία εκτε-

λείται σε σταθερό χρόνο, καθώς απαι-

τούνται µονάχα δύο αναθέσεις.

b b b b b

A B A C A

b

R

b b b b b

A B A C A

next έχει την τιµή null. Η σύµβαση αυτή ονοµάζεται τερµατισµός

µε null.

∆ιάσχιση. Η διάσχιση µιας αλυσίδας κόµβων είναι η πιο ϐασική

µορφή επεξεργασίας συνδεδεµένων λιστών. Για να διασχίσουµε µια

συνδεδεµένη λίστα, ξεκινάµε από µια αναφορά που µας οδηγεί στον

πρώτο κόµβο της, και ακολουθούµε διαδοχικά τους συνδέσµους

µεταξύ των κόµβων, όπως στο παρακάτω απόσπασµα κώδικα που

τυπώνει τα αντικείµενα µιας αλυσίδας κόµβων ξεκινώντας από τον

κόµβο h.

static void traverseList(SingleLinkNode h) {

while (h != null) {

System.out.println(h.element.toString());

h = h.next;

}

}

Το ϐασικό λειτουργικό µειονέκτηµα µιας συνδεδεµένης λίστας, α-

νεξάρτητα από τον τρόπο σύνδεσης των κόµβων της, είναι ότι δεν

µπορούµε να προσπελάσουµε ένα κόµβο χωρίς να έχουµε πρώτα

προσπελάσει όλους τους κόµβους της λίστας που προηγούνται του

κόµβου αυτού. ΄Ετσι, ενώ σε µια συστοιχία ο χρόνος που απαιτείται

για την προσπέλαση του αντικειµένου στη ϑέση i είναι O (1), σε µια

συνδεδεµένη λίστα, ο απαιτούµενος χρόνος είναι O (i).
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Εισαγωγή κόµβου. Η εισαγωγή ενός κόµβου n έπειτα από ένα κόµ-

ϐο p, απαιτεί δύο αναθέσεις όπως παρουσιάζεται στο Σχήµα 4-3.

Θέτουµε το πεδίο n.next ίσο µε p.next και το πεδίο p.next ίσο µε

n.

static void insertAfter(SingleLinkNode p, SingleLinkNode n) {

n.next = p.next;

p.next = n;

}

Η µέθοδος insertAfter µας επιτρέπει να εισάγουµε ένα κόµβο σε

οποιαδήποτε ϑέση µιας λίστας µονής σύνδεσης εκτός από την πρώ-

τη ϑέση. Σε µια τέτοια περίπτωση η υλοποίηση της εισαγωγής είναι

ελαφρώς διαφορετική όπως ϕαίνεται στο παρακάτω απόσπασµα κώ-

δικα. Αν p είναι ο κόµβος που εισάγεται, και h ο πρώτος κόµβος της

λίστας, αρκεί να ϑέσουµε p.next = h. Ο πρώτος κόµβος της λίστας

είναι πλέον ο p.

static SingleLinkNode push(SingleLinkNode p, SingleLinkNode h) {

p.next = h;

return p;

}

∆ιαγραφή κόµβου. Η διαγραφή ενός κόµβου από µια συνδεδεµένη

λίστα είναι εξίσου απλή µε την εισαγωγή. Αν p είναι ο κόµβος που

πρέπει να διαγράψουµε και q ο προηγούµενος κόµβος του p, τότε

αρκεί να συνδέσουµε τον q µε τον κόµβο p.next και να ϑέτουµε

p.next = null όπως παρουσιάζεται στο Σχήµα 4-4. Στην πράξη

ωστόσο, η διαγραφή ενός κόµβου είναι δυσκολότερη καθώς πρέπει

να εντοπίσουµε τον κόµβο q ο οποίος προηγείται του κόµβου p στη

λίστα. Επιπλέον πρέπει να λάβουµε υπόψη µας την περίπτωση ο

p να είναι ο πρώτος κόµβος της λίστας. Το παρακάτω απόσπασµα

κώδικα παρουσιάζει την πλήρη εικόνα· η τυπική παράµετρος h είναι

ο πρώτος κόµβος της λίστας, ενώ η p είναι ο κόµβος που πρέπει να

διαγραφεί.

static SingleLinkNode removeNode(SingleLinkNode h, SingleLinkNode p) {

SingleLinkNode q = null, n = h;

// Locate a node q such that q.next == p

while (n != null && n != p) {

q = n;

n = n.next;
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Σχήµα 4-4: ∆ιαγραφή κόµβου από συν-

δεδεµένη λίστα.

Στο κάτω τµήµα του σχήµατος πα-

ϱουσιάζεται η συνδεδεµένη λίστα που

προκύπτει έπειτα από την διαγραφή

του δεύτερου κόµβου από τη λίστα

του επάνω τµήµατος του σχήµατος. Η

διαγραφή εκτελείται σε σταθερό χρό-

νο, εφόσον γνωρίζουµε τον κόµβο που

πρέπει να διαγραφεί και τον προη-

γούµενό του.

b b b b b

Q W E R T

b b b b b

Q W E R T

}

// p was not found; nothing to remove

if (n == null) return h;

// Keep an eye on the node next to p and release p

n = p.next;

p.clear();

// p is the head node; return a new head node

if (q == null) return n;

// Link q with the former p.next and return

q.next = n;

return h;

}

Ασκήσεις

4-1 Σχεδιάστε τη λίστα µονής σύνδεσης που αποθηκεύει τα αντικείµενα

E A S Y Y O U.

4-2 Στη συνδεδεµένη λίστα της προηγούµενης άσκησης, παρεµβάλετε

ένα κόµβο µε το αντικείµενο 2 πριν από τον πρώτο κόµβο, και ένα

κόµβο µε το αντικείµενο 4 µετά τον τέταρτο κόµβο.

4-3 Τα αντικείµενα µιας λίστας µονής σύνδεσης είναι οι συντελεστές ai

του πολυωνύµου

anxn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x + a0.

Γράψτε µια µέθοδο που δέχεται ως παραµέτρους τον πρώτο κόµβο

της λίστας (ο οποίος αποθηκεύει το συντελεστή a0) και την τιµή της

µεταβλητής x, και υπολογίζει την τιµή του πολυωνύµου.
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4-4 Υλοποιήστε µια µέθοδο που δέχεται ως παραµέτρους τον πρώτο κόµ-

ϐο h µιας λίστας µονής σύνδεσης και ένα αντικείµενο o και διαγρά-

ϕει από τη λίστα τον πρώτο κόµβο που περιέχει µια αναφορά στο

αντικείµενο o.

4-5 Υλοποιήστε µια µέθοδο που αντιστρέφει τη σειρά των κόµβων µιας

συνδεδεµένης λίστας. Η παράµετρος της µεθόδου είναι µια αναφο-

ϱά στον πρώτο κόµβο της λίστας.

4-6 Υλοποιήστε µια µέθοδο που συνενώνει δύο λίστες µονής σύνδεσης.

Η παράµετροι της µεθόδου είναι οι αναφορές στους πρώτους κόµ-

ϐους των δύο λιστών.

4-7 Υλοποιήστε τη διεπαφή Collection χρησιµοποιώντας λίστα µονής

σύνδεσης.

4.2 ∆ιπλή σύνδεση

Στις περισσότερες εφαρµογές συνδεδεµένων λιστών δεν µας αρκεί να

γνωρίζουµε τον επόµενο κόµβο κάθε κόµβου, αλλά και τον προηγού-

µενό του. Στις περιπτώσεις αυτές, µπορούµε να συµπεριλάβουµε σε

κάθε κόµβο ένα επιπλέον πεδίο, previous, το οποίο αναφέρεται στον

προηγούµενο κόµβο κάθε κόµβου. Οι συνδεδεµένες λίστες που α-

ποτελούνται από τέτοιου είδους κόµβους, ονοµάζονται λίστες διπλής

σύνδεσης. Κατά αναλογία µε την σύµβαση τερµατισµού που χρη-

σιµοποιήσαµε για λίστες µονής σύνδεσης, το πεδίο previous του

πρώτου κόµβου µιας λίστας διπλής σύνδεσης πρέπει να είναι null

όπως και το πεδίο next του τελευταίου κόµβου.

Ορισµός 4-2. Μια λίστα διπλής σύνδεσης είναι ένα σύνολο κόµβων

που αποθηκεύουν αντικείµενα. Κάθε κόµβος είναι ένα αντικείµενο

µε τρία πεδία : Μια αναφορά στο αντικείµενο το οποίο ο κόµβος

αποθηκεύει, µια αναφορά στον επόµενο κόµβο της λίστας και µια

αναφορά στον προηγούµενο κόµβο της λίστας.

Οι λίστες διπλής σύνδεσης προσφέρουν µεγαλύτερη ευελιξία από

τις λίστες µονής σύνδεσης. Τα πλεονεκτήµατα αυτά δεν έρχονται

ϕυσικά χωρίς κόστος. Οι λίστες διπλής σύνδεσης απαιτούν περισ-

σότερη µνήµη για την αποθήκευση των συνδέσεων από ότι για την

αποθήκευση των δεδοµένων· µια λίστα N κόµβων απαιτεί 12N ψη-

ϕιοσυλλαβές για την αποθήκευσή της. Επιπλέον ο χειρισµός λιστών

b b b b

A B

Σχήµα 4-5: Συνδεδεµένη λίστα διπλής

σύνδεσης.

Κάθε κόµβος είναι ένα αντικείµενο

που αποτελείται από µια αναφορά στο

αντικείµενο το οποίο ο κόµβος αυτός

αποθηκεύει, µία αναφορά στον προη-

γούµενο κόµβο, και τέλος, µια ανα-

ϕορά στον επόµενο κόµβο της λίστας.
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Σχήµα 4-6: Μια διπλοουρά.

Το σχήµα παρουσιάζει την οργάνωση

µιας διπλοουράς που υλοποιείται µε

λίστα διπλής σύνδεσης.

head tail size

b b 5

b b b b b b b b b b

D E Q U E

διπλής σύνδεσης είναι πιο περίπλοκος από το χειρισµό λιστών µο-

νής σύνδεσης και απαιτεί αυξηµένη προσοχή από την πλευρά του

προγραµµατιστή. Παρά τα µειονεκτήµατά τους οι λίστες διπλής

σύνδεσης έχουν πολλές εφαρµογές και στο κεφάλαιο αυτό ϑα πα-

ϱουσιάσουµε τις πιο σηµαντικές.

Οι ϐασικές λειτουργίες διάσχισης, εισαγωγής, διαγραφής και

αναζήτησης που παρουσιάσαµε στην προηγούµενη ενότητα έχουν

ελαφρώς διαφορετική υλοποίηση όταν η λίστα είναι διπλά συνδε-

δεµένη καθώς υπάρχουν δύο συνδέσεις ανά κόµβο αντί µιας. Θα

παρουσιάσουµε τις λειτουργίες αυτές υλοποιώντας µια διπλοουρά.

Μια διπλοουρά είναι µια δοµή δεδοµένων η οποία συνδυάζει τις

λειτουργίες ουράς αναµονής και στοίβας. ΄Οπως και µια ουρά ανα-

µονής, µια διπλοουρά έχει δύο άκρα τα οποία ονοµάζονται αρχή και

τέλος. Οι εισαγωγές και διαγραφές αντικειµένων µπορούν να γίνουν

σε καθένα από τα δύο άκρα1. Η υλοποίησή που παρουσιάζεται εδώ

χρησιµοποιεί µια λίστα διπλής σύνδεσης. Οι κόµβοι της λίστας είναι

αντικείµενα της κλάσης ListNode και περιλαµβάνουν πεδία για την

αποθήκευση τριών αναφορών: µία για το αντικείµενο και δύο για

τους γειτονικούς κόµβους.

Κώδικας 4.1: Η κλάση ListNode.

1 package aueb.util.imp;

2 /**

3 * A list is a sequence of connected nodes that store objects. A list

1Ο όρος διπλοουρά αποτελεί απόδοση στα ελληνικά του όρου deque (ντέκ) η

οποία προέρχεται από τη σύντµηση των λέξεων double-ended queue. Ο όρος δεν

έχει ερµηνευτεί κυριολεκτικά —κάθε ουρά έχει δύο άκρα όπως έχουµε δει στο

Κεφάλαιο 2— αλλά µε ϐάση τη δυνατότητα της δοµής να εκτελεί εισαγωγές και

διαγραφές και στα δύο άκρα της.
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4 * node consists of three references; one points to the stored object,

5 * one that points to the next node in the list, and one that points

6 * to the previous node in the list.

7 */

8 class ListNode {

9 /**

10 * Reference to stored object.

11 */

12 public Object element;

13 /**

14 * Reference to previous node.

15 */

16 public ListNode previous;

17 /**

18 * Reference to next node.

19 */

20 public ListNode next;

21 /**

22 * Creates a new node that stores an object.

23 * @param object The object to store.

24 */

25 public ListNode(Object object) {

26 element = object;

27 }

28 /**

29 * Clears all fields of this node.

30 */

31 public void clear() {

32 element = null;

33 previous = next = null;

34 }

35 }

Κάθε αντικείµενο τύπου Deque έχει τρία πεδία. Το πεδίο size µετρά

το πλήθος των αντικειµένων που ϐρίσκονται στην δοµή· αυξάνεται

κατά 1 σε κάθε εισαγωγή και µειώνεται µε κάθε εξαγωγή. Τα πε-

δία head και tail είναι αναφορές στον πρώτο και τελευταίο κόµβο

της διπλοουράς αντίστοιχα. ΄Οταν µια διπλοουρά είναι κενή, τα δύο

αυτά πεδία έχουν την τιµή null. ΄Οταν η διπλοουρά έχει ένα µο-

ναδικό αντικείµενο, τα δύο αυτά πεδία αναφέρονται στον µοναδικό

κόµβο της διπλοουράς. Σε κάθε άλλη περίπτωση, τα πεδία έχουν

διαφορετική τιµή. Η οργάνωση µιας διπλοουράς 5 στοιχείων που υ-

λοποιείται µε λίστα διπλής σύνδεσης, παρουσιάζεται στο Σχήµα 4-6,

ενώ η υλοποίηση της κλάσης Deque δίνεται στον Κώδικα 4.2.
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Κώδικας 4.2: Η κλάση Deque.

1 package aueb.util.imp;

2 /**

3 * A deque is a data structure with two ends called its head

4 * and tail. A deque supports object insertions and removals

5 * from its both ends.

6 * This is an implementation of a deque that relies on doubly linked lists.

7 */

8 public class Deque {

9 /**

10 * The head of the deque.

11 */

12 private ListNode head;

13 /**

14 * The tail of the deque.

15 */

16 private ListNode tail;

17 /**

18 * The number of objects in the deque.

19 */

20 private int size;

21 /**

22 * Default constructor. Creates an emptpy deque.

23 */

24 public Deque() {

25 super();

26 head = tail = null;

27 size = 0;

28 }

29 /**

30 * Inserts an object before the head of this instance.

31 * @param element The object to insert.

32 */

33 public void pushHead(Object element) {

34 if (element == null) throw new IllegalArgumentException();

35 // Create a new node to store element.

36 ListNode p = new ListNode(element);

37 // head is not null; link p before head.

38 if (head != null) {

39 p.next = head;

40 head.previous = p;

41 }

42 // head == tail == null; update tail

43 else {

44 tail = p;

45 }
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46 // Update head

47 head = p;

48 ++size;

49 }

50 /**

51 * Inserts an object at the tail of this instance.

52 * @param element The object to insert.

53 */

54 public void pushTail(Object element) {

55 if (element == null) throw new IllegalArgumentException();

56 // Create a new node to store element.

57 ListNode p = new ListNode(element);

58 // tail is not null; link p after tail.

59 if (tail != null) {

60 p.previous = tail;

61 tail.next = p;

62 }

63 // tail == head == null; update head

64 else {

65 head = p;

66 }

67 // Update tail

68 tail = p;

69 ++size;

70 }

71 /**

72 * Removes the element at the head of the queue.

73 * @return The element at the head of the queue.

74 * @throws IllegalStateException if the queue is empty.

75 */

76 public Object popHead() {

77 // Ensure not empty.

78 if (size == 0) throw new IllegalStateException();

79 // The node pointed to by head is being removed; keep an eye on it.

80 ListNode p = head;

81 Object object = p.element;

82 // Set head to point to the node next to p.

83 head = p.next;

84 if (head != null) {

85 head.previous = null;

86 }

87 // head became null; so must tail.

88 else {

89 tail = null;

90 }

91 // Clear p’s fields, update size and return.
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92 p.clear();

93 size;

94 return object;

95 }

96 /**

97 * Removes the element at the tail of the queue.

98 * @return The element at the tail of the queue.

99 * @throws IllegalStateException if the queue is empty.

100 */

101 public Object popTail() {

102 // Ensure not empty.

103 if (size == 0) throw new IllegalStateException();

104 // The node pointed to by tail is being removed; keep an eye on it.

105 ListNode p = tail;

106 Object object = p.element;

107 // Set tail to point to the node before p.

108 tail = p.previous;

109 if (tail != null) {

110 tail.next = null;

111 }

112 // tail became null; so must head.

113 else {

114 head = null;

115 }

116 // Clear p’s fields, update size and return.

117 p.clear();

118 size;

119 return object;

120 }

121 /**

122 * Returns tthe element at the head of the queue.

123 * @return The element at the head of the queue.

124 * @throws IllegalStateException if the queue is empty.

125 */

126 public Object head() {

127 // Ensure not empty.

128 if (size == 0) throw new IllegalStateException ();

129 // Return a reference to the object stored at head.

130 return head.element;

131 }

132

133 /**

134 * Returns the element at the tail of the queue.

135 * @return The element at the tail of the queue.

136 * @throws IllegalStateException if the queue is empty.

137 */
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138 public Object tail() {

139 // Ensure not empty.

140 if (size == 0) throw new IllegalStateException();

141 // Return a reference to the object stored at tail.

142 return tail.element;

143 }

144 /**

145 * Returns the size of this instance.

146 * @return The number of objects stored in this instance.

147 */

148 public int size() {

149 return size;

150 }

151 /**

152 * Tests if this instance is empty.

153 * @return true if this instance is empty.

154 */

155 public boolean isEmpty() {

156 return size == 0;

157 }

158 }

΄Ολες οι µέθοδοι της κλάσης Deque εκτελούνται σε σταθερό χρό-

head() O (1)

tail() O (1)

pushHead(Object) O (1)

pushTail(Object) O (1)

popHead() O (1)

popTail() O (1)

size() O (1)

Πίνακας 4-1: Αποτελεσµατικότητα της

κλάσης Deque.

Ο πίνακας παρουσιάζει το χρόνο εκτέ-

λεσης των µεθόδων της κλάσης Deque·

όλες οι µέθοδοι εκτελούνται σε σταθε-

ϱό χρόνο ανεξάρτητα από το πλήθος

των αποθηκευµένων αντικειµένων.

νο, όπως και οι αντίστοιχες µέθοδοι των κλάσεων ArrayStack και

ArrayQueue. Η κλάση Deque απαιτεί περισσότερη µνήµη για την α-

ποθήκευση των αντικειµένων, λόγω των δύο συνδέσµων που διατηρεί

κάθε κόµβος, αλλά σε αντιστάθµισµα αυτού του µειονεκτήµατος δεν

απαιτείται να είναι γνωστή εκ των προτέρων η µέγιστη χωρητικότητα

της δοµής. Αυτή η ιδιότητα της κλάσης Deque ϑα αποδειχθεί πο-

λύ χρήσιµη στην υλοποίηση επαναληπτικών αλγορίθµων διάσχισης

δυαδικών δέντρων στο Κεφάλαιο 5.

Ασκήσεις

4-8 Σχεδιάστε τη λίστα διπλής σύνδεσης που αποθηκεύει τα αντικείµενα

2 E A S Y 4 Y O U.

4-9 Σχεδιάστε την δοµή διπλοουράς που προκύπτει από την εκτέλεση

των λειτουργιών +E +A S+ $ +Y Q+ * +U $ E+ +S $ $ T+ * I+ +O $ * * N+ $. Τα

γράµµατα συµβολίζουν αντικείµενα που εισάγονται στην αρχή της

διπλοουράς, αν έπονται του συµβόλου + ή στο τέλος της αν προη-

γούνται του συµβόλου +. Το σύµβολο * υποδεικνύει εξαγωγή από

την αρχή, ενώ το σύµβολο $ εξαγωγή από το τέλος.
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4-10 Υλοποιήστε τις διεπαφές Stack και Queue χρησιµοποιώντας την κλά-

ση Deque.

4-11 Υλοποιήστε τη διεπαφή Collection χρησιµοποιώντας λίστα διπλής

σύνδεσης.

4-12 Υλοποιήστε µια µέθοδο που αντιστρέφει τη σειρά των κόµβων µιας

λίστας διπλής σύνδεσης. Η παράµετρος της µεθόδου είναι µια ανα-

ϕορά στον πρώτο κόµβο της λίστας.

4.3 Κυκλική σύνδεση

b

b

L b

I b

S b

T b

Σχήµα 4-7: Κυκλική λίστα µονής σύνδε-

σης.

Μια κενή κυκλική λίστα µονής σύν-

δεσης (επάνω) περιλαµβάνει µόνο τον

κόµβο-κεφαλή. Το πεδίο next της κε-

ϕαλής αναφέρεται στην ίδια την κε-

ϕαλή.

΄Οταν µια κυκλική λίστα µονής σύν-

δεσης έχει ένα ή περισσότερους κόµ-

ϐους (κάτω), ο πρώτος κόµβος είναι

εκείνος στον οποίο αναφέρεται το πε-

δίο next της κεφαλής, ενώ ο τελευ-

ταίος κόµβος είναι εκείνος ο κόµβος

του οποίου το πεδίο next αναφέρεται

στην κεφαλή.

Η σύµβαση ότι µια λίστα τερµατίζεται από ένα σύνδεσµο µε τιµή

null, είναι αρκετά συνηθισµένη σε πολλές εφαρµογές, όπως για

παράδειγµα στους πίνακες κατακερµατισµού µε αλυσίδωση, ένας

µηχανισµός οργάνωσης δεδοµένων που παρουσιάζεται στο Κεφά-

λαιο 8. Μια άλλη, εξίσου αν όχι περισσότερο δηµοφιλής, προσέγ-

γιση είναι η εισαγωγή ενός ειδικού κόµβου ο οποίος ονοµάζεται

κεφαλή της λίστας. Η κεφαλή της λίστας είναι ένας κόµβος ο οποίος

δεν χρησιµοποιείται για την αποθήκευση δεδοµένων, αλλά για να

σηµατοδοτεί την αρχή και ταυτόχρονα το τέλος της λίστας.

Σε µια λίστα µονής σύνδεσης, η κεφαλή της λίστας προηγείται

του πρώτου κόµβου της λίστας, ενώ ο τελευταίος κόµβος της λίστας

προηγείται της κεφαλής της λίστας. ΄Οταν η λίστα είναι κενή, τότε

κατά σύµβαση το πεδίο next της κεφαλής αναφέρεται στην ίδια την

κεφαλή. ΄Ετσι, αν head είναι η κεφαλή µιας κυκλικής λίστας µονής

σύνδεσης :

• Ο πρώτος κόµβος της λίστας είναι ο κόµβος head.next.

• Ο τελευταίος κόµβος της λίστας είναι εκείνος ο κόµβος q για

τον οποίο q.next == head.

• ΄Οταν η λίστα είναι κενή, τότε head.next == head.

Αυτή η τεχνική σύνδεσης παρουσιάζεται στο Σχήµα 4-7. Η συν-

δεσµολογία µπορεί, µε ανάλογο τρόπο, να επεκταθεί και σε λίστες

διπλής σύνδεσης όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 4-8. ΄Ετσι αν head είναι

η κεφαλή µιας κυκλικής λίστας διπλής σύνδεσης :

• Ο πρώτος, έστω p, κόµβος της λίστας είναι ο κόµβος head.next

και p.previous == head.

• Ο τελευταίος, έστω q, κόµβος της λίστας είναι ο κόµβος

head.previous και q.next == head.
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• ΄Οταν η λίστα είναι κενή, τότε head.next == head και

head.previous == head.

Το ϐασικό πλεονέκτηµα που προσφέρει η κυκλική σύνδεση των κόµ-

ϐων µιας λίστας, είναι ότι τα πεδία next και previous των κόµβων

της λίστας (συµπεριλαµβανοµένης και της κεφαλής) δεν είναι πο-

τέ null, ακόµη και αν η λίστα είναι κενή. ΄Ετσι οι περισσότερες

λειτουργίες απλοποιούνται σηµαντικά. Στην ουσία η κυκλική σύν-

δεση οµογενοποιεί τη συνδεσµολογία —κάθε κόµβος έχει προηγού-

µενο και επόµενο κόµβο— µε αποτέλεσµα να µην είναι ανάγκη να

χειριζόµαστε µε διαφορετικό τρόπο τις εισαγωγές στην αρχή ή στο

τέλος της λίστας (όπως στην κλάση Deque που παρουσιάσαµε στη

σελίδα 125). Ο µηχανισµός είναι ιδανικός για την υλοποίηση α-

b b

b b

L b b

I b b

S b b

T b b

Σχήµα 4-8: Κυκλική λίστα µονής σύνδε-

σης.

Μια κενή κυκλική λίστα µονής σύν-

δεσης (επάνω) περιλαµβάνει µόνο τον

κόµβο-κεφαλή. Το πεδίο next της κε-

ϕαλής αναφέρεται στην ίδια την κε-

ϕαλή.

΄Οταν µια κυκλική λίστα µονής σύν-

δεσης έχει ένα ή περισσότερους κόµ-

ϐους (κάτω), ο πρώτος κόµβος είναι

εκείνος στον οποίο αναφέρεται το πε-

δίο next της κεφαλής, ενώ ο τελευ-

ταίος κόµβος είναι εκείνος ο κόµβος

του οποίου το πεδίο next αναφέρεται

στην κεφαλή.

κολουθιών. Μια τέτοια υλοποίηση είναι η κλάση ListSequence η

οποία δίνεται στον Κώδικα 4.3. Η αποτελεσµατικότητα των µεθόδων

δίνεται στον Πίνακα 4-2.

Κώδικας 4.3: Η κλάση ListSequence.

1 package aueb.util.imp;

2

3 import aueb.util.api.AbstractCollection;

4 import aueb.util.api.Enumerator;

5 import aueb.util.api.Iterator;

6 import aueb.util.api.Sequence;

7

8 /**

9 * Implementation of sequence using doublelink circular list.

10 */

11 class ListSequence extends AbstractCollection implements Sequence{

12 /**

13 * Doublelink circular list iterator.

14 */

15 private class ListIterator implements Iterator {

16 /**

17 * The position of this iterator. A call to nextIndex()

18 * will return position, while a call to previousIndex()

19 * will return position1.

20 */

21 private int position;

22 /**

23 * As with position, a call to next will return node,

24 * while a call to previous will return node.previous.

25 */

26 private ListNode node;
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27 /**

28 * The last node accessed by the iterator.

29 */

30 private ListNode lastNode;

31 /**

32 * Creates an iterator on the enclosing list positioned

33 * at a given position.

34 * @param index

35 */

36 public ListIterator(int i) {

37 if (i < 0 || i > size) {

38 throw new IndexOutOfBoundsException();

39 }

40 node = head.next;

41 position = 0;

42 for(; position < i; ++position) node = node.next;

43 }

44 public boolean hasNext() {

45 return position != size;

46 }

47 public boolean hasPrevious() {

48 return position != 0;

49 }

50 public int nextIndex() {

51 return position;

52 }

53 public int previousIndex() {

54 return position  1;

55 }

56 public Object next() {

57 if (position == size) throw new IllegalStateException();

58 lastNode = node;

59 node = node.next;

60 ++position;

61 return lastNode.element;

62 }

63 public Object previous() {

64 if (position == 0) throw new IllegalStateException();

65 lastNode = node.previous;

66 node = node.previous;

67 position;

68 return lastNode.element;

69 }

70 public void add(Object object) {

71 link(node.previous, object);

72 ++position;
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73 }

74 public void remove() {

75 // Check position

76 if (lastNode == null) throw new IllegalStateException();

77 // The object being removed is on the right

78 if (lastNode == node) {

79 node = node.next;

80 }

81 // The object being removed is on the left; update position

82 else {

83 position;

84 }

85 // Remove the node

86 ListSequence.this.disconnect(lastNode);

87 lastNode = null;

88 }

89 public void set(Object object) {

90 if (lastNode == null) throw new IllegalStateException();

91 lastNode.element = object;

92 }

93 }

94 /**

95 * The head node.

96 */

97 protected ListNode head;

98 /**

99 * The number of objects in the sequence.

100 */

101 protected int size;

102 /**

103 * Default constructor. Creates an empty list.

104 */

105 public ListSequence() {

106 head = new ListNode(null);

107 head.next = head.previous = head;

108 size = 0;

109 }

110 public int size() {

111 return size;

112 }

113 /**

114 * Overrides the slow implementation inherited.

115 */

116 public void clear() {

117 head.next = head.previous = head;

118 size = 0;
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119 }

120 public boolean add(Object object) {

121 add(size, object);

122 return true;

123 }

124 public void add(int i, Object object) {

125 // Disallow null objects from being inserted

126 if (object == null) throw new IllegalArgumentException();

127 // Ensure index is valid

128 if (i < 0 || i > size) {

129 throw new IndexOutOfBoundsException();

130 }

131 // Locate the indexth node

132 ListNode p = null;

133 if (i == 0) {

134 p = head;

135 }

136 else if (i == size) {

137 p = head.previous;

138 }

139 else {

140 p = getNode(i).previous;

141 }

142 // Link a new node right after p

143 link(p, object);

144 }

145 public Object remove(int i) {

146 if (i < 0 || i >= size) throw new IndexOutOfBoundsException();

147 ListNode n = getNode(i);

148 Object element = n.element;

149 disconnect(n);

150 return element;

151 }

152 public boolean remove(Object object) {

153 ListNode n = getNode(object);

154 if (n == null) return false;

155 disconnect(n);

156 return true;

157 }

158 public Object get(int i) {

159 if (i < 0 || i >= size) throw new IndexOutOfBoundsException();

160 return getNode(i).element;

161 }

162 public Object set(int i, Object object) {

163 if (i < 0 || i > size) throw new IndexOutOfBoundsException();

164 ListNode p = getNode(i);
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165 Object temp = p.element;

166 p.element = object;

167 return temp;

168 }

169 public int indexOf(Object object) {

170 int i = 0;

171 for (ListNode p = head.next; p != head; p = p.next, ++i) {

172 if (p.element.equals(object)) return i;

173 }

174 return 1;

175 }

176 public boolean contains(Object object) {

177 return indexOf(object) != 1;

178 }

179 public Iterator iterator() {

180 return new ListIterator(0);

181 }

182 public Enumerator enumerator() {

183 return iterator();

184 }

185 public Iterator iterator(int i) {

186 return new ListIterator(i);

187 }

188 /**

189 * Locates a node based on its position.

190 * @param i The position of the node.

191 * @return The ith node of the list.

192 */

193 protected ListNode getNode(int i) {

194 ListNode p = head;

195 for (int j = 0; j <= i; ++j) p = p.next;

196 return p;

197 }

198 /**

199 * Locates the leftmost node that contains an object.

200 * @param object The object to locate.

201 * @return The eftmost node that contains object.

202 */

203 protected ListNode getNode(Object object) {

204 for (ListNode p = head.next; p != head; p = p.next) {

205 if (p.element.equals(object)) return p;

206 }

207 return null;

208 }

209 /**

210 * Inserts a node right after of a given node.
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211 * @param node The node.

212 * @param object The object to store in the new node.

213 * @return The node inserted.

214 */

215 protected ListNode link(ListNode node, Object object) {

216 ListNode newNode = new ListNode(object);

217 newNode.previous = node;

218 newNode.next = node.next;

219 node.next.previous = newNode;

220 node.next = newNode;

221 ++size;

222 return newNode;

223 }

224 /**

225 * Disconnects a node from the list.

226 * @param node The node to disconnect.

227 */

228 protected void disconnect(ListNode node) {

229 node.previous.next = node.next;

230 node.next.previous = node.previous;

231 node.clear();

232 size;

233 }

234 }

W (N) A(N)

add(Object) O (N) O (N)

add(int,Object) O (N) O (N)

remove(Object) O (N) O (N)

remove(int) O (N) O (N)

contains() O (N) O (N)

indexOf() O (N) O (N)

get(int) O (N) O (N)

set(int,Object) O (1) O (1)

size() O (1) O (1)

isEmpty() O (1) O (1)

clear() O (1) O (1)

Πίνακας 4-2: Αποτελεσµατικότητα των

µεθόδων της κλάσης ListSequence.

Ασκήσεις

4-13 Υλοποιείστε χρησιµοποιώντας τον αλγόριθµο ταξινόµησης µε εισα-

γωγή, τη µέθοδο void sort() της κλάσης ListSequence η οποία ϑα

ταξινοµεί τα στοιχεία της ακολουθίας σε αύξουσα διάταξη.

4-14 Επαναλάβετε την προηγούµενη άσκηση χρησιµοποιώντας τον αλγό-

ϱιθµο bubble sort.

4-15 Μπορούµε να ϐελτιώσουµε ελαφρώς την αποτελεσµατικότητα της

µεθόδου getNode της κλάσης ListSequence αν αντί να ξεκινάµε

τη διάσχιση από το αριστερό άκρο διασχίζοντας τη λίστα µέχρι να

εντοπίσουµε την επιθυµητή ϑέση, ξεκινάµε από το άκρο που είναι

πιο κοντά στην επιθυµητή ϑέση. Συγκεκριµένα ϑα ξεκινάµε από

τον πρώτο κόµβο αν i < N/2 όπου i είναι η ϑέση του κόµβου που

ϑέλουµε να προσπελάσουµε και N είναι το πλήθος των κόµβων στη

λίστα, ενώ διαφορετικά ϑα ξεκινάµε από τον τελευταίο κόµβο και ϑα
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διασχίζουµε προς τα πίσω. Ακυρώστε τη µέθοδο getNode(int) στον

Κώδικας 4.3, ώστε να λειτουργεί µε αυτή τη λογική.

4-16 Υλοποιήστε τη µέθοδο void reverse() της κλάσης ListSequence η

οποία αντιστρέφει την ακολουθία.

4-17 Υλοποιήστε τη µέθοδο void shuffle() της κλάσης ListSequence η

οποία µεταθέτει τυχαία τα στοιχεία της ακολουθίας.

4-18 Υλοποιήστε τη µέθοδο void addAll(Sequence) της κλάσης

ListSequence.

4-19 ∆ώστε µια υλοποίηση της µεθόδου addAll(Collection c) για την

κλάση ListSequence η οποία ϐελτιώνει την αποτελεσµατικότητα της

υλοποίησης που παρέχει η κλάση AbstractCollection.
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Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο 5

∆έντρα

5.1 Εισαγωγή

΄Ενα δέντρο είναι µια ιεραρχική οργάνωση αυθαίρετων αντικειµένων

που ονοµάζονται κόµβοι. Οι ιεραρχικές συσχετίσεις των αντικειµέ-

νων αυτών καθορίζονται από τις µεταξύ τους συνδέσεις οι οποίες

ονοµάζονται ακµές. Τέτοιες ιεραρχικές οργανώσεις µας είναι πο-

λύ οικείες : οι γενεαλογίες, τα οργανογράµµατα επιχειρήσεων, τα

συστήµατα αρχείων κτλ., παριστάνονται µε δέντρα, τα οποία µε τη

σειρά τους αποτελούν ειδίκευση των δοµών που ονοµάζονται γράφοι

ή δίκτυα.

Ορισµός 5-1. ΄Ενας γράφος G = (V, E) αποτελείται από ένα σύνολο

κόµβων V = {v1, v2, . . . vN} και ένα σύνολο ακµών E ⊆ V × V . Οι

κόµβοι του γράφου χρησιµοποιούνται για την αποθήκευση πληρο-

ϕοριών όπως ονόµατα πόλεων, ανθρώπων κτλ., και οι ακµές του για

να συνδέουν Ϲεύγη κόµβων µεταξύ τους. Λέµε ότι ο κόµβος v συν-

δέεται άµεσα µε τον κόµβο w αν υπάρχει µια e = (v, w) στο σύνολο

ακµών του γράφου.

Το Σχήµα 5-1, παριστάνει ένα γράφο µε σύνολο κόµβων

V = {A, B, C, D, E, F, G, H, I}

και σύνολο ακµών

E = {(A, B), (B, C), (C, I), (A, D), (D, G), (F, E), (G, H), (H, F )} .

139
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Αν υποθέσουµε πως ο γράφος αυτός παριστάνει το οδικό δίκτυο που

συνδέει ένα σύνολο πόλεων, ξεκινώντας από ένα κόµβο (πόλη) και

ακολουθώντας τις ακµές (οδούς) ϑα επισκεφτούµε ένα σύνολο πό-

λεων. Ξεκινώντας για παράδειγµα από την πόλη A µπορούµε να

ϕτάσουµε στις πόλεις D, G, H, F, E. Μια τέτοια διαδροµή ονοµάζε-

ται µονοπάτι.

Ορισµός 5-2. ΄Ενα µονοπάτι είναι µια ακολουθία κόµβων

v1, v2, . . . , vk στην οποία κάθε κόµβος συνδέεται µε τον επόµενό

του· ισχύει δηλαδή ότι (vi, vi+1) ∈ E, 1 ≤ i ≤ k − 1.

A B C

D E F

G H I

Σχήµα 5-1: Γραφική αναπαράσταση δι-

κτύου.

Οι κόµβοι παριστάνονται µε κύκλους

ενώ οι ακµές µε ϐέλη.
Ορισµός 5-3. ΄Ενας γράφος T = (V, E) είναι δέντρο αν υπάρχει

ακριβώς ένα µονοπάτι µεταξύ κάθε Ϲεύγους κόµβων (v, w) ∈ V .

΄Ενα δέντρο µε ϱίζα (rooted tree) είναι ένα δέντρο στο οποίο υπάρχει

ένας κόµβος στον οποίο δεν οδηγεί κανένα µονοπατι. Στα επόµενα

όταν ϑα λέµε δέντρο ϑα εννοούµε δέντρο µε ϱίζα. Το δέντρο του

Σχήµατος 5-2 για παράδειγµα, έχει ϱίζα τον κόµβο 1.

Αν σε ένα δέντρο υπάρχει µια ακµή (v, w), ϑα λέµε πως κόµβος

v είναι πατέρας του w και πως ο w είναι παιδί του v. Στο δέντρο του

Σχήµατος 5-2 για παράδειγµα, ο κόµβος 7 είναι παιδί του κόµβου 4.

΄Ενας κόµβος µπορεί να έχει µηδέν ή περισσότερα παιδιά και ακρι-

1 2 3

4 5 6

7 8 9

Σχήµα 5-2: Γραφική παράσταση δέν-

τρου.

΄Ενα δέντρο είναι ένας γράφος στον ο-

ποίο κάθε Ϲεύγος κόµβων συνδέεται

από ένα ακριβώς µονοπάτι.

ϐώς ένα πατέρα, εκτός ϕυσικά και πρόκειται για την ϱίζα, η οποία

δεν επιτρέπεται να έχει πατέρα. ΄Ενας κόµβος χωρίς παιδιά, ονοµά-

Ϲεται ϕύλλο. Οι κόµβοι v οι οποίοι προηγούνται ενός κόµβου w στο

µονοπάτι από τη ϱίζα ως τον w, ονοµάζονται πρόγονοι του κόµβου

w. Παρόµοια, όλοι οι κόµβοι w που ϐρίσκονται σε κάποιο µονοπάτι

που ξεκινά από τον κόµβο v ονοµάζονται απόγονοι του κόµβου v.

Αν σχεδιάσουµε το δέντρο του Σχήµατος 5-2 µε λίγο διαφορετικό

τρόπο, όπως για παράδειγµα στο Σχήµα 5-3, τότε οι παραπάνω σχέ-

σεις µεταξύ κόµβων είναι πολύ πιο ευδιάκριτες, χωρίς να χρειάζεται

να χρησιµοποιούµε ϐέλη για δηλώσουµε την κατεύθυνση από τον

πατέρα προς τα παιδιά. Η ϱίζα του δέντρου ϐρίσκεται πάντα στην

κορυφή, ενώ τα παιδιά ενός κόµβου ϐρίσκονται ακριβώς κάτω από

αυτόν.

Κάθε κόµβος µαζί µε τους απογόνους του, σχηµατίζουν ένα δέν-

τρο το οποίο ϑα ονοµάζουµε υπόδεντρο.

΄Ενα διατεταγµένο δέντρο (ordered tree) είναι ένα δέντρο στο ο-

ποίο η διάταξη των παιδιών κάθε κόµβου καθορίζεται ϱητά. Αν
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επιπλέον απαιτήσουµε κάθε κόµβος να έχει ακριβώς M παιδιά, τότε

έχουµε ένα M -δικό δέντρο. Φυσικά, για πρακτικούς λόγους επι-

τρέπουµε οι κόµβοι ενός M -δικού δέντρου να έχουν λιγότερα από

M παιδιά. ΄Ετσι, εισάγουµε τεχνητούς κόµβους που ονοµάζονται

εξωτερικοί κόµβοι, έτσι ώστε να ικανοποιείται η συνθήκη ορισµού.

Με ϐάση αυτή τη σύµβαση, όλοι οι κόµβοι που δεν είναι εξωτερικοί

ονοµάζονται εσωτερικοί κόµβοι και πλέον τα ϕύλλα είναι εκείνοι οι

εσωτερικοί κόµβοι που όλα τα παιδιά τους είναι εξωτερικοί κόµβοι.

Η πιο απλή αλλά και πιο δηµοφιλής περίπτωση M -δικών δέντρων

είναι τα δυαδικά δέντρα.

Ορισµός 5-4. ΄Ενα δυαδικό δέντρο είναι είτε ένας εξωτερικός κόµβος,

είτε ένας εσωτερικός κόµβος µε δύο παιδιά που είναι δυαδικά δέντρα

και ονοµάζονται αριστερό και δεξί δέντρο.

Ο Ορισµός 5-4 είναι αναδροµικός. Το απλούστερο δυαδικό δέντρο

είναι το κενό δυαδικό δέντρο, που έχει ϱίζα ένα εξωτερικό κόµβο.

Κάθε κόµβος που έχει δύο παιδιά που είναι, κενά ή όχι, δυαδικά

δέντρα, αποτελεί ένα δυαδικό δέντρο.

1

4

7

8

6

5

2

3

9

1

4

7

8

6
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9

Σχήµα 5-3: Το δέντρο του Σχήµατος 5-2,

σχεδιασµένο ώστε να είναι προφανής

η σχέση πατέρα-παιδιού.

Στα αριστερά η κατεύθυνση των α-

κµών καθορίζεται ϱητά, ενώ στα δε-

ξιά υπονοείται κατεύθυνση από πάνω

προς τα κάτω. Κάθε κόµβος w εκτός

της ϱίζας έχει ακριβώς ένα κόµβο v
πάνω απ΄ αυτόν έτσι ώστε (v, w) ∈ E.

Θεώρηµα 5-1. ΄Ενα δυαδικό δέντρο µε N εσωτερικούς κόµβους έχει

N + 1 εξωτερικούς κόµβους.

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε την ιδιότητα αυτή µε επαγωγή στο πλή-

ϑος των κόµβων ενός δυαδικού δέντρου.

΄Ενα δυαδικό δέντρο ενός εσωτερικού κόµβου έχει δύο εξωτερι-

κούς κόµβους (το αριστερό και το δεξί υπόδεντρο). Εποµένως το

Θεώρηµα 5-1 ισχύει για N = 1.

Ας υποθέσουµε πως ένα δυαδικό δέντρο µε k ≥ 1 εσωτερικούς

κόµβους έχει k + 1 εξωτερικούς κόµβους. Χρησιµοποιώντας την

επαγωγική υπόθεση ϑα υπολογίσουµε το πλήθος των εξωτερικών

κόµβων ενός δυαδικού δέντρου µε k + 1 εσωτερικούς κόµβους.

∆εδοµένου ότι η ϱίζα είναι εσωτερικός κόµβος, ένα δυαδικό δέν-

τρο µε k + 1 εσωτερικούς κόµβους ϑα έχει m εσωτερικούς κόµ-

ϐους στο αριστερό του υπόδεντρο, και k − m στο δεξί, για κάποιο

m ∈ [0, k]. Με ϐάση την επαγωγική υπόθεση, το αριστερό υπόδεν-

τρο έχει m+1 εξωτερικούς κόµβους, και το δεξί k−m+1. Συνολικά

υπάρχουν λοιπόν k + 2 εξωτερικοί κόµβοι.
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Θεώρηµα 5-2. ΄Ενα δυαδικό δέντρο µε N εσωτερικούς κόµβους έχει

2N ακµές. Οι N − 1 απ΄ αυτές οδηγούν σε εσωτερικούς κόµβους, και

N + 1 οδηγούν σε εξωτερικούς κόµβους.

A

K

I

J S

C

F

B

Σχήµα 5-4: ∆υαδικό δέντρο.

Οι εσωτερικοί κόµβοι συµβολίζονται

µε κύκλους ενώ οι εξωτερικοί κόµ-

ϐοι συµβολίζονται µε τετράγωνα χω-

ϱίς περιεχόµενο. ΄Ενας κόµβος που

τα παιδιά του είναι εξωτερικοί κόµβοι

είναι ϕύλλο.

Απόδειξη. Η απόδειξη του ϑεωρήµατος αυτού απορρέει ϕυσικά από

τον Ορισµό 5-4 και από το Θεώρηµα 5-1. ΄Εχουµε N εσωτερικούς

κόµβους και συνεπώς ϑα πρέπει να υπάρχουν ακµές προς όλους

τους κόµβους εκτός από τη ϱίζα. Εποµένως ακριβώς N − 1 ακµές

του δέντρου οδηγούν σε εσωτερικούς κόµβους. Επειδή το δέντρο

έχει N + 1 εξωτερικούς κόµβους, ϑα πρέπει να υπάρχουν ακριβώς

τόσες ακµές που οδηγούν σε αυτούς. Συνολικά το δέντρο έχει 2N
ακµές.

Ορισµός 5-5. Το επίπεδο ενός κόµβου δέντρου, είναι το επίπεδο του

πατέρα του συν ένα. Το επίπεδο της ϱίζας ενός δέντρου είναι µηδέν.

Το ύψος ενός δέντρου είναι το µέγιστο από τα επίπεδα των κόµβων

του δέντρου.

Ορισµός 5-6. Το µήκος µονοπατιού ενός δέντρου είναι το άθροισµα

των επιπέδων των κόµβων του. Το µήκος εσωτερικού µονοπατιού ενός

δέντρου είναι το άθροισµα των επιπέδων των εσωτερικών κόµβων του.

Το µήκος εξωτερικού µονοπατιού ενός δέντρου είναι το άθροισµα των

επιπέδων των εξωτερικών κόµβων του.

Θεώρηµα 5-3. Το µήκος εξωτερικού µονοπατιού ενός δυαδικού δέν-

τρου µε N εσωτερικούς κόµβους είναι κατά 2N µεγαλύτερο του µή-

κους εσωτερικού µονοπατιού.

Απόδειξη. ΄Εστω k το πλήθος των εσωτερικών κόµβων ενός δυαδικού

δέντρου. Αν k = 1, το µήκος εσωτερικού µονοπατιού είναι I = 0.

Επιπλέον το δέντρο έχει δύο εξωτερικούς κόµβους στο επίπεδο 1, και

κατά συνέπεια το µήκος εξωτερικού µονοπατιού E = 2. Εποµένως

ισχύει E = I + 2k για k = 1.

Ας υποθέσουµε τώρα ότι σε κάθε δέντρο µε N εσωτερικούς κόµ-

ϐους ισχύει ότι

E = I + 2k, 1 ≤ k ≤ N . (5.1)

Μπορούµε να µετατρέψουµε κάθε δέντρο T µε N εσωτερικούς κόµ-

ϐους σε ένα δέντρο µε N +1 εσωτερικούς κόµβους, αντικαθιστώντας

ένα τυχαίο εξωτερικό κόµβο µε ένα ϕύλλο. ΄Εστω T ′ το δέντρο που
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A

B

D

H I

E

J K

C

F

L M

G

N O

Σχήµα 5-5: ΄Ενα πλήρες δυαδικό δέντρο

ύψους 4.

Σε κάθε επίπεδο i του δέντρου υπάρ-

χουν 2i εσωτερικοί κόµβοι. ΄Ολοι οι

εξωτερικοί κόµβοι ϐρίσκονται στο τε-

λευταίο επίπεδο του δέντρου.

προκύπτει, το οποίο ϑα έχει µήκος εσωτερικού µονοπατιού I ′ και

µήκος εξωτερικού µονοπατιού E′. Θα ισχύει ϐεβαίως

E′ = E − l + 2 (l + 1) = E + l + 2 (5.2)

και

I ′ = I + l (5.3)

όπου l είναι το επίπεδο του εξωτερικού κόµβου που αντικαταστάθη-

κε. Με ϐάση τις σχέσεις (5.1) και (5.3), η σχέση 5.2 γίνεται

E′ = 2k +
(

I ′ − l
)

+ l + 2 = 2 (k + 1) + I ′

ολοκληρώνοντας την απόδειξη.

Θεώρηµα 5-4. Το ύψος ενός δυαδικού δέντρου µε N εσωτερικούς κόµ-

ϐους είναι µεταξύ των τιµών blg Nc+1 και N συµπεριλαµβανοµένων

αυτών.

Απόδειξη. ΄Εστω ένα δυαδικό δέντρο µε ύψος h και πλήθος εσωτερι-

κών κόµβων N . Προφανώς N ≤
h−1
∑

i=0
2i = 2h − 1 και κατά συνέπεια

lg (N + 1) ≤ h

Εξάλλου ο µόνος τρόπος να κατασκευάσουµε ένα δυαδικό δέντρο

µε το µέγιστο δυνατό ύψος είναι να έχουµε ακριβώς ένα εσωτερικό

κόµβο σε κάθε επίπεδο. Αν το δέντρο έχει N εσωτερικούς κόµβους,

τότε h = N . Εν γένει λοιπόν, h ≤ N .

A

B

C

D

E

F

G

H

I

K

Σχήµα 5-6: ΄Ενα δυαδικό δέντρο ύψους

10.

Σε κάθε επίπεδο του δέντρου εκτός α-

πό το πρώτο και το τελευταίο, υπάρχει

µόνο ένας εσωτερικός και ένας εξωτε-

ϱικός κόµβος.
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Ασκήσεις

5-1 Σχεδιάστε το δέντρο T = (V,E) µε σύνολο κόµβων

V = {k, n, i, g, h, t, s}

και σύνολο ακµών

V = {(k, n), (k, i), (n, g), (i, h), (i, t)} .

5-2 Σχεδιάστε το παρακάτω δέντρο όπως στο Σχήµα 5-3. Ποιά είναι τα

σύνολα V και E;

A D G

B E H

C F I

5-3 Υπολογίστε το µέγιστο πλήθος ακµών ενός γράφου µε |V | κόµβους.

5-4 ΄Ενας γράφος S λέγεται υπογράφος του γράφου G, αν το σύνολο

κόµβων του και το σύνολο ακµών του είναι υποσύνολα των αντίστοι-

χων συνόλων του G. ΄Ενας συνεκτικός γράφος είναι ένας γράφος

που περιλαµβάνει ένα τουλάχιστον µονοπάτι µεταξύ κάθε Ϲεύγους

κόµβων. Σχεδιάστε τρεις τουλάχιστον συνεκτικούς υπογράφους του

γράφου του Σχήµατος 5-1 στη σελίδα 140.

5-5 Αποδείξτε πως ένας συνεκτικός γράφος G = (V,E) µε |V |−1 ακµές

είναι δέντρο.

5-6 ΄Ενα δυαδικό δέντρο µε ύψος h, έχει σε κάθε επίπεδο εκτός από το

τελευταίο, το µέγιστο αριθµό εσωτερικών κόµβων. ∆ώστε τα όρια στα

οποία κινείται το πλήθος N των εσωτερικών κόµβων του δέντρου.

5-7 Υπολογίστε το µήκος εσωτερικού και εξωτερικού µονοπατιού του

δέντρου του Σχήµατος 5-4 στη σελίδα 142.

5-8 Αποδείξτε πως το µήκος εσωτερικού µονοπατιού ενός δυαδικού δέν-

τρου µε N εσωτερικούς κόµβους είναι µεταξύ των τιµών N lg
(

N
4

)

και N (N−1)
2 .



5.2. ΥΛΟΠΟ�ΙΗΣΗ ∆ΥΑ∆ΙΚ�ΩΝ ∆�ΕΝΤΡΩΝ 145

5.2 Υλοποίηση δυαδικών δέντρων

Για να υλοποιήσουµε ένα δυαδικό δέντρο πρέπει να µπορούµε να

παραστήσουµε κόµβους και ακµές. Κάθε εσωτερικός κόµβος µπο-

ϱεί να παρασταθεί από ένα αντικείµενο το οποίο έχει τρεις αναφο-

ϱές : µία για το αποθηκευµένο αντικείµενο, την οποία ονοµάζουµε

element, και µία για κάθε κόµβο-παιδί τις οποίες ονοµάζουµε left

και right. Για τους εξωτερικούς κόµβους υπάρχουν δύο προσεγ-

γίσεις. Με ϐάση την πρώτη, ϑεωρούµε πως αν η µεταβλητή left ή

right ενός κόµβου είναι null, το αντίστοιχο παιδί είναι εξωτερικός

κόµβος. Μια άλλη προσέγγιση είναι η χρήση ενός ειδικού αντικει-

µένου που παριστάνει τους εξωτερικούς κόµβους. Αν και στην πράξη

χρησιµοποιείται η πρώτη προσέγγιση, εµείς ϑα παρουσιάσουµε και

τις δύο.

Κώδικας 5.1: Η κλάση BinaryTree

1 package aueb.util.imp;

2

3 public class BinaryTree {

4

5 public static class Node {

6

7 protected static final Node EXTERNAL = new Node();

8

9 protected Object element;

10 protected Node left, right, parent;

11

12 private Node() {

13 super();

14 }

15

16 protected Node(Object element) {

17 this(element, EXTERNAL, EXTERNAL, EXTERNAL);

18 }

19

20 protected Node(Object element, Node parent, Node left, Node right) {

21 super();

22 if (parent == null || left == null || right == null) {

23 throw new IllegalArgumentException();

24 }

25 this.element = element;

26 this.left = left;

27 this.right = right;
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28 }

29

30 public Object getElement() {

31 illegalOnExternalNode();

32 return element;

33 }

34

35 public void setElement(Object element) {

36 illegalOnExternalNode();

37 this.element = element;

38 }

39

40 public Node getParent() {

41 illegalOnExternalNode();

42 return parent;

43 }

44

45 public Node getLeftChild() {

46 illegalOnExternalNode();

47 return left;

48 }

49

50 public Node getRightChild() {

51 illegalOnExternalNode();

52 return right;

53 }

54

55 public boolean isExternal() {

56 return this == EXTERNAL;

57 }

58

59 public boolean isInternal () {

60 return this != EXTERNAL;

61 }

62

63 public boolean isLeaf() {

64 return this.left.isExternal() && this.right.isExternal();

65 }

66

67 private void illegalOnExternalNode() {

68 if (this == EXTERNAL) {

69 throw new IllegalStateException();

70 }

71 }

72

73 }
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Η κλάση BinaryTree.Node του Κώδικα 5.1 υλοποιεί ένα κόµβο

δυαδικού δέντρου σε Java. Η µεταβλητή element παριστάνει την

πληροφορία που αποθηκεύει κάθε κόµβος. Κάθε κόµβος έχει επί-

σης δύο µεταβλητές left και right οι οποίες είναι οι ακµές που τον

συνδέουν µε τα δύο παιδιά του. Το πεδίο parent είναι µια αναφορά

στον πατέρα ενός κόµβου.

Η κλάση BinaryTree.Node, ορίζει ένα ειδικό κόµβο EXTERNAL

(προσέξτε πως για την κατασκευή του χρησιµοποιείται ο ιδιωτικός

κατασκευαστής της κλάσης) ο οποίος παριστάνει ένα εξωτερικό κόµ-

ϐο. ΄Ετσι αν το αριστερό (δεξί) παιδί ενός εσωτερικού κόµβου είναι

εξωτερικός κόµβος, η µεταβλητή left (right) ϑα περιέχει τη διεύ-

ϑυνση του αντικειµένου EXTERNAL.

Η κλάση παρέχει τρεις κατασκευαστές. Ο πρώτος είναι ιδιωτικός

και χρησιµοποιείται µόνο και µόνο για την κατασκευή ενός και µο-

ναδικού αντικειµένου, του κόµβου BinaryTree.Node.EXTERNAL που

παριστάνει τους εξωτερικούς κόµβους. Οι υπόλοιποι κατασκευαστές

είναι προστατευµένοι και κατά συνέπεια ορατοί εντός του πακέτου

αλλά και από υποκλάσεις ανεξαρτήτως πακέτου.

Οι µέθοδοι getElement, getParent, getLeftChild και

getRightChild, επιστρέφουν το περιεχόµενο αντικείµενο, τον πα-

τέρα, το αριστερό και το δεξί παιδί ενός κόµβου, αντίστοιχα.

Οι µέθοδοι αυτές δεν µπορούν να εκτελεστούν από τον εξωτε-

ϱικό κόµβο. Για το λόγο αυτό, χρησιµοποιούµε την ιδιωτική

µέθοδο illegalOnExternalNode η οποία σηµαίνει µια εξαίρεση

IllegalStateException όταν εκτελεστεί από τον εξωτερικό κόµβο

BinaryTree.Node.EXTERNAL.

Για να µπορούµε να διακρίνουµε αν ένας κόµβος είναι ϕύλ-

λο, εσωτερικός ή εξωτερικός κόµβος, η κλάση παρέχει τις µεθόδους

isLeaf, isInternal και isExternal αντίστοιχα.

Για να σχηµατίσουµε δυαδικά δέντρα, δεν έχουµε παρά να κατα-

σκευάσουµε µερικά αντικείµενα της κλάσης BinaryTree.Node και

να τα συνδέσουµε κατάλληλα. Η κλάση BinaryTree που παρουσιά-

Ϲεται στον Κώδικα 5.2 παρέχει όλες τις απαιτούµενες µεθόδους για

το χειρισµό δυαδικών δέντρων. Μπορούµε να πάρουµε µια ιδέα για

τον τρόπο χρήσης της, µελετώντας το παρακάτω απόσπασµα κώδι-

κα, το οποίο κατασκευάζει ένα δυαδικό δέντρο που αντιστοιχεί σε

αυτό του Σχήµατος 5-7.
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BinaryTree tree = new BinaryTree();

BinaryTree.Node a = BinaryTree.makeLeafNode("A");

BinaryTree.Node b = BinaryTree.makeLeafNode("B");

BinaryTree.Node c = BinaryTree.makeLeafNode("C");

BinaryTree.Node d = BinaryTree.makeLeafNode("D");

BinaryTree.Node e = BinaryTree.makeLeafNode("E");

BinaryTree.Node f = BinaryTree.makeLeafNode("F");

BinaryTree.Node g = BinaryTree.makeLeafNode("G");

tree.setRootNode(a);

tree.setLeftChild(a, b);

tree.setRightChild(a, c);

tree.setLeftChild(b, f);

tree.setRightChild(c, d);

tree.setRightChild(d, e);

tree.setRightChild(f, g);

A

B

F

G

C

D

E

Σχήµα 5-7: Κατασκευάζοντας ένα δυα-

δικό δέντρο.

Κώδικας 5.2: Η κλάση BinaryTree (συνέχεια)

74

75 protected Node root;

76

77 public BinaryTree() {

78 super();

79 root = Node.EXTERNAL;

80 }

81

82 public BinaryTree(Node node) {

83 super();

84 root = node;

85 root.parent = Node.EXTERNAL;

86 }

87

88 public static Node makeLeafNode(Object element) {

89 return new Node(element);

90 }

91

92 public Node setRootNode(Node root) {

93 if (this.root != Node.EXTERNAL) {

94 throw new IllegalStateException();

95 }

96 checkNode(root);

97 return this.root = root;

98 }

99

100 public Node getRoot() {
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101 return root;

102 }

103

104 public void setElement(Node node, Object element) {

105 checkNode(node);

106 checkElement(element);

107 node.element = element;

108 }

109

110 public void setLeftChild(Node parent, Node child) {

111 if (parent.left != Node.EXTERNAL) {

112 throw new IllegalStateException();

113 }

114 child.parent = parent;

115 parent.left = child;

116 }

117

118 public void setRightChild(Node parent, Node child) {

119 if (parent.right != Node.EXTERNAL) {

120 throw new IllegalStateException();

121 }

122 child.parent = parent;

123 parent.right = child;

124 }

125

126 public BinaryTree getLeftSubtree(Node node) {

127 checkNode(node);

128 return new BinaryTree(node.left);

129 }

130

131 public BinaryTree getLeftSubtree() {

132 return new BinaryTree(root.left);

133 }

134

135 public BinaryTree getRightSubtree(Node node) {

136 checkNode(node);

137 return new BinaryTree(node.right);

138 }

139

140 public BinaryTree getRightSubtree() {

141 return new BinaryTree(root.right);

142 }

143

144 public Node getSibling(Node node) {

145 checkNode(node);

146 return node == node.parent.left



150 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 5. ∆�ΕΝΤΡΑ

147 ? node.parent.left

148 : node.parent.right;

149 }

150

151 public boolean isRoot(Node node) {

152 return root == node;

153 }

154

155 public int level(Node node) {

156 return isRoot(node) ? 0 : 1 + level(node.parent);

157 }

158

159 public int height() {

160 return height(root);

161 }

162

163 private int height(Node node) {

164 return node.isLeaf()

165 ? 1

166 : 1 + Math.max(height(node.left), height(node.right));

167 }

168

169 private void checkNode(Node node) {

170 if (node == null) {

171 throw new IllegalArgumentException();

172 }

173 }

174

175 private void checkElement(Object element) {

176 if (element == null) {

177 throw new IllegalArgumentException();

178 }

179 }

180

181 }

Η µόνη µεταβλητή που απαιτείται είναι µια αναφορά στη ϱίζα

του δέντρου. Ο εξ΄ ορισµού κατασκευαστής δηµιουργεί ένα κενό

δυαδικό δέντρο, δηλαδή ένα εξωτερικό κόµβο. Χρησιµοποιώντας

τη στατική µέθοδο κατασκευής makeLeafNode µπορούµε να κατα-

σκευάσουµε ϕύλλα.

Η µέθοδος setRootNode δέχεται ένα όρισµα τύπου

BinaryTree.Node το οποίο γίνεται ϱίζα του δέντρου. Κάτι

τέτοιο µπορεί να γίνει ωστόσο µόνο εφόσον το δέντρο είναι

κενό. ∆ιαφορετικά η µέθοδος σηµαίνει µια εξαίρεση τύπου
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IllegalStateException.

Ασκήσεις

5-9 Γράψτε ένα απόσπασµα κώδικα το οποίο κατασκευάζει το δυαδικό

δέντρο του Σχήµατος 5-4.

5-10 Γράψτε ένα απόσπασµα κώδικα το οποίο κατασκευάζει το δυαδικό

δέντρο του Σχήµατος 5-6.

5-11 Υλοποιήστε την κλάση OrderedTree, τα αντικείµενα της οποίας εί-

ναι διατεταγµένα δέντρα. Κάθε κόµβος του δέντρου µπορεί να έχει

µηδέν ή περισσότερα παιδιά.

5.3 ∆ιάσχιση δυαδικών δέντρων

Η διάσχιση ενός δυαδικού δέντρου είναι η επεξεργασία όλων των

κόµβων του µε ένα συστηµατικό τρόπο. Πρόκειται για την πιο ϑε-

µελιώδη διαδικασία επεξεργασίας ενός δυαδικού δέντρου, και απο-

τελεί σηµαντικό τµήµα πολλών αλγορίθµων.

Σε αντίθεση µε µια ακολουθία, όπου ο τρόπος διάσχισης προκύ-

πτει διαισθητικά (για παράδειγµα ξεκινώντας από τον πρώτο κόµβο

προς τον τελευταίο), ένα δυαδικό δέντρο δεν ϕαίνεται να έχει ένα

προφανή τρόπο διάσχισης. Είναι λογικό να ξεκινήσουµε τη διάσχι-

ση από τη ϱίζα του δέντρου. Στη συνέχεια ωστόσο, έχουµε αρκετές

επιλογές.

• Μπορούµε να επισκεφτούµε τη ϱίζα, στη συνέχεια να προχω-

ϱήσουµε στο αριστερό υπόδεντρο, και αφού ολοκληρώσουµε

τη διάσχισή του, να επιστρέψουµε στη ϱίζα και να διασχίσουµε

το δεξί υπόδεντρο µε τον ίδιο τρόπο.

• Μπορούµε να διασχίσουµε το αριστερό υπόδεντρο, στη συνέ-

χεια να επισκεφτούµε τη ϱίζα, και τέλος να διασχίσουµε µε

τον ίδιο τρόπο το δεξί υπόδεντρο.

• Μπορούµε να διασχίσουµε το αριστερό και έπειτα το δεξί υπό-

δεντρο, και τέλος να επιστρέψουµε στη ϱίζα προκειµένου να

την επισκεφτούµε.

• Μπορούµε να επισκεφτούµε το αριστερό και έπειτα το δεξί

παιδί της ϱίζας και να συνεχίσουµε µε τον ίδιο τρόπο µε το
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επόµενο επίπεδο του δέντρου ώσπου να ϕτάσουµε στο τελευ-

ταίο.

Οι τρεις πρώτες από τις παραπάνω µεθόδους διάσχισης είναι σχεδόν

πανοµοιότυπες και διαφέρουν µονάχα κατά την χρονική στιγµή που

επιλέγουµε να επισκεφτούµε τη ϱίζα σε σχέση µε τα παιδιά της.

Η πρώτη περίπτωση, στην οποία επισκεπτόµαστε τη ϱίζα προτού

διασχίσουµε τα υπόδεντρά της, ονοµάζεται προδιατεταγµένη διάσχι-

ση preorder traversal. Η δεύτερη, στην οποία επισκεπτόµαστε τη

ϱίζα µεταξύ της διάσχισης του αριστερού και του δεξιού υποδέντρου,

ονοµάζεται ενδοδιατεταγµένη διάσχιση (inorder traversal). Η τρίτη

περίπτωση, στην οποία επισκεπτόµαστε τη ϱίζα αφού προηγουµένως

έχουµε επισκεφτεί και τα δύο υπόδεντρα, ονοµάζεται µεταδιατεταγ-

µένη διάσχιση (postorder traversal). Η τέταρτη µέθοδος διάσχισης

ονοµάζεται διάσχιση κατά επίπεδα level-order traversal.
Η διαφορά µεταξύ των τριών πρώτων µεθόδων και της τέταρτης

είναι ότι οι πρώτες προχωρούν διάσχιση κατά ϐάθος, ενώ η τελευταία

προχωρεί κατά πλάτος όπως ϕαίνεται και στο Σχήµα 5-8.

A

B

F G

I

C

D

E

H

Π∆Τ Ε∆Τ Μ∆Τ ΚΕΠ

A F F A

B B G B

F I I C

G G B F

I A A G

C C H D

D D E I

E H D E

H E C H

Σχήµα 5-8: ∆ιάσχιση δυαδικών δέν-

τρων.

Ο πίνακας παρουσιάζει τη σειρά µε

την οποία ανακαλύπτονται οι κόµβοι

του δέντρου από κάθε µέθοδο διάσχι-

σης.

5.3.1 Αναδροµική διάσχιση κατά βάθος

Μια παρατηρητική µατιά στον τρόπο που περιγράψαµε τους τρό-

πους διάσχισης κατά ϐάθος, µας πείθει πως έχουµε µπροστά µας

τρεις αναδροµικούς αλγορίθµους. Πράγµατι µπορούµε εύκολα να

υλοποιήσουµε τις τρεις αυτές µεθόδους διάσχισης χρησιµοποιώντας

αναδροµή. Επειδή ωστόσο έχουµε τρεις διαφορετικές επιλογές, ϑα

χρησιµοποιήσουµε µια αφηρηµένη κλάση TreeTraversal, η οποία

συγκεντρώνει τα κοινά χαρακτηριστικά όλων των µεθόδων διάσχι-

σης. Η κλάση αυτή παρουσιάζεται στον Κώδικα 5.3.

Κώδικας 5.3: Η αφηρηµένη κλάση TreeTraversal.

1 package aueb.util.imp.traversals;

2

3 import aueb.util.imp.BinaryTree;

4

5 public abstract class TreeTraversal {

6

7 public static interface NodeVisitor {

8 public void visit(BinaryTree.Node node);

9 }

10
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11 protected BinaryTree tree;

12 protected NodeVisitor visitor;

13

14 public TreeTraversal(BinaryTree tree, NodeVisitor visitor) {

15 super();

16 if (tree == null || visitor == null) {

17 throw new IllegalArgumentException();

18 }

19 this.tree = tree;

20 this.visitor = visitor;

21 }

22

23 public abstract void start();

24 }

Η κλάση TreeTraversal έχει δύο µεταβλητές : Η πρώτη εί-

ναι µια αναφορά στο δυαδικό δέντρο προς διάσχιση, και η δεύ-

τερη µια αναφορά σε ένα αντικείµενο που υλοποιεί τη διεπαφή

TreeTraversal.NodeVisitor. Και οι δύο µεταβλητές αρχικοποιούν-

ται κατά την κατασκευή ενός αντικειµένου και δεν µπορούν να αλ-

λάξουν από εκεί και έπειτα.

Η διεπαφή TreeTraversal.NodeVisitor ορίζει µια και µοναδι-

κή µέθοδο visit. Η ύπαρξή της εξυπηρετεί το διαχωρισµό του αλ-

γορίθµου διάσχισης από τον αλγόριθµο επεξεργασίας των κόµβων του

δέντρου. Κάθε συγκεκριµένη απόγονος της κλάσης TreeTraversal

πρέπει να καλεί τη µέθοδο visit στο αντικείµενο visitor, κάθε

ϕορά που ανακαλύπτει ένα κόµβο κατά τη διάσχιση, ώστε να το

“ειδοποιήσει” για την ανακάλυψη του κόµβου. Το είδος της επεξερ-

γασίας που ϑα ακολουθήσει, αποτελεί ευθύνη της υλοποίησης του

αντικειµένου visitor µε το οποίο αρχικοποιήθηκε το αντικείµενο

διάσχισης.

Κώδικας 5.4: Η κλάση RecursivePreorder

1 package aueb.util.imp.traversals;

2

3 import aueb.util.imp.BinaryTree;

4

5 public class RecursivePreorder extends TreeTraversal {

6

7 public RecursivePreorder(BinaryTree tree, NodeVisitor visitor) {

8 super(tree, visitor);

9 }

10



154 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 5. ∆�ΕΝΤΡΑ

11 public void start() {

12 preorder(tree);

13 }

14

15 public void preorder(BinaryTree tree) {

16 BinaryTree.Node root = tree.getRoot();

17 if (root.isExternal()) {

18 return;

19 }

20 visitor.visit(root);

21 preorder(tree.getLeftSubtree());

22 preorder(tree.getRightSubtree());

23 }

24

25 }

Η κλάση RecursivePreorder που παρουσιάζεται στον Κώδικα 5.4

είναι µια απόγονος της κλάσης TreeTraversal που υλοποιεί

τον αναδροµικό αλγόριθµο προδιατεταγµένης διάσχισης. Ο κα-

τασκευαστής της κλάσης, απλώς καλεί τον κατασκευαστή της

TreeTraversal· η µέθοδος preorder είναι η υλοποίηση του αλγο-

ϱίθµου διάσχισης. Αν το δέντρο tree έχει ως ϱίζα ένα εξωτερικό

κόµβο, τότε δεν υπάρχουν κόµβοι για επεξεργασία (γραµµές 17-

19). ∆ιαφορετικά, πρέπει να γίνει επεξεργασία της ϱίζας του δέν-

τρου. Αυτό το αναλαµβάνει το αντικείµενο visitor. Είναι ωστόσο

ευθύνη της µεθόδου διάσχισης να ειδοποιήσει το αντικείµενο αυτό

καλώντας τη µέθοδο visit µε όρισµα τον κόµβο που ανακαλύφθη-

κε. Μόλις η επεξεργασία ολοκληρωθεί (γραµµή 20) η διάσχιση ϑα

πρέπει να προχωρήσει µε αναδροµικό τρόπο στη διάσχιση του αρι-

στερού υποδέντρου (γραµµή 21) και τέλος στη διάσχιση του δεξιού

υποδέντρου (γραµµή 22). Για να ξεκινήσουµε τη διάσχιση δεν έχου-

µε παρά να καλέσουµε τη µέθοδο start σε ένα αντικείµενο τύπου

RecursivePreorder το οποίο έχουµε κατασκευάσει προηγουµένως.

Σε απλές περιπτώσεις όπως όταν για παράδειγµα ϑέλουµε απλώς να

τυπώσουµε τα περιεχόµενα των κόµβων του δέντρου µπορούµε να

συντοµεύσουµε τη διαδικασία χρησιµοποιώντας µια ανώνυµη εσω-

τερική κλάση.

new RecursivePreorder(

tree,

new TreeTraversal.NodeVisitor() {

public void visit(BinaryTree.Node n) {

System.out.println(n);
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}

}

).start();

Μπορούµε πολύ εύκολα να υλοποιήσουµε ανάλογες κλάσεις οι ο-

ποίες εκτελούν αναδροµική ενδοδιατεταγµένη και µεταδιατεταγµέ-

νη διάσχιση δυαδικών δέντρων. Η µόνη διαφορά ϑα είναι το όνοµα

της µεθόδου που υλοποιεί τη διάσχιση (π.χ., inorder αν πρόκει-

ται για ενδοδιατεταγµένη διάσχιση ή postorder αν πρόκειται για

µεταδιατεταγµένη) καθώς επίσης η ϑέση της γραµµής 20 του Κώ-

δικα 5.4 σε σχέση µε τις γραµµές 21 και 22. Η υλοποίηση των

κλάσεων αυτών αφήνεται ως άσκηση.

Μπορούµε ϐέβαια, να συνδυάσουµε και τις τρεις µεθόδους ανα-

δροµικής διάσχισης σε µία γενική µέθοδο. Παρατηρούµε ότι κατά

την διάσχιση κατά ϐάθος, συναντάµε κάθε κόµβο τρεις ϕορές :

i). όταν ξεκινάµε την επεξεργασία του δέντρου που έχει ϱίζα τον

κόµβο αυτό,

ii). αφού έχουµε επεξεργαστεί το αριστερό του υπόδεντρο, και

iii). αφού έχουµε επεξεργαστεί το δεξί του υπόδεντρο.

Στην πρώτη περίπτωση λέµε ότι η διάσχιση ϐρίσκεται αριστερά από

τον κόµβο, στη δεύτερη ότι ϐρίσκεται κάτω από τον κόµβο και στην

τρίτη ότι ϐρίσκεται δεξιά απ΄ τον κόµβο. Αυτή η µέθοδος διάσχισης

ονοµάζεται περίπατος Euler.
Μπορούµε λοιπόν να σχεδιάσουµε µια κλάση για τη διάσχιση

δυαδικών δέντρων η οποία ανάλογα µε τη ϑέση στην οποία ϐρίσκεται

σε σχέση µε ένα κόµβο, να καλεί µια µέθοδο επεξεργασίας όπως τη

µέθοδο ισιτ της διεπαφής TreeTraversal.NodeVisitor. Βεβαίως

τώρα πρέπει να έχουµε τρεις µεθόδους επεξεργασίας, µία για κάθε

ϕορά που απαντάται ένας κόµβος κατά τη διάσχιση. Θα ονοµάσουµε

τις µεθόδους αυτές left, below, και right.

Η κλάση EulerTour που παρουσιάζεται στον Κώδικα 5.5 δεν εί-

ναι παρά η συγχώνευση του κώδικα της κλάσης RecursivePreorder

µε αυτόν των κλάσεων RecursiveInorder και RecursivePostorder

της ΄Ασκησης 5-14. Ωστόσο η διεπαφή του αντικειµένου ε-

πεξεργασίας πρέπει να αλλάξει, καθώς ϑα υπάρχουν πλέον

τρεις αντί µιας µεθόδου. Χρειαζόµαστε µια διεπαφή ανάλο-

γη της TreeTraversal.NodeVisitor την οποία ϑα ονοµάσουµε

EulerTour.NodeVisitor και ϑα περιλαµβάνει τις τρεις µεθόδους ε-

πεξεργασίας left, down και right.
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Κώδικας 5.5: Η κλάση EulerTour

1 package aueb.util.imp.traversals;

2

3 import aueb.util.imp.BinaryTree;

4

5 /**

6 * Euler tour for binary trees.

7 * @author <a href="mailto:msintichakis@yahoo.com">Marios Sintichakis</a>

8 */

9 public class EulerTour {

10

11 public static interface NodeVisitor {

12

13 /**

14 * Before the traversal of a node’s left subtree.

15 * @param node The node.

16 */

17 public void left(BinaryTree.Node node);

18

19 /**

20 * Right after having traversed a node’s left subtree.

21 * @param node The node.

22 */

23 public void below(BinaryTree.Node node);

24

25 /**

26 * Right after having traversed a node’s right subtree.

27 * @param node The node.

28 */

29 public void right(BinaryTree.Node node);

30

31 }

32

33 private BinaryTree tree;

34 private NodeVisitor visitor;

35

36 public EulerTour(BinaryTree tree, NodeVisitor visitor) {

37 super();

38 if (tree == null || visitor == null) {

39 throw new IllegalArgumentException();

40 }

41 this.tree = tree;

42 this.visitor = visitor;

43 }

44

45 public void start() {
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46 traverse(tree.getRoot());

47 }

48

49 /**

50 * Template method that recursively processes all nodes in a binary tree.

51 * The actual processing is delegated to the visitor.

52 * @param node The root of the tree to traverse.

53 */

54 private void traverse(BinaryTree.Node node) {

55 if (node.isExternal()) {

56 return;

57 }

58 visitor.left(node);

59 traverse(node.getLeftChild());

60 visitor.below(node);

61 traverse(node.getRightChild());

62 visitor.right(node);

63 }

64

65 }

Με ϐάση τη σχεδίαση αυτή, µια ενδοδιατεταγµένη διάσχιση του δέν-

τρου tree η οποία απλώς τυπώνει την πληροφορία που είναι απο-

ϑηκευµένη σε κάθε κόµβο, υλοποιείται ως εξής :

new EulerTour(

tree,

new EulerTour.NodeVisitor() {

public void left(BinaryTree.Node n) {

//Nothing

}

public void below(BinaryTree.Node n) {

System.out.println(n);

}

public void right(BinaryTree.Node n) {

//Nothing

}

}

).start();

5.3.2 Επαναληπτική διάσχιση κατά βάθος.

΄Οπως ξέρουµε, κάθε αναδροµικός αλγόριθµος συνεπάγεται µια επι-

ϐάρυνση στο χρόνο εκτέλεσης του προγράµµατος λόγω του σηµαντι-

κού αριθµού κλήσεων µεθόδων. Γνωρίζουµε ωστόσο ότι µπορούµε,
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εύκολα ή δύσκολα, για κάθε αναδροµικό αλγόριθµο να κατασκευά-

σουµε ένα ισοδύναµο επαναληπτικό.

Για τους αλγόριθµους κατά ϐάθος διάσχισης δυαδικών δέντρων,

µπορούµε να αντικαταστήσουµε τις αναδροµικές κλήσεις µε ένα

ϐρόχο. Σε κάθε επανάληψη του ϐρόχου ϑα επεξεργαζόµαστε τη ϱί-

Ϲα ενός υποδέντρου. Βεβαίως χρειαζόµαστε να αποθηκεύουµε τις

ϱίζες των υποδέντρων που συναντάµε, µέχρι να ϕτάσει η στιγµή της

επεξεργασίας τους. Στην αναδροµική υλοποίηση αυτό επιτυγχάνε-

ται από την ίδια τη στοίβα που δηµιουργείται από τις αναδροµικές

κλήσεις. Είναι λογικό λοιπόν, στην επαναληπτική υλοποίηση, να

χρησιµοποιήσουµε µια στοίβα για να επιτύχουµε το ίδιο αποτέλε-

σµα.

Αρχικά η στοίβα ϑα έχει ένα µόνο στοιχείο, τη ϱίζα του δέντρου.

Σε κάθε επανάληψη του ϐρόχου διάσχισης εξάγουµε το στοιχείο που

ϐρίσκεται στην κορυφή της στοίβας· αν αυτό είναι το περιεχόµενο

ενός κόµβου, το επεξεργαζόµαστε. Αν αντίθετα είναι κόµβος του δέν-

τρου, τότε ωθούµε στη στοίβα το αριστερό και το δεξί παιδί της ϱίζας

του υποδέντρου αυτού, καθώς επίσης και το στοιχείο που ϐρίσκεται

αποθηκευµένο στη ϱίζα. Η σειρά µε την οποία πρέπει να γίνουν

αυτές οι πράξεις, εξαρτάται από τον τρόπο διάσχισης που ϑέλουµε

να υλοποιήσουµε και παρουσιάζεται στον Πίνακα 5-1. Η παραπάνω

διαδικασία συνεχίζεται επαναληπτικά ώσπου καταλήξουµε µε µια

κενή στοίβα, οπότε και ολοκληρώνεται η διάσχιση του δέντρου.

Παρατηρούµε ότι το δεξί υπόδεντρο ωθείται στη στοίβα πάντα

πριν από το αριστερό έτσι ώστε να εξαχθεί από τη στοίβα αφού ϑα

έχει ήδη εξαχθεί το δεξί. Μια τελευταία λεπτοµέρεια που δεν έχει

διευκρινιστεί είναι η χρονική στιγµή που πρέπει να επεξεργαστούµε

ένα κόµβο: όταν συναντήσουµε στη στοίβα ένα αντικείµενο που δεν

είναι δέντρο. Η υλοποίηση της ενδοδιατεταγµένης διάσχισης δίνεται

στον Κώδικα 5.6.

Π∆Τ Ε∆Τ Μ∆Τ

PUSH R PUSH R PUSH E

PUSH L PUSH E PUSH R

PUSH E PUSH L PUSH L

Πίνακας 5-1: Χειρισµός της στοίβας κα-

τά την επαναληπτική διάσχιση δυαδικών

δέντρων.

Η εντολή PUSH R (PUSH L) υποδηλώ-

νει ώθηση στη στοίβα του κόµβου-

ϱίζας του αριστερού (δεξιού) υποδέν-

τρου του τρέχοντος υποδέντρου ενώ η

εντολή PUSH E υποδηλώνει την ώθη-

ση στη στοίβα του αντικειµένου που

ϐρίσκεται αποθηκευµένο στη ϱίζα του

τρέχοντος υποδέντρου.

Κώδικας 5.6: Επαναληπτική ενδοδιατεταγµένη διάσχιση δυαδικού δέντρου.

1 package aueb.util.imp.traversals;

2

3 import aueb.util.imp.BinaryTree;

4 import aueb.util.imp.Deque;

5

6 public class IterativeInorder extends TreeTraversal {

7
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8 public IterativeInorder(BinaryTree tree, NodeVisitor visitor) {

9 super(tree, visitor);

10 }

11

12 public void start() {

13 Deque s = new Deque();

14 BinaryTree t;

15 BinaryTree.Node node = null;

16

17 s.pushHead(tree);

18 while (!s.isEmpty()) {

19 Object o = s.popHead();

20 if (o instanceof BinaryTree) {

21 t = (BinaryTree)o;

22 node = t.getRoot();

23 if (node.isExternal()) {

24 continue;

25 }

26 s.pushHead(t.getRightSubtree());

27 s.pushHead(node);

28 s.pushHead(t.getLeftSubtree());

29 continue;

30 }

31 node = (BinaryTree.Node)o;

32 visitor.visit(node);

33 }

34 }

35

36 }

5.3.3 Επαναληπτική διάσχιση κατά πλάτος.

Η µέθοδος διάσχισης κατά πλάτος επισκέπτεται τους κόµβους ενός

δυαδικού δέντρου από το επίπεδο 0, και από αριστερά προς τα δεξιά

κατά επίπεδο. Ας αναλύσουµε λίγο περισσότερο τα µηχανικά αυτής

της διαδικασίας.

Αν το δέντρο το οποίο διασχίζουµε έχει ένα µοναδικό κόµβο, τη

ϱίζα, τότε επισκεπτόµαστε τον κόµβο αυτό και ολοκληρώνουµε τη

διάσχιση. Αν ωστόσο η ϱίζα έχει δύο παιδιά, τότε πρέπει να επι-

σκεφτούµε πρώτα το αριστερό, έπειτα το δεξί και στη συνέχεια να

προχωρήσουµε στο επόµενο επίπεδο, και να επαναλάβουµε τα ίδια

ϐήµατα. Με άλλα λόγια καθώς διασχίζουµε ένα επίπεδο από τα

αριστερά προς τα δεξιά, πρέπει να σηµειώνουµε µε κάποιο τρόπο
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τους κόµβους του επόµενου επιπέδου (µε την ίδια σειρά, από τα

αριστερά προς τα δεξιά) ώστε να συνεχίσουµε τη διάσχιση του επι-

πέδου αυτού. Η πιο κατάλληλη δοµή δεδοµένων για µια τέτοιου

είδους επεξεργασία είναι µια ουρά αναµονής στην οποία εισάγουµε

τα παιδιά ενός κόµβου, καθώς τον επεξεργαζόµαστε. Η υλοποίηση

του αλγορίθµου διάσχισης κατά επίπεδα δίνεται στον Κώδικα 5.7.

Κώδικας 5.7: Επαναληπτική διάσχιση δυαδικού δέντρου κατά πλάτος.

1 package aueb.util.imp.traversals;

2

3 import aueb.util.imp.BinaryTree;

4 import aueb.util.imp.Deque;

5

6 public class BreadthFirst extends TreeTraversal {

7

8 public BreadthFirst(BinaryTree tree, NodeVisitor visitor) {

9 super(tree, visitor);

10 }

11

12 public void start() {

13 Deque s = new Deque();

14 BinaryTree.Node node = tree.getRoot();

15 if (node.isExternal()) {

16 return;

17 }

18 s.pushTail(node);

19 while (!s.isEmpty()) {

20 node = (BinaryTree.Node) s.popHead();

21 if (node.isExternal()) {

22 continue;

23 }

24 visitor.visit(node);

25 s.pushTail(node.getLeftChild());

26 s.pushTail(node.getRightChild());

27 }

28 }

29

30 }

5.3.4 ∆υαδικά δέντρα ως ακολουθίες κόµβων

Και οι τέσσερις µέθοδοι διάσχισης που περιγράψαµε διατάσσουν

τους κόµβους ενός δυαδικού δέντρου σε µια γραµµή, παράγουν δη-

λαδή µια ακολουθία. Γνωρίζουµε ωστόσο, πως σε κάθε ακολουθία
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κάθε όρος εκτός του πρώτου έπεται ενός άλλου όρου και κάθε όρος

εκτός του τελευταίου προηγείται ενός άλλου κόµβου. ΄Εχει ενδια-

ϕέρουν να εξερευνήσουµε τις ιδιότητες των ακολουθιών κόµβων που

παράγουν οι µέθοδοι διάσχισης ενός δυαδικού δέντρου και ειδικά

τις ακολουθίες που παράγει η ενδοδιατεταγµένη διάσχιση η οποία

ονοµάζεται και συµµετρική διάσχιση.

Αρχικά ας εντοπίσουµε τον πρώτο και τον τελευταίο κόµβο που

επισκεπτόµαστε κατά τη συµµετρική διάσχιση. Με λίγο πειραµατι-

σµό σε διαφορετικά δέντρα, ϑα παρατηρήσουµε πως ο πρώτος κόµ-

ϐος που επισκεπτόµαστε είναι ο αριστερότερος κόµβος του δέντρου.

Πράγµατι, επειδή η συµµετρική διάσχιση πηγαίνει συνεχώς προς τα

κάτω και αριστερά µέχρι να συναντήσει ένα εξωτερικό κόµβο, ο πρώ-

τος όρος που ϑα επισκεφτεί είναι εκείνο το ϕύλλο του δέντρου που

ϐρίσκεται πιο αριστερά από τα υπόλοιπα. Πολύ εύκολα προκύπτει

µε ανάλογη ανάλυση πως ο τελευταίος κόµβος που επισκέπτεται η

ενδοδιατεταγµένη διάσχιση είναι το δεξιότερο ϕύλλο του δέντρου.

Αλήθεια είναι πως αν δεν συνέβαινε κάτι τέτοιο, ο χαρακτηρισµός

συµµετρική ϑα ήταν λίγο άστοχος.

Ας δούµε τώρα πως µπορούµε να εντοπίσουµε τον επόµενο κόµ-

ϐο έστω succ (p) ενός κόµβου p. Αν το δεξί παιδί του p δεν είναι

εξωτερικός κόµβος, τότε ο αλγόριθµος διάσχισης αφού επισκεφτεί

τον p ϑα συνεχίσει µε το δεξί του παιδί, κινούµενος συνεχώς προς

τα κάτω και αριστερά. ΄Αρα ο succ (p) δεν µπορεί να είναι άλλος

από το αριστερότερο παιδί του δεξιού του υπόδεντρου. Αν τώρα το

δεξί παιδί του p είναι εξωτερικός κόµβος, ο αλγόριθµος διάσχισης

έχοντας ολοκληρώσει µε τόσο µε το αριστερό παιδί του p, αλλά και

τον ίδιο τον p, ϑα κινηθεί προς τα πάνω, στο µονοπάτι από τη ϱίζα

προς τον p. Οι πρόγονοι του p που συναντά ο αλγόριθµος και οι

οποίοι είναι αριστερότερα του p, δεν µπορεί να έπονται του p καθώς

ο p ϐρίσκεται στο δεξί τους υπόδεντρο. Εποµένως ο succ (p) είναι

ο πρώτος πρόγονος του p στο µονοπάτι απ΄ τον p προς τη ϱίζα, ο ο-

ποίος έχει τον p στο αριστερό του υπόδεντρο. Αν τέτοιος κόµβος δεν

υπάρχει τότε ο p είναι ο τελευταίος κόµβος της ενδοδιατεταγµένης

ακολουθίας.

Ακολουθώντας ανάλογο συλλογισµό, συµπεραίνουµε πως ο κόµ-

ϐος pred (p), που προηγείται του κόµβου p στην ενδοδιατεταγµένη

ακολουθία κόµβων ενός δυαδικού δέντρου, είναι το δεξιότερο παιδί

του αριστερού του υπόδεντρου, εφόσον αυτό δεν είναι εξωτερικός



162 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 5. ∆�ΕΝΤΡΑ

κόµβος, ή ο πρώτος πρόγονος του p στο µονοπάτι από τον p προς τη

ϱίζα, ο οποίος έχει τον p στο δεξί του υπόδεντρο. Αν δεν υπάρχει τέ-

τοιος κόµβος, τότε ο p δεν έχει προηγούµενο, είναι ο πρώτος κόµβος

στην ενδοδιατεταγµένη ακολουθία.

Ασκήσεις

5-12 ∆ώστε τις ακολουθίες κλήσεων της προδιατεταγµένης, ενδοδιατεταγ-

µένης και µεταδιατεταγµένης διάσχισης του δέντρου του Σχήµα-

τος 5-4 στη σελίδα 143.

5-13 ∆ώστε την ακολουθία επίσκεψης των κόµβων του δέντρου του Σχή-

µατος 5-5 στη σελίδα 143, κατά την προδιατεταγµένη, ενδοδιατε-

ταγµένη, µεταδιατεταγµένη και κατά επίπεδα διάσχιση.

5-14 Υλοποιείστε τις κλάσεις ResursiveInorder και RecursivePostorder

στα πρότυπα της κλάσης RecursivePreorder.

5-15 Υλοποιήστε τη διεπαφή Enumerator για ένα δυαδικό δέντρο, χρησι-

µοποιώντας τον παρακάτω αλγόριθµο επαναληπτικής ενδοδιατεταγ-

µένης διάσχισης.

begin

if the tree is an external node return;

set p = root of tree;

repeat

set n = p

while n is not an external node do

push n to s

set n = left child of n

end while

if s is empty return

pop from s to p

visit p

set p = right child of p

end repeat

end

5-16 Υλοποιήστε τη διεπαφή Enumerator για ένα δυαδικό δέντρο, χρησι-

µοποιώντας διάσχιση κατά επίπεδα.

5-17 Υλοποιήστε τη µέθοδο BinaryTree.Node succ(BinaryTree.Node) η

οποία επιστρέφει τον επόµενο ενός κόµβου στην ενδοδιατεταγµένη

ακολουθία ενός δυαδικού δέντρου.
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5-18 Ορίστε τον επόµενο και προηγούµενο ενός κόµβου δυαδικού δέν-

τρου στην προδιατεταγµένη και µεταδιατεταγµένη ακολουθία.

5-19 Υλοποιήστε τη διεπαφή Enumerator για ένα δυαδικό δέντρο, χωρίς

να χρησιµοποιήσετε ϐοηθητική δοµή δεδοµένων.
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Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο 6

∆έντρα αναζήτησης

Οι µηχανισµοί οργάνωσης δεδοµένων που έχουµε παρουσιάσει µέ-

χρι στιγµής δεν παρέχουν τη δυνατότητα αποτελεσµατικής υλοποίη-

σης και των τριών ϐασικών λειτουργιών (εισαγωγή, αναζήτηση, δια-

γραφή) ενός δυναµικού συνόλου. Η χρήση συστοιχίας ή λίστας

παρέχει πολύ γρήγορη εισαγωγή αλλά αργή αναζήτηση και διαγρα-

ϕή. Η χρήση ταξινοµηµένης συστοιχίας παρέχει γρήγορη αναζή-

τηση αλλά αργή εισαγωγή. Στο κεφάλαιο αυτό ϑα παρουσιάσουµε

µερικές υλοποιήσεις οι οποίες ϐασίζονται στην οργάνωση των δυα-

δικών δέντρων. Ξεκινώντας από την απλούστερη τέτοια οργάνωση,

τα δυαδικά δέντρα αναζήτησης, ϑα καταλήξουµε σε δοµές στις οποί-

ες η εκτέλεση των ϐασικών λειτουργιών µιας συλλογής N στοιχείων

απαιτεί χρόνο O (lg N) στη χειρότερη περίπτωση.

6.1 ∆υαδικά δέντρα αναζήτησης

Τα δυαδικά δέντρα αναζήτησης είναι ένας εξαιρετικά απλός και σε

αρκετές περιπτώσεις πολύ αποτελεσµατικός µηχανισµός οργάνωσης

δεδοµένων. Πολλές υλοποιήσεις αφηρηµένων τύπων δεδοµένων,

ϐασίζονται σε δυαδικά δέντρα αναζήτησης καθώς αυτά συνδυάζουν

αποτελεσµατικότητα των περισσοτέρων λειτουργιών, απλότητα υλο-

ποίησης και µέτριες απαιτήσεις µνήµης.
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6.1.1 Βασικές έννοιες και λειτουργίες

Ορισµός 6-1. ΄Ενα δυαδικό δέντρο αναζήτησης είναι ένα δυαδικό δέν-

τρο στο οποίο το αντικείµενο που είναι αποθηκευµένο σε κάθε κόµ-

ϐο είναι µεγαλύτερο από τα αντικείµενα που είναι αποθηκευµένα

στους κόµβους του αριστερού του υποδέντρου και µικρότερο από τα

στοιχεία που ϐρίσκονται αποθηκευµένα στους κόµβους του δεξιού

του υποδέντρου.

Για τον ορισµό ενός δυαδικού δέντρου αναζήτησης απαιτείται µια

55

25

12 38

30

65

80

90

85

Π∆Τ 55 25 12 38 30 65 80 90 85

Ε∆Τ 12 25 30 35 55 65 80 85 90

Μ∆Τ 12 30 38 25 85 90 80 65 55

ΚΕΠ 55 25 65 12 38 80 30 90 85

Σχήµα 6-1: ∆υαδικό δέντρο αναζήτη-

σης.

Το αντικείµενο που είναι αποθηκευ-

µένο σε κάθε κόµβο είναι µεγαλύτε-

ϱο από τα αντικείµενα που είναι α-

ποθηκευµένα στους κόµβους του αρι-

στερού του υποδέντρου και µικρότε-

ϱο από τα αντικείµενα που είναι απο-

ϑηκευµένα στους κόµβους του δεξιού

του υποδέντρου. Η ενδοδιατεταγµέ-

νη ακολουθία κόµβων ενός δυαδικού

δέντρου αναζήτησης είναι ταξινοµη-

µένη σε αύξουσα διάταξη όπως ϕαί-

νεται στον πίνακα στο κάτω µέρος του

σχήµατος.

σχέση διάταξης προκειµένου να µπορούµε να ορίσουµε τις έννοιες

“µικρότερο” και “µεγαλύτερο”. Ο Ορισµός 6-1 έχει µια πολύ εν-

διαφέρουσα συνέπεια : η ενδοδιατεταγµένη ακολουθία των κόµβων

ενός δυαδικού δέντρου αναζήτησης είναι ταξινοµηµένη σε αύξουσα

διάταξη.

Θεώρηµα 6-1. Η ενδοδιατεταγµένη ακολουθία κόµβων ενός δυαδικού

δέντρου αναζήτησης είναι ταξινοµηµένη σε αύξουσα διάταξη.

Απόδειξη. ΄Ολοι οι κόµβοι που προηγούνται ενός κόµβου v στην εν-

δοδιατεταγµένη ακολουθία, ϐρίσκονται στο αριστερό του υπόδεντρο

και κατά συνέπεια του Ορισµού 6-1 αποθηκεύουν αντικείµενα που

είναι µικρότερα από το αποθηκευµένο στον v αντικείµενο. Οµοί-

ως οι κόµβοι που έπονται ενός κόµβου v στην ενδοδιατεταγµένη

ακολουθία, ϐρίσκονται στο δεξί του υπόδεντρο και εποµένως τα αν-

τικείµενα που αποθηκεύουν είναι µεγαλύτερα από το αντικείµενο

που είναι αποθηκευµένο στον v.

Αναζήτηση. Σε αντίθεση µε τα συνηθισµένα δυαδικά δέντρα, στα

οποία προκειµένου να εντοπίσουµε τον κόµβο στον οποίο είναι α-

ποθηκευµένο ένα αντικείµενο, πρέπει να επισκεφτούµε όλους τους

κόµβους, τα δυαδικά δέντρα αναζήτησης προσφέρουν ένα πολύ πιο

αποτελεσµατικό τρόπο. Ο αλγόριθµος αναζήτησης περιλαµβάνει τα

παρακάτω ϐήµατα.

i). ΄Οπως συνήθως, ξεκινάµε την αναζήτηση από τη ϱίζα του δέν-

τρου.

ii). Αν το Ϲητούµενο αντικείµενο είναι ίσο µε το αντικείµενο στη

ϱίζα, η αναζήτηση τερµατίζει επιτυχώς.

iii). Αν το Ϲητούµενο αντικείµενο είναι µικρότερο από το αντικεί-

µενο που ϐρίσκεται αποθηκευµένο στη ϱίζα, τότε η αναζήτηση
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συνεχίζεται στο αριστερό υπόδεντρο, καθώς το όλα τα αντικείµε-

να που ϐρίσκονται στο δεξί υπόδεντρο είναι µεγαλύτερα από το

Ϲητούµενο αντικείµενο. Αν αντίθετα το Ϲητούµενο αντικείµενο

είναι µεγαλύτερο από το αντικείµενο που είναι αποθηκευµένο

στη ϱίζα, η αναζήτηση συνεχίζεται στο δεξί υπόδεντρο.

iv). Αν η αναζήτηση καταλήξει σ΄ ένα εξωτερικό κόµβο, τότε η ανα-

Ϲήτηση είναι ανεπιτυχής. Το Ϲητούµενο αντικείµενο δεν είναι

στοιχείο του δέντρου.
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Σχήµα 6-2: Αναζήτηση αντικειµένου σε

δυαδικό δέντρο αναζήτησης.

Σε κάθε επίπεδο του δέντρο αποκλείε-

ται ένα από τα δύο υπόδεντρα του εξε-

ταζόµενου κόµβου. Πάνω η διαδροµή

που ακολουθεί ο αλγόριθµος αναζή-

τησης προσπαθώντας να εντοπίσει το

αντικείµενο A, ενώ δεξιά η διαδροµή

που ακολουθείται για τον εντοπισµό

του αντικειµένου G. Στην πρώτη πε-

ϱίπτωση η αναζήτηση τερµατίζει ανε-

πιτυχώς ενώ στη δεύτερη επιτυχώς.

Ο αλγόριθµος αναζήτησης σε δυαδικό δέντρο αναζήτησης παρου-

σιάζεται γραφικά στο Σχήµα 6-2. Οι έντονες γραµµές υποδεικνύ-

ουν το µονοπάτι αναζήτησης, την ακολουθία κόµβων δηλαδή που

εξετάζονται καθώς και τις ακµές ακµή που διασχίζονται κάθε ϕορά.

Παρατηρούµε πως σε κάθε επίπεδο του δέντρου λαµβάνεται µια α-

πόφαση η οποία εξαλείφει την ανάγκη αναζήτησης στο ένα από τα

δύο υπόδεντρα.

Αυτός ο αλγόριθµος ϑυµίζει έντονα τον αλγόριθµο δυαδικής α-

ναζήτησης καθώς σε κάθε επανάληψη όσα αντικείµενα ϐρίσκονται

στα αριστερά ή στα δεξιά του “µεσαίου” αντικειµένου, απορρίπτον-

ται µε µία και µόνη σύγκριση αντικειµένων. Βεβαίως στην δυαδι-

κή αναζήτηση ακριβώς τα µισά αντικείµενα απορρίπτονται σε κάθε

επανάληψη. Αυτό δεν ισχύει απαραίτητα σε ένα δυαδικό δέντρο α-

ναζήτησης, καθώς το πλήθος των κόµβων του δέντρου δεν είναι κατ΄

ανάγκη κατανεµηµένο οµοιόµορφα στα υπόδεντρα κάθε επιπέδου.

Το σχήµα δηλαδή του δέντρου είναι και ο ϐασικός παράγοντας που

καθορίζει την αποτελεσµατικότητα της αναζήτησης.

Εισαγωγή. Ο απλούστερος τρόπος εισαγωγής ενός κόµβου σε ένα

δυαδικού δέντρου είναι µε την αντικατάσταση οποιουδήποτε εξωτε-

ϱικού κόµβου από ένα νέο ϕύλλο όπως κάνει η κλάση BinaryTree

(ϐλ. Κώδικα 5.2 στη σελίδα 148). Αυτός ο τρόπος εισαγωγής µπο-

ϱεί να χρησιµοποιηθεί και σε δυαδικά δέντρα αναζήτησης µε την

προϋπόθεση πως ο εξωτερικός κόµβος που ϑα αντικατασταθεί ϑα

επιλεγεί έτσι ώστε το νέο δυαδικό δέντρο που ϑα προκύψει ϑα ικα-

νοποιεί τη συνθήκη του Ορισµού 6-1.

Ας δούµε τον αλγόριθµο εισαγωγής µε ένα παράδειγµα προσπα-

ϑώντας να εισάγουµε ένα κόµβο µε το αντικείµενο O στο δυαδικό

δέντρο αναζήτησης του Σχήµατος 6-4. Ξεκινάµε προσπαθώντας να
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Σχήµα 6-3: Κατασκευή δυαδικού δέν-

τρου αναζήτησης µε διαδοχικές εισα-

γωγές αντικειµένων.

Οι σχεδιασµένοι µε έντονες γραµµές

κόµβοι υποδεικνύουν το αντικείµενο

που εισάγεται κάθε ϕορά.
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εντοπίσουµε ένα κόµβο µε το στοιχείο αυτό. Η αναζήτηση ϑα τερµα-

τίσει ανεπιτυχώς στο δεξί παιδί του κόµβου που περιέχει το αντικεί-

µενο L αφού διασχίσει το µονοπάτι αναζήτησης που υποδεικνύεται

µε έντονες γραµµές. Αν τώρα αντικαταστήσουµε τον εξωτερικό αυτό

κόµβο µε ένα ϕύλλο που περιέχει το αντικείµενο O, το δέντρο που

προκύπτει είναι δυαδικό δέντρο αναζήτησης. Η τροποποίηση που

κάναµε περιορίζεται στο υπόδεντρο µε ϱίζα τον κόµβο που περιέχει

το αντικείµενο L και εφόσον αυτό είναι δυαδικό δέντρο αναζήτησης,

το ίδιο ισχύει και ολόκληρο το δέντρο. Ανακεφαλαιώνοντας, τα ϐή-

µατα του αλγορίθµου εισαγωγής έχουν ως εξής.
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Σχήµα 6-4: Εισαγωγή κόµβου σε δυαδι-

κό δέντρο αναζήτησης.

Επάνω, ϕαίνεται το µονοπάτι αναζή-

τησης. Κάτω ο αλγόριθµος αντικαθι-

στά τον εξωτερικό κόµβο στον οποίο

τερµατίστηκε ανεπιτυχώς η αναζήτη-

ση µε ένα νέο ϕύλλο.

i). Ξεκινώντας από τη ϱίζα του δέντρου αναζητούµε ένα κόµβο που

περιέχει το αντικείµενο που πρόκειται να εισαχθεί.

ii). Αν η αναζήτηση τερµατίσει επιτυχώς, το αντικείµενο περιέχεται

ήδη στο δέντρο και η εισαγωγή τερµατίζει.

iii). Αν η αναζήτηση τερµατίσει χωρίς επιτυχία, αντικαθιστούµε τον

τελευταίο κόµβο του µονοπατιού αναζήτησης µε ένα νέο ϕύλλο

που περιέχει το προς εισαγωγή αντικείµενο.

Το σχήµα ενός δυαδικού δέντρου αναζήτησης που κατασκευάζε-

ται µε διαδοχικές εισαγωγές στοιχείων εξαρτάται απολύτως από τη

διάταξη της ακολουθίας στοιχείων που εισάγονται. Σε µερικές περι-

πτώσεις, όπως για παράδειγµα όταν η ακολουθία αντικειµένων είναι
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ταξινοµηµένη, το το δέντρου που προκύπτει έχει ένα κόµβο σε κάθε

επίπεδο. ΄Ενα τέτοιο δέντρο είναι στην ουσία µια ταξινοµηµένη συν-

δεδεµένη λίστα και η αποτελεσµατικότητα αναζήτησης είναι ϕτωχή.

∆ιαγραφή. Ας εξετάσουµε τώρα µε ποιο τρόπο µπορούµε να εξα-

σφαλίσουµε ότι ένα δυαδικό δέντρο αναζήτησης εξακολουθεί να ικα-

νοποιεί τη συνθήκη ορισµού όταν διαγράψουµε ένα τυχαίο κόµβο.

Αν για παράδειγµα ϑέλουµε να διαγράψουµε τον κόµβο που

αποθηκεύει το αντικείµενο 30 στο τελικό δέντρο του Σχήµατος 6-3.

Επειδή ο κόµβος αυτός είναι ϕύλλο, η αφαίρεσή του από το δέντρο,

η αντικατάστασή του δηλαδή µε ένα εξωτερικό κόµβο, δεν επηρεάζει

τη συνθήκη ορισµού.

Αν ωστόσο ϑέλουµε να διαγράψουµε τον κόµβο που αποθηκεύ-

ει το αντικείµενο 65, τότε πρέπει να ϐρούµε ένα νέο πατέρα για το

δεξί του παιδί. Αν κάνουµε το δεξί παιδί του κόµβου προς διαγρα-

ϕή, δεξί παιδί του πατέρα του πατέρα του, η συνθήκη ορισµού δεν

παραβιάζεται.

Αν τώρα ϑέλουµε να διαγράψουµε τον κόµβο που αποθηκεύει

το αντικείµενο 65, τότε δυστυχώς δεν µπορούµε να εργαστούµε όπως

προηγουµένως, καθώς ο κόµβος αυτός έχει δύο παιδιά. Ας ϕέρουµε

στο µυαλό µας τον τρόπο µε τον οποίο διαγράφουµε ένα αντικείµενο

στην κλάση ArrayCollection µεταφέροντας το τελευταίο αντικείµε-

νο στη ϑέση του αντικειµένου που πρέπει να διαγραφεί και στη

συνέχεια διαγράφουµε το τελευταίο αντικείµενο. Κάτι αντίστοιχο

µπορεί να γίνει και εδώ. Αρκεί να ϐρούµε ένα αντικείµενο το οποίο

µπορεί να αντικαταστήσει το αντικείµενο του κόµβου προς διαγρα-

ϕή χωρίς να παραβιάζεται η συνθήκη ορισµού, και στη συνέχεια να

αποσυνδέσουµε από το δέντρο τον κόµβο στον οποίο εκείνο το αν-

τικείµενο ήταν αρχικά αποθηκευµένο. Βέβαια το αντικείµενο αυτό,

εφόσον υπάρχει, πρέπει να ϐρίσκεται σε κόµβο ο οποίος να έχει

το πολύ ένα παιδί, διαφορετικά η διαδικασία που περιγράψαµε ϑα

πρέπει να επαναληφθεί.

Υπάρχουν δύο κόµβοι τα αντικείµενα των οποίων µπορούν να αν-

τικαταστήσουν το το αντικείµενο ενός δοσµένου κόµβου p, έτσι ώστε

το δέντρο να παραµένει δυαδικό δέντρο αναζήτησης. Επιπλέον οι

κόµβοι αυτοί έχουν το πολύ ένα παιδί. Πρόκειται για τον προηγού-

µενο και τον επόµενο κόµβο του κόµβου p στην ενδοδιατεταγµένη
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Σχήµα 6-5: ∆ιαγραφή κόµβου από δυα-

δικό δέντρο αναζήτησης.

Αν ο κόµβος έχει ένα µόνο παιδί, αυτό

συνδέεται στο κατάλληλο υπόδεντρο

του πατέρα του.

Στο επάνω µέρος του σχήµατος πα-

ϱουσιάζονται οι τροποποιήσεις που

πρέπει να γίνουν για τη διαγραφή του

κόµβου που περιέχει το αντικείµενο L.

Κάτω παρουσιάζεται το δυαδικό δέν-

τρο αναζήτησης που προκύπτει.
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ακολουθία. Αν ο κόµβος p έχει και αριστερό και δεξί υπόδεντρο,

οι κόµβοι αυτοί είναι αντίστοιχα το δεξιότερο ϕύλλο του αριστερού

υποδέντρου και το αριστερότερο ϕύλλο του δεξιού υποδέντρου.

Συνοψίζοντας τα παραπάνω µε τη ϐοήθεια των Σχηµάτων 6-5 και

6-6, ο αλγόριθµος για την διαγραφή ενός κόµβου από ένα δυαδικό

δέντρο αναζήτησης περιλαµβάνει τις παρακάτω περιπτώσεις.

• Αν ο κόµβος προς διαγραφή είναι ϕύλλο απλώς αποσυνδέεται

από το δέντρο (αντικαθίσταται από εξωτερικό κόµβο).

• Αν ο κόµβος προς διαγραφή έχει ένα και µοναδικό παιδί, τότε

ο κόµβος αυτός αντικαθιστά τον πατέρα του (ϐλ. Σχήµα 6-5).

• Αν ο κόµβος έχει δύο παιδιά τότε το στοιχείο του αντικαθί-

σταται από το στοιχείο του επόµενου κόµβου στην ενδοδιατε-

ταγµένη ακολουθία, ο οποίος στη συνέχεια διαγράφεται όπως

στην πρώτη ή δεύτερη περίπτωση (ϐλ. Σχήµα 6-6).

Αν τώρα ϑέλουµε να διαγράψουµε ένα κόµβο που περιέχει ένα συγ-

κεκριµένο αντικείµενο, δεν έχουµε παρά να αναζητήσουµε τον κόµ-

ϐο αυτό. Αν ϐρεθεί, η διαγραφή του γίνεται µε ϐάση τον αλγόριθµο

που µόλις περιγράψαµε.
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Σχήµα 6-6: ∆ιαγραφή κόµβου από δυα-

δικό δέντρο αναζήτησης.

Αν ο κόµβος έχει δύο παιδιά τότε

το αντικείµενο που περιέχει αντικα-

ϑίσταται από το αντικείµενο του ε-

πόµενου (ή προηγούµενου) κόµβου

στην ενδοδιατεταγµένη ακολουθία, έ-

στω r. Στη συνέχεια, διαγράφεται από

το δέντρο ο κόµβος r ο οποίος έχει το

πολύ ένα παιδί.

Στο επάνω µέρος του σχήµατος πα-

ϱουσιάζονται οι τροποποιήσεις που

πρέπει να γίνουν για τη διαγραφή του

κόµβου που περιέχει το αντικείµενο

H. Το αντικείµενο του κόµβου αυτού

αντικαθίσταται από αυτό του ενδοδια-

τεταγµένου επόµενου (ο κόµβος µε το

αντικείµενο I) ο οποίος στη συνέχεια

διαγράφεται από το δέντρο.

Κάτω παρουσιάζεται το δυαδικό δέν-

τρο αναζήτησης που προκύπτει.

6.1.2 Αποτελεσµατικότητα

Οι ϐασική λειτουργία ενός δυαδικού δέντρου αναζήτησης είναι ο

εντοπισµός του κόµβου στον οποίο ϐρίσκεται αποθηκευµένο ένα

αντικείµενο. Η εισαγωγή νέου κόµβου ϐασίζεται στην αναζήτηση

προκειµένου να εντοπίσει το σηµείο εισαγωγής. Η διαγραφή ϐα-

σίζεται επίσης στην αναζήτηση για τον εντοπισµό του κόµβου προς

διαγραφή.

΄Εχουµε ήδη αναφέρει πως η αποτελεσµατικότητα της αναζήτη-

σης εξαρτάται από το σχήµα του δέντρου και συγκεκριµένα από

τον αριθµό των επιπέδων που αυτό έχει. Σε ένα δυαδικό δέντρο

αναζήτησης µε N κόµβους το οποίο έχει ϐέλτιστο ύψος απαιτούν-

ται blg Nc + 1 συγκρίσεις στη χειρότερη περίπτωση, όταν δηλαδή

το Ϲητούµενο αντικείµενο δεν είναι αποθηκευµένο στο δέντρο. Αν

αντίθετα το ύψος του δέντρου είναι το µέγιστο δυνατό, απαιτούνται

N συγκρίσεις αντικειµένων στη χειρότερη περίπτωση. Σε ένα τυχαίο

δέντρο ωστόσο, το ύψος είναι κοντά στο ϐέλτιστο. Ο αναµενόµενος

αριθµός συγκρίσεων σε ένα τέτοιο δέντρο είναι περίπου 1.4 lg N .

Θεώρηµα 6-2. Η αναζήτηση ενός αντικειµένου σε ένα τυχαίο δυαδι-
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κό δέντρο αναζήτησης απαιτεί περίπου 2 lnN ≈ 1.4 lg N συγκρίσεις

αντικειµένων κατά µέσο όρο.

Απόδειξη. ΄Εστω CN και C ′
N ο αναµενόµενος αριθµός συγκρίσεων

που απαιτούνται για την επιτυχή και ανεπιτυχή αντίστοιχα αναζή-

τηση, ενός αντικειµένου σε ένα δυαδικό δέντρο αναζήτησης µε N
κόµβους. Οι δύο αυτές ποσότητες σχετίζονται άµεσα µε το µήκος

εσωτερικού και εξωτερικού µονοπατιού. Συγκεκριµένα, αν I και

E είναι αντίστοιχα το εσωτερικό και το εξωτερικό µήκος µονοπατιού

ενός δέντρου µε N κόµβους τότε

CN = 1 +
I

N
(6.1)

και

C ′
N =

E

N + 1
. (6.2)

Σχεδιάζοντας τις σχέσεις (6.1) και (6.2) µε ϐάση το Θεώρηµα 5-3

αποδεικνύεται εύκολα (ϐλέπε ΄Ασκηση 6-4) ότι

CN =

(

1 +
1

N

)

C ′
N − 1. (6.3)

Εξάλλου, ο αριθµός συγκρίσεων που απαιτούνται για τον εντοπισµό

ενός αντικειµένου σε ένα τυχαίο δυαδικό δέντρο αναζήτησης είναι

κατά 1 µεγαλύτερος από τον αριθµό συγκρίσεων που απαιτήθηκαν

κατά την εισαγωγή του αντικειµένου αυτού στο ίδιο δέντρο. Εφόσον

µιλάµε για τυχαία δέντρα αναζήτησης, το αντικείµενο αυτό µπορεί

να είχε ισοπίθανα εισαχθεί στο δέντρο πρώτο, δεύτερο, τρίτο, τελευ-

ταίο. Η εισαγωγή ενός αντικειµένου σε ένα δέντρο i κόµβων απαιτεί

C ′
i συγκρίσεις και κατά συνέπεια ο αναµενόµενος αριθµός συγκρί-

σεων για τον εντοπισµό του απαιτεί

CN = 1 +
C ′

0 + C ′
1 + · · ·+ C ′

N−1

N
(6.4)

συγκρίσεις. Αντικαθιστώντας την (6.3) στην (6.4) και απλουστεύον-

τας προκύπτει η σχέση

(N + 1)C ′
N = 1 + C ′

0 + C ′
1 + · · ·+ C ′

N−1 (6.5)

ή αλλιώς

NC ′
N−1 = 1 + C ′

0 + C ′
1 + · · ·+ C ′

N−2 (6.6)
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Αφαιρώντας κατά µέλη την (6.6) από την (6.5) λαµβάνουµε την ανα-

δροµική σχέση

C ′
N = C ′

N−1 +
2

N
(6.7)

µε C ′
0 = 0. Επιλύοντας µε την τηλεσκοπική µέθοδο, λαµβάνουµε

τελικά

C ′
N = 2(HN+1 − 1). (6.8)

Η (6.8) καλύπτει την περίπτωση στην οποία το Ϲητούµενο αντικείµε-

νο δεν ϐρίσκεται στο δέντρο. Συνδυάζοντάς τη ωστόσο µε την (6.3)

λαµβάνουµε

CN = 2
N + 1

N
HN − 3 (6.9)

καλύπτοντας και την περίπτωση στην οποία το Ϲητούµενο στοιχείο

ϐρίσκεται στο δέντρο.

Αξίζει να παρατηρήσουµε εδώ ότι ένα δυαδικό δέντρο αναζήτησης

που προκύπτει από µια ακολουθία εισαγωγών και διαγραφών τυ-

χαίων αντικειµένων είναι ένα τυχαίο δέντρο αναζήτησης. ΄Ενα πα-

ϱάδειγµα τέτοιου δέντρου παρουσιάζεται στο Σχήµα 6-7.

Για την εισαγωγή ενός κόµβου, εκτός από την αναζήτηση απαι-

τούνται µερικές εντολές για την σύνδεση του κόµβου. Απαιτούν

ωστόσο σταθερό χρόνο και κατά συνέπεια δεν επηρεάζουν παρά ελά-

χιστα την απόδοση του αλγορίθµου. Η διαγραφή αντίθετα, απαιτεί

σε ορισµένες περιπτώσεις τον εντοπισµό του επόµενου ή προηγού-

µενου κόµβου στην ενδοδιατεταγµένη ακολουθία. Στη χειρότερη

περίπτωση, όταν δηλαδή ο κόµβος προς διαγραφή είναι η ϱίζα του

δέντρου και έχει δύο παιδιά, αυτό σηµαίνει πως πρέπει να διασχί-

σουµε το µονοπάτι από τη ϱίζα ως ένα ϕύλλο.

Συνοψίζοντας ϑα λέγαµε πως τα δυαδικά δέντρα αναζήτησης εί-

ναι ένας πολύ ικανοποιητικός µηχανισµός οργάνωσης δεδοµένων

εφόσον έχουµε σοβαρούς λόγους να υποθέσουµε πως είναι αρκετά

τυχαία. Σε εφαρµογές στις οποίες αυτό δεν συµβαίνει, η χρήση τους

οδηγεί σε χαµηλή αποτελεσµατικότητα.

Επιπλέον, η χρήση δυαδικών δέντρων αναζήτησης δεν συνίστα-

ται για εφαρµογές στις οποίες απαιτείται εγγυηµένο άνω ϕράγµα

σηµαντικά χαµηλότερο από O(N) χωρίς παραδοχές για την τυχαιό-

τητα των δεδοµένων. Αν για παράδειγµα µια εφαρµογή απαιτεί η
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Σχήµα 6-7: ΄Ενα δυαδικό δέντρο αναζή-

τησης µε 256 κόµβους.

Το δέντρο αυτό έχει κατασκευαστεί µε

την διαδοχική εισαγωγή τυχαίων α-

ϱιθµών. Στη χειρότερη περίπτωση α-

παιτούνται 14 συγκρίσεις για τον εν-

τοπισµό ενός αντικειµένου.

αναζήτηση αντικειµένου να µην εκτελεί περισσότερες από O
(√

N
)

συγκρίσεις αντικειµένων, τότε τα δυαδικά δέντρα αναζήτησης δεν

είναι καλή επιλογή, καθώς χωρίς παραδοχές για την τυχαιότητα των

δεδοµένων δεν µπορεί να αποκλειστεί το ενδεχόµενο η αναζήτηση

να εκτελεί αριθµό συγκρίσεων αντικειµένων ο οποίος είναι ανάλογος

του N . F
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Σχήµα 6-8: Επιλογή κόµβου µε βάση τη

θέση του στην ενδοδιατεταγµένη ακο-

λουθία δυαδικού δέντρου αναζήτησης.

Το σχήµα παρουσιάζει τους κόµβους

που εξετάζει ο αλγόριθµος επιλογής

κατά την αναζήτηση του ένατου κόµ-

ϐου της ενδοδιατεταγµένης ακολου-

ϑίας του δέντρου.

6.1.3 Επιλογή κόµβου µε βάση τη θέση του.

Μέχρι στιγµής έχουµε ασχοληθεί µε αναζήτηση κόµβων ενός δυαδι-

κού δέντρου αναζήτησης µε κριτήριο το αντικείµενο το οποίο απο-

ϑηκεύουν. Σε αρκετές εφαρµογές ωστόσο απαιτείται η αναζήτηση

ενός κόµβου µε ϐάση τη ϑέση του στην ενδοδιατεταγµένη ακολου-

ϑία κόµβων. ΄Εστω v0, v1 . . . , vn−1 η ενδοδιατεταγµένη ακολουθία

κόµβων ενός δυαδικού δέντρου αναζήτησης στην οποία ϑέλουµε να

εντοπίσουµε τον κόµβο vk, 0 ≤ k < n. ΄Ενας προφανής τρόπος εί-

ναι να εντοπίσουµε τον v0 ο οποίος είναι ο αριστερότερος κόµβος

του δέντρου και στην συνέχεια καλώντας διαδοχικά τη µέθοδο succ

να ϕτάσουµε στον κόµβο vk. Η υλοποίηση αυτού του αλγορίθµου

δίνεται στο παρακάτω απόσπασµα κώδικα.

Κώδικας 6.1: Εντοπισµός κόµβου δυαδικού δέντρου µε ϐάση τη ϑέση του στην

ενδοδιατεταγµένη ακολουθία

public Object select(int k) {

if (k < 0 || k >= size) throw new IndexOutOfBoundsException();

Node p = root;
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for (; p.left != null; p = p.left);

for (int i=0; i < k; ++i, p = succ(p));

return p.element;

}

Ο αλγόριθµος αυτός ωστόσο δεν είναι ο αποτελεσµατικότερος που ϑα

µπορούσαµε να σκεφτούµε καθώς δεν λαµβάνει υπόψη τις ιδιότητες

των δυαδικών δέντρων αναζήτησης. Ας πάρουµε για παράδειγµα

το δυαδικό δέντρο αναζήτησης του Σχήµατος 6-8. Ο κόµβος που

περιέχει το αντικείµενο K είναι ο κόµβος v8 της ενδοδιατεταγµένης

ακολουθίας. Επειδή ωστόσο το αριστερό υπόδεντρο της ϱίζας του

δέντρου έχει 3 κόµβους, δεν υπάρχει λόγος να ασχοληθούµε µε

το αριστερό υπόδεντρο. Ο κόµβος που αναζητούµε είναι στο δεξί

υπόδεντρο και συγκεκριµένα είναι ο κόµβος vk−3−1 = v4 της ενδο-

διατεταγµένης ακολουθίας του υποδέντρου αυτού.

Αναλυτικά ο αλγόριθµος εντοπισµού του κόµβου vk της ενδο-

διατεταγµένης ακολουθίας ενός δυαδικού δέντρου αναζήτησης έχει

ως εξής.

• Ξεκινάµε από τη ϱίζα του δέντρου και συµβολίζουµε µε m το

πλήθος των κόµβων στο αριστερό υπόδεντρο της ϱίζας.

• Αν m = k τότε ο κόµβος που ψάχνουµε είναι η ϱίζα.

• Αν m > k τότε ο κόµβος που ψάχνουµε ϐρίσκεται στο αριστερό

υπόδεντρο. Συνεχίζουµε µε τον ίδιο τρόπο από τη ϱίζα του

αριστερού υποδέντρου.

• Αν m < k τότε ο Ϲητούµενος κόµβος ϐρίσκεται στο δεξί υπό-

δεντρο. Συνεχίζουµε µε τον ίδιο τρόπο από τη ϱίζα του δεξιού

υποδέντρου, αναζητώντας τον κόµβο vk−m−1 της ενδοδιατε-

ταγµένης ακολουθίας του δεξιού υποδέντρου.

Η υλοποίηση αυτού του αλγορίθµου η οποία δίνεται παρακάτω (Κώ-

δικας 6.2) προϋποθέτει πως κάθε κόµβος του δυαδικού δέντρου ανα-

Ϲήτησης έχει µια µεταβλητή ncount η οποία αποθηκεύει το πλήθος

των κόµβων του δέντρου του οποίου ο κόµβος αυτός αποτελεί ϱίζα.

Επιπλέον απαιτείται η ενηµέρωση της µεταβλητής αυτής κατά την

εισαγωγή και διαγραφή κόµβων από το δέντρο (ϐλ. ΄Ασκηση 6-5).

Κώδικας 6.2: Εντοπισµός κόµβου δυαδικού δέντρου αναζήτησης µε ϐάση τη ϑέση

του στην ενδοδιατεταγµένη ακολουθία

public Object select(int k) {

if (k < 0 || k >= size) throw new IndexOutOfBoundsException();

for (Node p = root;;) {
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int m = p.left != null ? p.left.ncount : 0;

if (m == k) {

return p.element;

}

else if (m > k) {

p = p.left;

}

else {

k = km1;

p = p.right;

}

}

}

Σε εφαρµογές που η ελαχιστοποίηση των απαιτήσεων µνήµης εί-

ναι σηµαντικότερη από την ταχύτητα, ο ακολουθιακός αλγόριθµος

(Κώδικας 6.1) είναι προτιµότερη επιλογή.

6.1.4 Περιστροφές και εισαγωγή στη ρίζα
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Σχήµα 6-9: Αριστερή περιστροφή κόµ-

βου.

Στο επάνω µέρος του σχήµατος ϕαίνε-

ται το δέντρο πριν από την περιστρο-

ϕή του κόµβου που περιέχει το αν-

τικείµενο N. Στο κεντρικό µέρος του

σχήµατος υποδεικνύονται οι συνδέ-

σεις που πρέπει να τροποποιηθούν,

ενώ στο κάτω µέρος του σχήµατος α-

πεικονίζεται το δέντρο που προκύπτει

µετά την περιστροφή.

Καθώς το σχήµα ενός δυαδικού δέντρου αναζήτησης όπως αυτό δια-

µορφώνεται µε την εισαγωγή και διαγραφή κόµβων µε ϐάση τους

αλγορίθµους που είδαµε στην Ενότητα 6.1.1 καθορίζει αποφασι-

στικά την αποτελεσµατικότητά του, είναι αναγκαίο να εισάγουµε

δοµικούς µετασχηµατισµούς που ϐελτιώνουν το σχήµα του.

΄Ολοι οι αλγόριθµοι δοµικής τροποποίησης δυαδικών δέντρων

αναζήτησης ϐασίζονται στη ϑεµελιώδη λειτουργία της περιστροφής

κόµβου, ενός απλού τοπικού µετασχηµατισµού που δεν παραβιάζει

τη συνθήκη ορισµού των δυαδικών δέντρων αναζήτησης. Η εύστο-

χη χρήση του µετασχηµατισµού αυτού σε ορισµένες περιπτώσεις

απλώς ϐελτιώνει την αναµενόµενη αποτελεσµατικότητα των λειτουρ-

γιών αναζήτησης εισαγωγής και διαγραφής, ενώ σε ορισµένες άλλες

περιπτώσεις εγγυάται τη ϐέλτιστη αποτελεσµατικότητά τους.

Η αριστερή περιστροφή ενός κόµβου p εµπλέκει τον ίδιο και το

δεξί του παιδί, έστω r. Το αριστερό υπόδεντρο του κόµβου r γίνεται

δεξί παιδί του κόµβου p και ο p γίνεται αριστερό παιδί του r. Η δεξιά

περιστροφή ενός κόµβου p εµπλέκει τον p και το αριστερό του παιδί,

έστω l. Το δεξί υπόδεντρο του κόµβου l γίνεται αριστερό παιδί του

κόµβου p και ο p γίνεται δεξί παιδί του l. Οι µετασχηµατισµοί αυτοί

παρουσιάζονται στα Σχήµατα 6-9 και 6-10 αντίστοιχα.
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Σε κάθε περίπτωση το αποτέλεσµα της περιστροφής είναι να ανε-

ϐάσουµε το δεξί (αν πρόκειται για αριστερή περιστροφή) ή το αριστε-

ϱό (αν πρόκειται για δεξιά περιστροφή) παιδί του αξονικού κόµβου

ένα επίπεδο πλησιέστερα στη ϱίζα του δέντρου. Ταυτόχρονα ο αξο-

νικός κόµβος (pivot node) κατεβαίνει ένα επίπεδο προς τα κάτω.

Εκτελώντας κατάλληλες συνεχόµενες περιστροφές µπορούµε µε

αυτό τον τρόπο να µεταφέρουµε οποιοδήποτε κόµβο στη ϱίζα του

δυαδικού δέντρου αναζήτησης. Αν εκτελέσουµε αυτή τη διαδικασία

για ένα κόµβο n που µόλις έχει εισαχθεί σε ένα δυαδικό δέντρο

αναζήτησης, τότε µιλάµε για εισαγωγή του n στη ϱίζα του δέντρου.

Ο αλγόριθµος περιλαµβάνει τα παρακάτω ϐήµατα.

• Εισάγουµε τον νέο κόµβο n αντικαθιστώντας ένα εξωτερικό

κόµβο.

• Θέτουµε p = n.parent.

• Εφόσον p != null, περιστρέφουµε τον p αριστερά (αν είναι

δεξί παιδί του πατέρα του) ή δεξιά (αν είναι αριστερό παιδί του

πατέρα του) και ϑέτουµε p = p.parent. Επαναλαµβάνουµε

το ϐήµα αυτό µέχρις ότου p == null οπότε ο κόµβος n ϑα

ϐρίσκεται στη ϱίζα του δέντρου.

Η υλοποίηση του αλγορίθµου περιλαµβάνεται στην κλάση

BinarySearchTree.
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Σχήµα 6-10: ∆εξιά περιστροφή κόµβου.

Στο επάνω µέρος του σχήµατος ϕαίνε-

ται το δέντρο πριν από την περιστρο-

ϕή του κόµβου που περιέχει το αν-

τικείµενο N. Στο κεντρικό µέρος του

σχήµατος υποδεικνύονται οι συνδέ-

σεις που πρέπει να τροποποιηθούν,

ενώ στο κάτω µέρος του σχήµατος α-

πεικονίζεται το δέντρο που προκύπτει

µετά την περιστροφή.

6.1.5 Υλοποίηση

Κώδικας 6.3: Η κλάση BinarySearchTree

1 package aueb.util.imp;

2

3 import aueb.util.api.AbstractCollection;

4 import aueb.util.api.Comparator;

5 import aueb.util.api.DefaultComparator;

6 import aueb.util.api.Enumerator;

7

8 /**

9 * Collection implementation using a binary search tree structure.

10 */

11 public class BinarySearchTree extends AbstractCollection {

12 /**

13 * Each node holds four references; left, right, parent and element.

14 */

15 static class Node {
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16 public Node left, parent, right;

17 public Object element;

18 protected Node(Object element) {

19 this.element = element;

20 }

21 protected void unlink() {

22 element = null;

23 parent = left = right = null;

24 }

25 }

26 /**

27 * Tree enumerator. Relies on {@link BinarySearchTree#succ(Node)}

28 * and {@link BinarySearchTree#pred(Node)}

29 */

30 protected class BSTEnumerator implements Enumerator {

31 /**

32 * The node that will be returned by {@link #next()}.

33 */

34 private Node node;

35 /**

36 * Default constructor. Positions the new instance on

37 * the leftmost leaf of the enclosing tree.

38 */

39 public BSTEnumerator() {

40 if (root == null) return;

41 for (node = root; node.left != null; node = node.left);

42 }

43 /**

44 * @see aueb.util.api.Enumerator#hasNext()

45 */

46 public boolean hasNext() {

47 return node != null;

48 }

49 /**

50 * @see aueb.util.api.Enumerator#next()

51 */

52 public Object next() {

53 if (node == null) throw new IllegalStateException();

54 Node p = node;

55 node = succ(node);

56 return p.element;

57 }

58 }

59 /**

60 * The root of the tree.

61 */
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62 protected Node root;

63 /**

64 * The number of nodes in the tree.

65 */

66 protected int size;

67 /**

68 * The comparison function.

69 */

70 protected Comparator cmp;

71 /**

72 * Default constructor.

73 */

74 public BinarySearchTree() {

75 this(new DefaultComparator());

76 }

77 /**

78 * Parametrized constructor that uses a given comparison function.

79 * @param cmp The comparison function to use.

80 */

81 public BinarySearchTree(Comparator cmp) {

82 this.size = 0;

83 this.cmp = cmp;

84 }

85 /**

86 * @see aueb.util.api.Collection#add(java.lang.Object)

87 */

88 public boolean add(Object element) {

89 return position(element) != null;

90 }

91 /**

92 * @see aueb.util.api.Collection#remove(java.lang.Object)

93 */

94 public boolean remove(Object element) {

95 Node n = locate(element);

96 if (n == null) return false;

97 disconnect(n);

98 return true;

99 }

100 /**

101 * @see aueb.util.api.Collection#size()

102 */

103 public int size() {

104 return size;

105 }

106 /**

107 * @see aueb.util.api.Collection#contains(java.lang.Object)
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108 */

109 public boolean contains(Object element) {

110 return locate(element) != null;

111 }

112 /**

113 * @see aueb.util.api.Collection#clear()

114 */

115 public void clear() {

116 root = null;

117 size = 0;

118 }

119 /**

120 * @see aueb.util.api.Collection#enumerator()

121 */

122 public Enumerator enumerator() {

123 return new BSTEnumerator();

124 }

125 /**

126 * Locates the node a given element is stored at.

127 * @param element The element to search for.

128 * @return The node that hosts element, or null if element wasn’t found.

129 */

130 protected Node locate(Object element) {

131 Node p = root;

132 while (p != null) {

133 // Compare element with the element in the current subtree

134 int result = cmp.compare(element, p.element);

135 if (result == 0) {

136 break;

137 }

138 // Go left or right based on comparison result

139 p = result < 0 ? p.left : p.right;

140 }

141 return p;

142 }

143 /**

144 * Inserts an element in the tree and returns the new node.

145 * @param element The element to insert

146 * @return The node that hosts element, or null if element wasn’t found.

147 */

148 protected Node position(Object element) {

149 if (element == null) throw new IllegalArgumentException();

150 Node n = root;

151 Node p = null;

152 int result = 0;

153 while (n != null) {
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154 // Compare element with the element in the current subtree

155 result = cmp.compare(element, n.element);

156 if (result == 0) return null;

157 // Go left or right based on comparison result

158 // Keep a reference in the last nonnull node encountered

159 p = n;

160 n = result < 0 ? n.left : n.right;

161 }

162 // Create and connect a new node

163 Node node = newNodeInstance(element);

164 node.parent = p;

165 // The new node must be a left child of p

166 if (result < 0) {

167 p.left = node;

168 }

169 // The new node must be a right child of p

170 else if (result > 0) {

171 p.right = node;

172 }

173 // The tree is empty; root must be set

174 else {

175 root = node;

176 }

177 ++size;

178 return node;

179 }

180 /**

181 * Removes a given node from the tree.

182 * @throws NullPointerException if p is null.

183 * @param p The node to remove.

184 */

185 protected void disconnect(Node p) {

186 // If p has two children locate its successor, then remove it

187 if (p.left != null && p.right != null) {

188 Node succ = succ(p);

189 p.element = succ.element;

190 p = succ;

191 }

192 Node parent = p.parent;

193 Node child = p.left != null ? p.left : p.right;

194 // The rootnode is being removed

195 if (parent == null) {

196 root = child;

197 }

198 // Bypass p

199 else if (p == parent.left) {
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200 parent.left = child;

201 }

202 else {

203 parent.right = child;

204 }

205 if (child != null) {

206 child.parent = parent;

207 }

208 // Dispose p

209 p.unlink();

210 size;

211 }

212 /**

213 * Performs a left rotation.

214 * @param pivot The node to rotate.

215 */

216 protected void rotateLeft(Node pivot) {

217 Node parent = pivot.parent;

218 Node child = pivot.right;

219 if (parent == null) {

220 root = child;

221 }

222 else if (parent.left == pivot) {

223 parent.left = child;

224 }

225 else {

226 parent.right = child;

227 }

228 child.parent = pivot.parent;

229 pivot.parent = child;

230 pivot.right = child.left;

231 if (child.left != null) child.left.parent = pivot;

232 child.left = pivot;

233 }

234 /**

235 * Performs a right rotation.

236 * @param pivot The node to rotate.

237 */

238 protected void rotateRight(Node pivot) {

239 Node parent = pivot.parent;

240 Node child = pivot.left;

241 if (parent == null) {

242 root = child;

243 }

244 else if (parent.left == pivot) {

245 parent.left = child;
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246 }

247 else {

248 parent.right = child;

249 }

250 child.parent = pivot.parent;

251 pivot.parent = child;

252 pivot.left = child.right;

253 if (child.right != null) child.right.parent = pivot;

254 child.right = pivot;

255 }

256 /**

257 * Locates the inorder successor of a ginen node.

258 * @param q The node whose successor to locate

259 * @throws NullPointerException if q is null

260 * @return The successor of q, or null if q is the last node

261 */

262 protected Node succ(Node q) {

263 // The successor is the leftmost leaf of q’s right subtree

264 if (q.right != null) {

265 Node p = q.right;

266 while (p.left != null) p = p.left;

267 return p;

268 }

269 // The successor is the nearest ancestor on the right

270 else {

271 Node p = q.parent;

272 Node ch = q;

273 while (p != null && ch == p.right) {

274 ch = p;

275 p = p.parent;

276 }

277 return p;

278 }

279 }

280 /**

281 * Locates the inorder predecessor of a ginen node.

282 * @param q The node whose predecessor to locate

283 * @return The predecessor of q, or null if q is the first node

284 */

285 protected Node pred(Node q) {

286 // The successor is the rightmost leaf of q’s left subtree

287 if (q.left != null) {

288 Node p = q.left;

289 while (p.right != null) p = p.right;

290 return p;

291 }
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292 // The successor is the nearest ancestor on the right

293 else {

294 Node p = q.parent;

295 Node ch = q;

296 while (p != null && ch == p.left) {

297 ch = p;

298 p = p.parent;

299 }

300 return p;

301 }

302 }

303 /**

304 * Factory method that creates node instances. May be overriden

305 * by subclasses to provide with the appropriate node type.

306 * @param element The element to store in the new node.

307 * @throws IllegalArgumentException if element is null.

308 * @return The node created.

309 */

310 protected Node newNodeInstance(Object element) {

311 if (element == null) throw new IllegalArgumentException();

312 return new BinarySearchTree.Node(element);

313 }

314 }

Ασκήσεις

6-1 Σχεδιάστε το δυαδικό δέντρο αναζήτησης που προκύπτει από την

εισαγωγή των αντικειµένων S F G E L V N G E A σε ένα κενό δυαδικό

δέντρο αναζήτησης.

6-2 Εκτελέστε τις λειτουργίες -H -G -W -J +P +O -D +V -W +Z —το σύµβολο +

υποδεικνύει εισαγωγή ενώ το σύµβολο - διαγραφή αντικειµένου—

στο δέντρο του Σχήµατος 6-10 και σχεδιάστε το δυαδικό δέντρο α-

ναζήτησης που προκύπτει.

6-3 Περιγράψτε και στη συνέχεια υλοποιείστε ένα αναδροµικό αλγόριθ-

µο εισαγωγής αντικειµένου σε ένα δυαδικό δέντρο αναζήτησης.

6-4 Αποδείξτε ότι

CN =

(

1 +
1

N

)

C ′
N − 1

όπου CN και C ′
N είναι ο αναµενόµενος αριθµός συγκρίσεων για

µια επιτυχή και ανεπιτυχή αντίστοιχα αναζήτηση αντικειµένου σε

ένα τυχαίο δέντρο αναζήτησης.

6-5 Περιγράψτε και στη συνέχεια υλοποιείστε τους αλγορίθµους εισαγω-

γής και διαγραφής σε δυαδικό δέντρο αναζήτησης όταν κάθε κόµβος
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p περιλαµβάνει το πεδίο ncount το οποίο αποθηκεύει το πλήθος των

κόµβων που περιλαµβάνει το δέντρο µε ϱίζα τον κόµβο p.

6-6 Βελτιώστε τον Κώδικα 6.2 ώστε να εκτελεί µονάχα µία σύγκριση των

µεταβλητών m και index σε κάθε εκτέλεση του ϐρόχου while.

6-7 Αποδείξτε τυπικά πως η περιστροφή ενός κόµβου δυαδικού δέντρου

αναζήτησης, παράγει ένα δυαδικό δέντρο αναζήτησης.

6-8 Υλοποιείστε ένα δροµέα για την κλάση BinarySearchTree.

6.2 Προσαρµοστικά δέντρα αναζήτησης

Σε πολλές εφαρµογές ορισµένα αντικείµενα τείνουν να αναζητούν-

ται µε σηµαντικά µεγαλύτερη συχνότητα από τα υπόλοιπα. Τυπικό

παράδειγµα τέτοιας εφαρµογής αποτελεί το σύνολο δεσµευµένων λέ-

ξεων µιας γλώσσας προγραµµατισµού. Στα περισσότερα προγράµ-

µατα Java για παράδειγµα, λέξεις όπως public, private, final έ-

χουν µεγαλύτερη συχνότητα εµφάνισης από λέξεις όπως transient,

synchronized, switch, volatile. ΄Ενα άλλο παράδειγµα είναι τα

γράµµατα του αλφαβήτου µιας ϕυσικής γλώσσας τα οποία εµφα-

νίζουν σηµαντικά ανοµοιόµορφη κατανοµή συχνότητας. Το ίδιο

συµβαίνει και µε ένα µικρό υποσύνολο 30-50 λέξεων κάθε ϕυσικής

γλώσσας οι οποίες απαντώνται στα κείµενα µε σηµαντικά υψηλότερη

συχνότητα από τις υπόλοιπες λέξεις.

Σε τέτοιες περιπτώσεις µπορούµε να επιτύχουµε ϐέλτιστο χρόνο

αναζήτησης αν κατασκευάσουµε ένα ϐέλτιστο δυαδικό δέντρο ανα-

Ϲήτησης. ΄Ενας αλγόριθµος για την κατασκευή του ϐέλτιστου δυα-

δικού δέντρου αναζήτησης παρουσιάζεται στο [7] και ϐασίζεται σε

δυναµικό προγραµµατισµό. ∆εν ϑα µας απασχολήσει εδώ καθώς

η τεχνική απαιτεί τα αντικείµενα και οι συχνότητες εµφάνισής τους

είναι γνωστά εκ των προτέρων. Για το λόγο αυτό δεν ενδείκνυται για

υλοποιήσεις γενικού σκοπού.

Αν τα αντικείµενα και οι συχνότητα εµφάνισης καθενός ήταν

γνωστά τότε µια σηµαντική ϐελτίωση της αποτελεσµατικότητας της

αναζήτησης ϑα µπορούσε να επιτευχθεί αν κατασκευάζαµε ένα δυα-

δικό δέντρο εισάγοντας τα αντικείµενα σε ϕθίνουσα διάταξη της συ-

χνότητας αναζήτησης. ΄Ετσι το αντικείµενο µε τη µεγαλύτερη συ-

χνότητα εµφάνισης ϑα είναι στη ϱίζα του δέντρου, το επόµενο αντι-

κείµενο ϑα είναι παιδί της ϱίζας κ.ο.κ. ΄Ενα τέτοιο δυαδικό δέντρο
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11, 7 0, 7 2, 1 1, 6 8, 1 0, 3 3, 1 3, 2 7, 7 4, 4 2, 9 4, 4

Ν Ξ Ο Π Ρ Σ Τ Υ Φ Χ Ψ Ω

7, 8 0, 6 9, 7 4, 1 5, 1 5, 2 8, 8 4, 2 1, 2 1, 4 0, 1 1, 6

Σχήµα 6-11: ΄Ενα δυαδικό δέντρο ανα-

ζήτησης µε βάση τη συχνότητα εµφάνι-

σης των γραµµάτων του ελληνικού αλ-

φαβήτου.

Τα γράµµατα έχουν εισαχθεί στο δέν-

τρο κατά ϕθίνουσα διάταξη της συ-

χνότητας εµφάνισης µε ϐάση τον πί-

νακα στο κάτω µέρος του σχήµατος.

Οι συχνότητες εµφάνισης που ανα-

ϕέρονται στον πίνακα έχουν προκύ-

ψει από ανάλυση µέρους του κειµέ-

νου αυτού.

Αν και το σχήµα του δέντρου δεν εί-

ναι ϐέλτιστο, στη συγκεκριµένη εφαρ-

µογή έχει µεγαλύτερη αναµενόµενη

αποτελεσµατικότητα.

αναζήτησης παρουσιάζεται στο Σχήµα 6-11 για τα γράµµατα του ελ-

ληνικού αλφαβήτου. Αν και ένα τέτοιο δέντρο δεν έχει κατ΄ ανάγκη

ϐέλτιστη αποτελεσµατικότητα, επιτυγχάνει καλύτερη επίδοση ανα-

Ϲήτησης από ότι ένα τυχαίο δυαδικό δέντρο αναζήτησης. Το πρό-

ϐληµα της εκ των προτέρων γνώσης της κατανοµής των πιθανοτήτων

αναζήτησης µπορεί µάλιστα να παρακαµφθεί χωρίς επιπλοκές.

Αν εκ των προτέρων γνωρίζουµε πως η κατανοµή πιθανότητας

αναζήτησης για τα αντικείµενα του δέντρου δεν είναι οµοιόµορφη,

τότε µπορούµε να αναγκάσουµε τα αντικείµενα τα οποία αναζητούν-

ται συχνά να συγκεντρωθούν κοντά στη ϱίζα του δέντρου και έτσι να

επιτύχουµε τον αρχικό µας σκοπό. Αρκεί κάθε ϕορά που έχου-

µε µια επιτυχή αναζήτηση, να µεταφέρουµε µέσω µιας περιστροφής

τον αντίστοιχο κόµβο ένα επίπεδο πλησιέστερα στη ϱίζα. ΄Επειτα από

µερικές αναζητήσεις, το δέντρο ϑα έχει προσαρµόσει το σχήµα του

ώστε να συγκλίνει σε αυτό που περιγράψαµε προηγουµένως χωρίς

να υπάρχει απαίτηση να γνωρίζουµε εκ των προτέρων τη συχνότητα

αναζήτησης κάθε αντικειµένου.

Η προσαρµογή ενός δυαδικού δέντρου έχει έδαφος για εφαρµογή

και στις αποτυχηµένες προσπάθειες αναζήτησης. Στις περιπτώσεις

αυτές µπορούµε να µεταφέρουµε ένα επίπεδο προς τα πάνω, τον

τελευταίο εσωτερικό κόµβο του µονοπατιού αναζήτησης (ϐλ. ΄Ασκη-

ση 6-10).

Σε ορισµένες άλλες εφαρµογές, µερικά αντικείµενα είναι πολύ



186 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 6. ∆�ΕΝΤΡΑ ΑΝΑΖ�ΗΤΗΣΗΣ

Σχήµα 6-12: Πειραµατική µελέτη της

συµπεριφοράς προσαρµοστικού δέν-

τρου αναζήτησης.

Το δέντρο του σχήµατος έχει προκύ-

ψει από την αναζήτηση των χαρακτή-

ϱων ενός µικρού αποσπάσµατος κει-

µένου. Αρχικά τα γράµµατα είχαν ει-

σαχθεί στο δέντρο σε αύξουσα διάταξη

ώστε πριν από οποιαδήποτε αναζήτη-

ση το δέντρο να έχει τη χειρότερη δυ-

νατή µορφή. Παρά το γεγονός αυτό,

παρατηρούµε ότι µετά από τις ανα-

Ϲητήσεις, το σχήµα του δέντρου έχει

προσαρµοστεί σε σηµαντικό ϐαθµό.
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δηµοφιλή για ένα σχετικά µικρό χρονικό διάστηµα µόνο. Τέτοια

χαρακτηριστικά έχουν για παράδειγµα οι εφαρµογές επεξεργασίας

δοσοληψιών. ΄Ενα προσαρµοστικό δέντρο είναι µια πιθανή λύση για

τέτοιου είδους εφαρµογές, αν εξασφαλίσουµε πως η η προσαρµογή

γίνεται µε περισσότερο δραστικό τρόπο. Αντί να µεταφέρουµε τον

κόµβο στον οποίο σηµειώθηκε µια επιτυχής αναζήτηση ένα επίπε-

δο πλησιέστερα στη ϱίζα του δέντρου, µπορούµε να τον κάνουµε

ϱίζα του δέντρου, χωρίς να περιµένουµε το σχήµα του δέντρου να

προσαρµοστεί ϐαθµιαία.

Η αναζήτηση µε ϐάση αυτή την τεχνική απαιτεί περισσότερο χρό-

νο λόγω του µεγαλύτερου αριθµού περιστροφών που είναι απαραί-

τητες σε κάθε επιτυχή αναζήτηση, και κατά συνέπεια πρέπει να υ-

πάρχουν πολύ ισχυρές ενδείξεις για την καταλληλότητα της χρήσης

της.

Ασκήσεις

6-9 Υπολογίστε τον αναµενόµενο αριθµό συγκρίσεων αντικειµένων που

απαιτείται για την επιτυχή αναζήτηση ενός γράµµατος του ελληνι-

κού αλφαβήτου στα δέντρα των σχηµάτων 6-11 και 6-12. Συγκρίνετε

µε ένα πλήρως ισοζυγισµένο δυαδικό δέντρο αναζήτησης.

6-10 Υλοποιήστε ένα προσαρµοστικό δέντρο αναζήτησης στο οποίο η α-

ναζήτηση λειτουργεί µε ϐάση τους παρακάτω κανόνες.

i) Κατά τον επιτυχή εντοπισµού ενός αντικειµένου, να µεταφέρει
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τον κόµβο στον οποίο αυτό εντοπίστηκε, ένα επίπεδο πλησιέστε-

ϱα στη ϱίζα του δέντρου.

ii) Κατά την ανεπιτυχή αναζήτηση ενός αντικειµένου, να µεταφέρει

τον κόµβο στον οποίο τερµατίστηκε η αναζήτηση, ένα επίπεδο

πλησιέστερα στη ϱίζα του δέντρου.

Φροντίστε ώστε η υλοποίησή σας να λειτουργεί ορθά ακόµη και σε

ακραίες περιπτώσεις όπως όταν π.χ., το δέντρο είναι κενό, ή έχει ένα

και µοναδικό κόµβο.

6-11 Βελτιώστε την υλοποίηση της ΄Ασκησης 6-10 έτσι ώστε ο χρήστης να

µπορεί να ενεργοποιήσει πιο δραστική προσαρµογή µε τη χρήση

της µεθόδου makeRoot.

6.3 Τυχαία δέντρα αναζήτησης

Η απόδοση ενός τυχαίου δυαδικού δέντρου αναζήτησης είναι εξαι-

ϱετική για µια πολύ ευρεία οικογένεια εφαρµογών. Μέχρι στιγµής

έχουµε ϐασίσει την τυχαιότητα ενός δυαδικού δέντρου αναζήτησης

στη σειρά µε την οποία γίνονται οι εισαγωγές αντικειµένων κατά την

κατασκευή του. Τα δεδοµένα είναι τυχαία όταν οποιοδήποτε αν-

τικείµενο είναι εξίσου πιθανό να ϐρεθεί στη ϱίζα του δέντρου. Σε

περιπτώσεις που δεν µπορούµε να εγγυηθούµε την τυχαιότητα των

δεδοµένων, µπορούµε να τροποποιήσουµε τον αλγόριθµο εισαγω-

γής ώστε να εισάγει τυχαιότητα στη κατασκευή του δέντρου. Η ιδέα

είναι πολύ απλή: Αν εισάγοντας ένα αντικείµενο σε ένα δυαδικό δέν-

τρο αναζήτησης µε N κόµβους εξασφαλίσουµε πως το αντικείµενο

έχει πιθανότητα 1/N + 1 αν είναι η ϱίζα του δέντρου και αυτό ισχύει

και για τα υπόδεντρα, τότε ο αλγόριθµος εισαγωγής είναι τυχαίος.

Η υλοποίηση είναι επίσης απλή. Η µόνη διαφορά µε τον κλα-

σικό αλγόριθµο εισαγωγής είναι πως σε κάθε επίπεδο του δέντρου

λαµβάνουµε µια τυχαία απόφαση για την εισαγωγή του νέου κόµ-

ϐου στη ϱίζα του υποδέντρου µε πιθανότητα 1/m + 1 όπου m είναι

το πλήθος των κόµβων στο συγκεκριµένο υπόδεντρο. Αν το αποτέ-

λεσµα είναι αρνητικό, τότε προχωρούµε στο αριστερό υπόδεντρο αν

το αντικείµενο είναι µικρότερο από το αντικείµενο στη ϱίζα του υπο-

δέντρου ή στο δεξί υπόδεντρο αν το αντικείµενο είναι µεγαλύτερο.

Αν το αποτέλεσµα είναι ϑετικό τότε εκτελούµε εισαγωγή του κόµβου

στη ϱίζα του συγκεκριµένου υποδέντρου. Η λήψη των αποφάσεων
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Σχήµα 6-13: Κατασκευή τυχαίου δυαδι-

κού δέντρου αναζήτησης.

Το δέντρο του σχήµατος έχει κατα-

σκευαστεί µε την εισαγωγή των αριθ-

µών 1 ως 200 σε αύξουσα διάταξη.

µπορεί να γίνει µε τη χρήση µιας γεννήτριας ψευδοτυχαίων αριθµών

σε συνδυασµό µε την τιµή m.

Υπάρχουν ωστόσο δύο επιπλοκές για την πρακτική εφαρµογή αυτής

της µεθόδου εισαγωγής. Η πρώτη είναι πως πρέπει να γνωρίζουµε το

πλήθος των κόµβων σε κάθε υπόδεντρο. Αυτό σηµαίνει πως πρέπει

να συντηρούµε µια µεταβλητή σε κάθε κόµβο και να την ενηµερώ-

νουµε κατάλληλα έπειτα από κάθε εισαγωγή και διαγραφή κόµβου.

Η δεύτερη επιπλοκή σχετίζεται µε τη γεννήτρια ψευδοτυχαίων α-

ϱιθµών: Χρειαζόµαστε ένα τυχαίο αριθµό σε κάθε κόµβο που συ-

ναντάµε στο µονοπάτι αναζήτησης, και αυτό µπορεί να συνεπάγεται

σηµαντικό κόστος καθώς η παραγωγή ψευδοτυχαίων αριθµών δεν

είναι δωρεάν.

Ευτυχώς µπορούµε να ξεπεράσουµε τα προβλήµατα αυτά µε ένα

απλό τέχνασµα. Ας υποθέσουµε πως κατά την εισαγωγή ενός αντι-

κειµένου σε δυαδικό δέντρο µε τον κλασικό αλγόριθµο εισαγωγής

συναντούµε k κόµβους στο µονοπάτι αναζήτησης. Μετά την εισαγω-

γή έχουµε k + 1 ϱίζες υποδέντρων στις οποίες ϑα µπορούσαµε να

εισάγουµε τον νέο κόµβο. Μπορούµε να λάβουµε αυτή την απόφα-

ση παράγοντας ένα τυχαίο αριθµό i στην περιοχή [0, k + 1) και στη

συνέχεια να εκτελώντας i περιστροφές να ϕέρουµε τον νεοεισαχθέν-

τα κόµβο στην επιθυµητή ϑέση. Με τη µέθοδο αυτή δεν απαιτείται

να γνωρίζουµε το πλήθος των κόµβων σε κάθε υπόδεντρο του µονο-

πατιού αναζήτησης ενώ χρειαζόµαστε ένα µόνο τυχαίο αριθµό ανά
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Σχήµα 6-14: Πειραµατική συγκριτική µε-

λέτη δυαδικών δέντρων αναζήτησης

και τυχαίων δέντρων αναζήτησης.

Το σχήµα παρουσιάζει το χρόνο

που απαιτείται για την εισαγωγή

1.000.000 τυχαίων αριθµών σε δυαδι-

κό δέντρο αναζήτησης και σε τυχαίο

δέντρο αναζήτησης.

εισαγωγή.

Το δέντρο του Σχήµατος 6-7 επιδεικνύει τη λειτουργία ενός τυ-

χαίου δέντρου αναζήτησης το οποίο λειτουργεί µε ϐάση την τεχνική

αυτή. Είναι ϕανερό πως το δέντρο που προκύπτει είναι σαφέστατα

ϐελτιωµένο σε σχέση µε τον κλασικό αλγόριθµο εισαγωγής. Επιπλέ-

ον µπορούµε να εισάγουµε τυχαιότητα και στον αλγόριθµο διαγρα-

ϕής κόµβου. Στην περίπτωση που ο κόµβος προς διαγραφή έχει δύο

παιδιά, µπορούµε να πάρουµε µε τυχαίο τρόπο την απόφαση για

το αν το αντικείµενο που είναι αποθηκευµένο στον κόµβο αυτό ϑα

αντικατασταθεί από το αντικείµενο του επόµενου ή προηγούµενου

κόµβου στην ενδοδιατεταγµένη ακολουθία.

Φυσικά τα πλεονεκτήµατα των τυχαίων δέντρων αναζήτησης δεν

είναι χωρίς κόστος. Ο αλγόριθµος εισαγωγής σε τυχαίο δέντρο ανα-

Ϲήτησης απαιτεί περισσότερη δουλειά από τον κλασικό αλγόριθµο

όπως ϕαίνεται και στο Σχήµα 6-14. Αντίθετα η επιβάρυνση κατά τη

διαγραφή είναι αµελητέα.

Ασκήσεις

6-12 Υλοποιείστε ένα τυχαίο δέντρο αναζήτησης χρησιµοποιώντας τις τε-

χνικές που παρουσιάζονται στην Ενότητα 6.3.

6-13 Συγκρίνετε την απόδοση της υλοποίησης της ΄Ασκησης 6-12 µε δύο

άλλες υλοποιήσεις τυχαίων δέντρων αναζήτησης. Η πρώτη υλοποίη-

ση χρησιµοποιεί το πλήθος m των κόµβων του τρέχοντος υποδέντρου
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σε συνδυασµό µε µια γεννήτρια ψευδοτυχαίων αριθµών προκειµέ-

νου να αποφασίσει ή όχι εισαγωγή στη ϱίζα του τρέχοντος υπο-

δέντρου. Η δεύτερη υλοποίηση είναι µια παραλλαγή της πρώτης

η οποία δεν χρησιµοποιεί ψευδοτυχαίους αριθµούς αλλά την ισχύ

της σχέσης 111m mod =3 για να αποφασίσει εισαγωγή στη ϱίζα του

τρέχοντος υποδέντρου.



Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο 7

Ουρές προτεραιότητας

Στο Κεφάλαιο 2 περιγράψαµε τον τρόπο λειτουργίας των ουρών α-

ναµονής, ενώ στα Κεφάλαια 3 και 4 µελετήσαµε τρόπους για την

αποτελεσµατική υλοποίησή τους. Στο κεφάλαιο αυτό ϑα περιγρά-

ψουµε ένα γενικότερο και ισχυρότερο αφηρηµένο τύπο δεδοµένων

που ονοµάζεται ουρά προτεραιότητας (priority queue) και ϑα ανα-

λύσουµε εναλλακτικούς µηχανισµούς για την υλοποίησή του.

Μια ουρά προτεραιότητας είναι µια ουρά αναµονής από την ο-

ποία τα αντικείµενα εξάγονται κατά ϕθίνουσα σειρά προτεραιότητας.

Η προτεραιότητα κάθε αντικειµένου είναι ένας µη-αρνητικός ακέ-

ϱαιος αριθµός. Οι ϐασικές λειτουργίες µιας ουράς προτεραιότητας

είναι, όπως και σε µια ουρά αναµονής η εισαγωγή και η εξαγωγή

αντικειµένου. ΄Οταν ωστόσο εξάγουµε από µια ουρά προτεραιότη-

τας, το αντικείµενο που διάγραφεται είναι εκείνο µε τη µεγαλύτερη

προτεραιότητα.

Αν και χρησιµοποιήσαµε την ουρά αναµονής στον ορισµό της

ουράς προτεραιότητας, η δεύτερη δεν είναι µια ειδική περίπτωση της

πρώτης· το αντίθετο µάλιστα. Μια ουρά προτεραιότητας µπορεί να

λειτουργήσει ως ουρά αναµονής ή ως στοίβα ανάλογα µε τον ορισµό

της προτεραιότητας ενός αντικειµένου. Μπορούµε για παράδειγµα

να προσοµοιώσουµε τη λειτουργία µιας στοίβας χρησιµοποιώντας

µια ουρά προτεραιότητας, ϑεωρώντας πως η προτεραιότητα κάθε

αντικειµένου είναι η χρονική στιγµή κατά την οποία αυτό εισάγεται

στη δοµή. Με ανάλογο τρόπο, µπορούµε να προσαρµόσουµε µια

ουρά προτεραιότητας ώστε να λειτουργεί ως ουρά αναµονής.

191
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Εξαιτίας της γενικότητάς της, οι εφαρµογές αυτής της δοµής

δεδοµένων είναι σχεδόν αµέτρητες. Ο χρονοπρογραµµατισµός ε-

κτέλεσης διεργασιών και νηµάτων σε ένα υπολογιστικό σύστηµα,

οι εξυπηρέτηση περιφερειακών συσκευών, ο προγραµµατισµός χει-

ϱουργικών τραπεζιών είναι µερικές µόνο εφαρµογές στις οποίες οι

ουρές προτεραιότητας αποτελούν ϐασικό εργαλείο. Οι εφαρµογές

των ουρών προτεραιότητας δεν εξαντλούνται ωστόσο στα συστήµατα

εξυπηρέτησης. Στο κεφάλαιο αυτό ϑα δούµε ότι µπορούµε χρησι-

µοποιώντας µια ουρά προτεραιότητας να ταξινοµήσουµε N αντικει-

µένα σε χρόνο όχι περισσότερο από O (N lg N). Επίσης ϑα χρησι-

µοποιήσουµε ουρές προτεραιότητας στην υλοποίηση ενός κλασικού

αλγορίθµου συµπίεσης δεδοµένων.

Οι ϐασικές λειτουργίες µιας ουράς προτεραιότητας είναι η ει-

σαγωγή και διαγραφή αντικειµένων. Στην πράξη ωστόσο, και εξαι-

τίας του πλήθους των εφαρµογών που ϐασίζονται στη χρήση τους,

οι ουρές προτεραιότητας παρέχουν ένα πιο διευρηµένο ϱεπερτόριο

λειτουργιών :

• εισαγωγή αντικειµένου,

• εξαγωγή του αντικειµένου µε τη µέγιστη (ή ελάχιστη) προτε-

ϱαιότητα,

• τροποποίηση της προτεραιότητας ενός αντικειµένου,

• διαγραφή ενός αντικειµένου,

• αντικατάσταση ενός αντικειµένου από ένα άλλο,

• οργάνωση µιας συλλογής αντικειµένων σε ουρά προτεραιότη-

τας (κατασκευή),

• συνένωση δύο ουρών προτεραιότητας σε µία.

Η αποτελεσµατική υποστήριξη του συνόλου των παραπάνω λει-

τουργιών δεν είναι πάντα εφικτή. Αν για παράδειγµα χρησιµοποι-

ήσουµε µια διπλοουρά, η εισαγωγή, η κατασκευή και η συνένωση

υλοποιούνται πολύ αποτελεσµατικά, δεν συµβαίνει το ίδιο όµως για

την τροποποίηση της προτεραιότητας ενός αντικειµένου ή την εξα-

γωγή του αντικειµένου µε τη µέγιστη προτεραιότητα. Στις επόµε-

νες ενότητες ϑα παρουσιάσουµε δύο µηχανισµούς οργάνωσης που

εξασφαλίζουν την αποτελεσµατική υλοποίηση των περισσοτέρων λει-

τουργιών.
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7.1 ∆υαδικοί σωροί

Ο δυαδικός σωρός είναι µια οργάνωση δεδοµένωνπου παρουσιάζει

σηµαντικά πλεονεκτήµατα σε σχέση µε όσες δοµές έχουµε εξετάσει

µέχρι στιγµής. Κατ΄ αρχήν υλοποιείται µε πολύ συµπαγή τρόπο.

Επιπλέον, οι λειτουργίες εισαγωγής και διαγραφής εκτελούνται σε
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Σχήµα 7-1: ∆υαδικός σωρός.

Το αντικείµενο στη ϱίζα κάθε υποδέν-

τρου είναι µεγαλύτερο των αντικειµέ-

νων που ϐρίσκονται στις ϱίζες του α-

ϱιστερού και δεξιού υποδέντρου.

χρόνο O (lg N), όπου N είναι το πλήθος των αντικειµένων της δο-

µής.

Ορισµός 7-1. ΄Ενα δυαδικό δέντρο έχει διάταξη δυαδικού σωρού όταν

το αντικείµενο κάθε κόµβου είναι µεγαλύτερο (έπεται σε µια δοσµέ-

νη σχέση διάταξης) των αντικειµένων που ϐρίσκονται στη ϱίζα του

αριστερού και του δεξιού του υποδέντρου.

΄Ενα δέντρο µε διάταξη δυαδικού σωρού ονοµάζεται δυαδικός σωρός

(binary heap) ή απλά σωρός. Το Σχήµα 7-1 παρουσιάζει 15 αντι-

κείµενα οργανωµένα σε ένα δυαδικό σωρό. Η ϐασική ιδιότητα της

οργάνωσης είναι πως το µεγαλύτερο (ή ενδεχοµένως το µικρότερο,

αν αντιστρέψουµε τη σηµασιολογία της σχέσης διάταξης) αντικείµε-

νο ϐρίσκεται στη ϱίζα του δέντρου. Αυτό καθιστά τους δυαδικούς

σωρούς µια ελκυστική οργάνωση για την υλοποίηση ουρών προτε-

ϱαιότητας.

Αν και δενδρικές δοµές, οι δυαδικοί σωροί σχεδόν ποτέ δεν υ-

λοποιούνται µε συνδεδεµένη οργάνωση κόµβων, αλλά µε συστοιχία.

Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι τα πλεονεκτήµατα της συνδεδεµένης

οργάνωσης, όπως για παράδειγµα η µετακίνηση ενός υποδέντρου µε

δύο ή τρεις αναθέσεις, δεν προσφέρουν τίποτε στους αλγορίθµους

δυαδικών σωρών όπως ϑα δούµε παρακάτω. ΄Ετσι, και δεδοµένου

ότι η συνδεδεµένη οργάνωση έχει σηµαντική επίπτωση στην κατα-

νάλωση µνήµης, µια συστοιχία είναι καταλληλότερος µηχανισµός.

Μπορούµε να αποθηκεύσουµε ένα δυαδικό δέντρο σε µια συ-

στοιχία εκτελώντας µια πλήρη διάσχιση κατά επίπεδα και αποθη-

κεύοντας τον πρώτο κόµβο στη ϑέση 0, το δεύτερο στη ϑέση 1 κ.ο.κ.

όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 7-2. Αν ϑέλουµε να είµαστε περισσότε-

ϱο αυστηροί, οι κόµβοι ενός δυαδικού δέντρου αποθηκεύονται σε

συνεχόµενες ϑέσεις µνήµης µε ϐάση τους παρακάτω κανόνες :

i). Κάθε ϑέση της συστοιχίας αντιστοιχεί σε ένα κόµβο του δέντρου.

ii). Η ϱίζα του δέντρου αποθηκεύεται στη ϑέση 0 της συστοιχίας.
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5 N 6 K

0 1 2 3 4 5 6
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Σχήµα 7-2: Οργάνωση δυαδικού σω-

ρού σε συστοιχία.

Το αριστερό και το δεξιό υπόδεντρο

του κόµβου στη ϑέση i (εξαιρουµένων

των κόµβων του τελευταίου επιπέδου)

ϐρίσκονται αποθηκευµένα στις ϑέσεις

2i + 1 και 2i + 2 αντίστοιχα. Ο πα-

τέρας του κόµβου που ϐρίσκεται στη

ϑέση i > 0 της συστοιχίας, είναι απο-

ϑηκευµένος στη ϑέση b(i− 1)/2c.
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iii). Αν ένας κόµβος του δέντρου ϐρίσκεται αποθηκευµένος στη ϑέ-

ση i της συστοιχίας, οι ϱίζες του αριστερού και δεξιού του υπο-

δέντρου ϐρίσκονται αποθηκευµένες στις ϑέσεις 2i+1 και 2i+2
αντίστοιχα.

iv). Ο πατέρας του κόµβου που ϐρίσκεται στη ϑέση i > 0 της συ-

στοιχίας, ϐρίσκεται στη ϑέση b(i− 1)/2c.
Η οργάνωση αυτή, υποστηρίζει αποτελεσµατικά τις περισσότερες α-

πό τις λειτουργίες µιας ουράς προτεραιότητας.

Εισαγωγή. ΄Οπως και στα δυαδικά δέντρα αναζήτησης, όταν προ-

σθέτουµε ένα αντικείµενο σε ένα δυαδικό σωρό πρέπει να ϕροντί-

σουµε ώστε η δοµή να εξακολουθεί να ικανοποιεί τις ιδιότητες ενός

δυαδικού σωρού. Η εισαγωγή αντικειµένου σε δυαδικό σωρό χω-

ϱητικότητας 2k − 1 αντικειµένων ο οποίος περιέχει N αντικείµενα,

περιλαµβάνει δύο στάδια. Αρχικά τοποθετούµε το αντικείµενο στη

ϑέση N και στη συνέχεια εκτελούµε τον αλγόριθµο shift up για τη

ϑέση N .
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Σχήµα 7-3: Ανάδυση αντικειµένου σε

δυαδικό σωρό.

Το σχήµα παρουσιάζει τη λειτουργί-

α του αλγορίθµου shift up κατά την

εισαγωγή του αντικειµένου Q.

Αλγόριθµος 7-1 (ShiftUp). Ανάδυση αντικειµένου σε δυαδικό σωρό. Η

µεταβλητή i προσδιορίζει τον κόµβο του σωρού στον οποίο ϐρίσκεται το

αντικείµενο.

1). Αν η ϑέση i είναι η ϱίζα του σωρού, αν δηλαδή i == 0, τερµα-

τίζουµε.

2). Θέτουµε p = (i1)/2 και συγκρίνουµε τα αντικείµενα στις ϑέ-

σεις p και i. Αν το αντικείµενο στη ϑέση i είναι µικρότερο (ή

ίσο) του αντικειµένου στη ϑέση p, τερµατίζουµε, διαφορετικά

συνεχίζουµε από το ϐήµα 3.

3). Ανταλλάσουµε αµοιβαία τα αντικείµενα στις ϑέσεις i και p, ϑέ-

τουµε i = p και συνεχίζουµε από το ϐήµα 1.

Στο πρώτο στάδιο της διαδικασίας εισαγωγής είναι πιθανό να παρα-

ϐιαστεί η ιδιότητα του σωρού. Αυτό ϑα συµβεί αν το νέο αντικείµενο

είναι µεγαλύτερο από αντικείµενα που ϐρίσκονται σε κόµβους πάνω

στο µονοπάτι από τη ϱίζα µέχρι τον κόµβο N . Στο δεύτερο στάδιο,

ο αλγόριθµος shift up µεταφέρει, εφόσον αυτό χρειάζεται, το νέο

αντικείµενο προς τα πάνω µέχρι να διαπιστωθεί ότι η ιδιότητα του

δυαδικού σωρού ικανοποιείται. Αν το αντικείµενο του νέου κόµ-
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ϐου είναι µικρότερο ή ίσο του αντικειµένου του πατέρα του, τότε

ο αλγόριθµος τερµατίζει. ∆ιαφορετικά ανταλλάζει αµοιβαία τα δύο

αντικείµενα και συνεχίζει µε τον ίδιο τρόπο προς τη ϱίζα του σωρού.

Κάποια στιγµή είτε το νέο αντικείµενο ϑα ϕτάσει στη ϱίζα του σω-

ϱού (αν είναι µεγαλύτερο από όλα τα υπόλοιπα αντικείµενα) ή ϑα

ϐρεθεί ένας κόµβος µε µεγαλύτερο αντικείµενο. Ο αλγόριθµος ϑα

τερµατίσει και στις δύο περιπτώσεις καθώς ικανοποιείται η συνθή-

κη ορισµού του δυαδικού σωρού. ΄Ενα παράδειγµα εκτέλεσης του

αλγορίθµου εισαγωγής σε δυαδικό σωρό, ο οποίος ονοµάζεται και

swim καθώς ανεβάζει τον νέο κόµβο µέχρι την “επιφάνεια” (κορυφή)

του σωρού εφόσον χρειαστεί, δίνεται στο Σχήµα 7-3.
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Σχήµα 7-4: ∆ιαγραφή αντικειµένου από

δυαδικό σωρό.

Το σχήµα παρουσιάζει τη λειτουργία

του αλγορίθµου shift κατά τη διαγρα-

ϕή του αντικειµένου O.

∆ιαγραφή. Για τη διαγραφή ενός κόµβου από δυαδικό σωρό πρέπει

να αντιστρέψουµε τη διαδικασία εισαγωγής. Αρχικά αντικαθιστούµε

το αντικείµενο που ϐρίσκεται στη ϱίζα του δέντρου µε το αντικείµε-

νο που ϐρίσκεται στο “δεξιότερο” ϕύλλο του σωρού. Στη συνέχεια

µεταφέρουµε το αντικείµενο αυτό προς το τελευταίο επίπεδο του δέν-

τρου ώστε να αποκαταστήσουµε τη διάταξη σωρού που έχει πλέον

παραβιαστεί. Ο Αλγόριθµος 7-2 περιγράφει τη διαδικασία για την

“κατάδυση” του αντικειµένου που ϐρίσκεται σε ένα δοσµένο κόµβο

του σωρού.

Αλγόριθµος 7-2 (ShiftDown). Κατάδυση αντικειµένου σε δυαδικό σωρό. Η

µεταβλητή i προσδιορίζει τον κόµβο του σωρού στον οποίο ϐρίσκεται το

αντικείµενο ενώ η µεταβλητή size το πλήθος των αντικειµένων που περι-

λαµβάνει ο σωρός.

1). Αν η ϑέση i είναι ϕύλλο, αν δηλαδή 2*i + 1 >= size, τερµατί-

Ϲουµε.

2). Υπολογίζουµε τη ϑέση m του κόµβου στον οποίο ϐρίσκεται το µε-

γαλύτερο από τα παιδιά του κόµβου i. Αν το αντικείµενο αυτό

είναι µικρότερο ή ίσο του αντικειµένου στη ϑέση i, τερµατίζου-

µε, διαφορετικά συνεχίζουµε από το ϐήµα 3.

3). Αντικαθιστούµε το αντικείµενο που ϐρίσκεται στον κόµβο i µε

το αντικείµενο που ϐρίσκεται στον κόµβο m, ϑέτουµε i = m και

συνεχίζουµε από το ϐήµα 1.
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΄Οπως και κατά την εισαγωγή, το πρώτο στάδιο του αλγορίθµου δια-

γραφής µπορεί να παραβιάσει την ιδιότητα του σωρού. ΄Ετσι το

αντικείµενο που µεταφέρθηκε στη ϱίζα, ϐυθίζεται σταδιακά ώσπου

να διαπιστωθεί η αποκατάσταση της ιδιότητας του σωρού. ΄Ενα πα-

ϱάδειγµα εκτέλεσης του αλγορίθµου διαγραφής αντικειµένου από

δυαδικό σωρό, ο οποίος είναι γνωστός και ως sink, παρουσιάζεται

στο Σχήµα 7-4.

Αντικατάσταση. Οι αλγόριθµοι 7-1 και 7-2 µπορούν να χρησιµο-

ποιηθούν και για την αντικατάσταση ενός αντικειµένου του δυαδι-

κού σωρού από ένα νέο αντικείµενο. Αν το νέο αντικείµενο είναι

µικρότερο από το αντικείµενο που αντικαθίσταται, τότε χρησιµο-

ποιούµε τον αλγόριθµο shift down για να το µεταφέρουµε σε χαµη-

λότερα επίπεδα του σωρού. Αντίστοιχα, αν το νέο αντικείµενο είναι

µεγαλύτερο από το αντικείµενο που αντικαθίσταται, το µεταφέρουµε

σε υψηλότερα επίπεδα του σωρού χρησιµοποιώντας τον αλγόριθµο

shift up.
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Σχήµα 7-5: Κατασκευή δυαδικού σωρού

από κάτω προς τα πάνω.

Κατασκευή δυαδικού σωρού. Ο απλούστερος τρόπος για να κατα-

σκευάσουµε ένα σωρό N αντικειµένων είναι να ξεκινήσουµε µε ένα

κενό σωρό και να εισάγουµε διαδοχικά σε αυτόν τα αντικείµενα.

Αν τα αντικείµενα είναι αποθηκευµένα σε µια λίστα ή ένα δυαδικό

δέντρο, δεν έχουµε άλλη επιλογή. Αν ωστόσο τα αντικείµενα ϐρί-

σκονται ήδη σε µια συστοιχία, τότε εκτός του ότι µπορούµε να απο-

ϕύγουµε τη σπατάλη µνήµης, µπορούµε επιπλέον να επιταχύνουµε

σηµαντικά τη διαδικασία κατασκευής του σωρού αν εργαστούµε µε

διαφορετικό τρόπο. Η διαδικασία παρουσιάζεται στο Σχήµα 7-5 και

ϐασίζεται στο γεγονός ότι τα ϕύλλα ενός δυαδικού δέντρου ικανο-

ποιούν την ιδιότητα του σωρού καθώς δεν έχουν υπόδεντρα. Επο-

µένως δεν υπάρχει λόγος να ασχοληθούµε µε τους κόµβους αυτούς.

Ξεκινάµε λοιπόν από τη ϑέση b(N − 2)/2c, όπου N είναι το πλή-

ϑος των αντικείµενων, η οποία αντιστοιχεί στο δεξιότερο κόµβο του

προτελευταίου επιπέδου. Αν εκτελέσουµε τον αλγόριθµο shift down
στον κόµβο αυτό, ϑα έχουµε µετατρέψει το αντίστοιχο δέντρο σε σω-

ϱό. Συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο, από τα δεξιά προς τα αριστερά

και από κάτω προς τα πάνω, δηµιουργώντας όλο και µεγαλύτερους

σωρούς, ϑα καταλήξουµε στη ϱίζα ολοκληρώνοντας την κατασκευή.
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Μηχανισµός οργάνωσης Εισαγωγή ∆ιαγραφή Μνήµη

Μη ταξινοµηµένη συστοιχία O (1) O (N) N

Ταξινοµηµένη συστοιχία O (N) O (1) N

Μη ταξινοµηµένη συνδεδεµένη λίστα O (1) O (N) Θ (N)

Ταξινοµηµένη συνδεδεµένη λίστα O (N) O (1) Θ (N)

Ισοζυγισµένο δυαδικό δέντρο αναζήτησης O (lg N) O (lg N) Θ (N)

∆υαδικό δέντρο αναζήτησης O (N) O (N) Θ (N)

∆υαδικός σωρός O (lg N) O (lg N) N

Πίνακας 7-1:

Αποτελεσµατικότητα. Οι αλγόριθµοι 7-1 και 7-2 εργάζονται κατά

µήκος ενός µονοπατιού από τη ϱίζα προς κάποιο ϕύλλο. Καθώς

ένας δυαδικός σωρός είναι ένα πλήρες δυαδικό δέντρο, το ύψος

των εξωτερικών κόµβων είναι το πολύ lg N , όπου N το πλήθος των

κόµβων του σωρού (ϐλέπε Θεώρηµα 5-4 στη σελίδα 143). Εποµένως

στη χειρότερη περίπτωση, τόσο η εισαγωγή όσο και η διαγραφή

αντικειµένου, απαιτούν χρόνο O (lg N).
Η κατασκευή σωρού απαιτεί χρόνο O (N lg N) όταν γίνεται µε

διαδοχικές εισαγωγές. Ο αριθµός συγκρίσεων CN για την κατα-

σκευή δυαδικού σωρού N στοιχείων, δίνεται από την αναδροµική

σχέση CN = CN−1 +lg N , µε C1 = 0 και µε ϐάση την ΄Ασκηση 1-23

είναι CN = O (N lg N). ΄Οταν η κατασκευή του σωρού γίνεται από

κάτω προς τα πάνω, ο χρόνος που απαιτείται είναι O (N) καθώς

ο ϐρόχος εκτελείται περίπου N/2 ϕορές και σε κάθε επανάληψη

εκτελείται σταθερός αριθµός συγκρίσεων.

Επιπλέον, η ποσότητα µνήµης που απαιτείται για την οργά-

νωση N αντικειµένων σε δυαδικό σωρό είναι ελάχιστη —4(N + 1)
ψηφιοσυλλαβές— αφού δεν χρειάζεται να συντηρούµε αναφορές για

τα παιδιά και τον πατέρα κάθε κόµβου όπως ϑα οφείλαµε σε ένα

τυπικό δυαδικό δέντρο.

Το µειονέκτηµα ϐεβαίως της οργάνωσης είναι η αδυναµία γρή-

γορου εντοπισµού ενός αντικειµένου. Αν για παράδειγµα ϑέλουµε

να αντικαταστήσουµε ένα αντικείµενο µε ένα άλλο, πρέπει πρώτα να

το εντοπίσουµε ώστε να χρησιµοποιήσουµε στη συνέχεια τους αλγο-

ϱίθµους shift up και shift down. Ο εντοπισµός του αντικειµένου

ωστόσο απαιτεί O (N) συγκρίσεις κατά µέσο όρο.
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Ταξινόµηση µε σωρό. Η ταξινόµηση µε επιλογή είναι µια κα-

τηγορία αλγορίθµων ταξινόµησης που ακολουθούν το παρακάτω

“αλγοριθµικό σχήµα”.

1 4 5 8 0 3 6 7 2 9

1 4 5 8 9 3 6 7 2 0

1 4 5 8 9 3 6 7 2 0

1 4 6 8 9 3 5 7 2 0

1 9 6 8 4 3 5 7 2 0

9 8 6 7 4 3 5 1 2 0

8 7 6 2 4 3 5 1 0 9

7 4 6 2 0 3 5 1 8 9

6 4 5 2 0 3 1 7 8 9

5 4 3 2 0 1 6 7 8 9

4 2 3 1 0 5 6 7 8 9

3 2 0 1 4 5 6 7 8 9

2 1 0 3 4 5 6 7 8 9

1 0 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Σχήµα 7-6: Ο αλγόριθµος heap sort.

Το σχήµα παρουσιάζει τον τρόπο µε

τον οποίο λειτουργεί ο αλγόριθµος

heap sort για την ταξινόµηση της συ-

στοιχίας ακεραίων 1 4 5 8 0 3 6 7 2 9. Στο

επάνω µέρος του σχήµατος ϕαίνεται

η διαδικασία κατασκευής σωρού, ενώ

στο κάτω η διαδικασία ταξινόµησης.

Η γκρι περιοχή δείχνει το τµήµα της

συστοιχίας που έχει ταξινοµηθεί έπει-

τα από κάθε επανάληψη του αλγορίθ-

µου.

Αλγόριθµος 7-3 (SelectionSort). Ταξινόµηση συστοιχίας µε επιλογή µέ-

γιστης τιµής. Η µεταβλητή array είναι η συστοιχία προς ταξινόµηση.

1). Εκτελούµε το ϐήµα 2 για i = array.size  1, . . . , 1.

2). Εντοπίζουµε το µέγιστο των στοιχείων array[0] . . . array[i] και

το ανταλλάζουµε αµοιβαία µε το στοιχείο array[i].

Το κρίσιµο σηµείο για την αποτελεσµατικότητα κάθε αλγορίθµου

που ϐασίζεται σε αυτό το σχήµα είναι η επιλογή του µεγίστου στοι-

χείου. Στην κλασική του εκδοχή, ο αλγόριθµος selection sort χρη-

σιµοποιεί µια ακολουθιακή προσέγγιση για τον εντοπισµό του µεγί-

στου στοιχείου. ΄Ετσι, ο απαιτούµενος χρόνος για την εκτέλεση του

αλγορίθµου είναι TN = TN−1 + N = O
(

N2
)

. Αν όµως επιβάλ-

λουµε διάταξη σωρού στην συστοιχία, ο εντοπισµός του µεγίστου

είναι δωρεάν, ενώ µετά την αµοιβαία αναταλλαγή ϑα πρέπει να α-

ποκαταστήσουµε τη διάταξη σωρού, διαδικασία που απαιτεί χρόνο

O (lg N). ΄Ετσι ο αλγόριθµος ταξινόµησης συνολικά, απαιτεί χρόνο

TN = TN−1+lg N = O (N lg N). Η ταξινόµηση µε χρήση δυαδικού

σωρού ονοµάζεται heap sort και υλοποιείται από τον Αλγόριθµο 7-

4. ΄Ενα παράδειγµα εκτέλεσης του αλγορίθµου παρουσιάζεται στο

Σχήµα 7-6.

Αλγόριθµος 7-4 (HeapSort). Ταξινόµηση µε δυαδικό σωρό. Η µεταβλητή

array είναι η συστοιχία αντικειµένων που πρέπει να ταξινοµηθεί.

1). Για i = (array.size2)/2, . . . , 0 εκτελούµε ShiftDown(i)

(κατασκευή δυαδικού σωρού).

2). Για i = array.size1, . . . , 1 εκτελούµε το ϐήµα 3.

3). Ανταλλάζουµε αµοιβαία τα στοιχεία a[0] και a[i], και εκτελού-

µε ShiftDown(0).

Κώδικας 7.1: Η κλάση BinaryHeap.

1 package aueb.util.imp;

2

3 import aueb.util.api.Comparator;

4 import aueb.util.api.DefaultComparator;
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5 /**

6 * Implementation of a binary heap.

7 */

8 public class BinaryHeap {

9 /**

10 * Arraybased heap representation

11 */

12 Object[] heap;

13 /**

14 * The number of objects in the heap

15 */

16 int size;

17 /**

18 * Comparator.

19 */

20 Comparator cmp;

21 /**

22 * Creates heap with a given capacity and default comparator.

23 * @param capacity The capacity of the heap being created.

24 */

25 public BinaryHeap(int capacity) {

26 this(capacity, new DefaultComparator());

27 }

28 /**

29 * Creates heap with a given capacity and comparator.

30 * @param capacity The capacity of the heap being created.

31 * @param cmp The comparator that will be used.

32 */

33 public BinaryHeap(int capacity, Comparator cmp) {

34 if (capacity < 1) throw new IllegalArgumentException();

35 this.heap = new Object[capacity];

36 this.cmp = cmp;

37 }

38 /**

39 * Creates a heap from an array of objects.

40 * @param array The array of objects.

41 */

42 public BinaryHeap(Object[] array) {

43 this(array, new DefaultComparator());

44 }

45 /**

46 * Creates a heap from an array using a given comparator.

47 * @param array The array of objects.

48 * @param c The comparator that will be used.

49 */

50 public BinaryHeap(Object[] array, Comparator c) {
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51 size = array.length;

52 heap = (Object[]) array.clone();

53 cmp = c;

54 heap(heap, size, cmp);

55 }

56 /**

57 * Inserts an object in this heap.

58 * @throws IllegalStateException if heap capacity is exceeded.

59 * @param object The object to insert.

60 */

61 public void add(Object object) {

62 // Ensure object is not null

63 if (object == null) throw new IllegalArgumentException();

64 // Check available space

65 if (size == heap.length) throw new IllegalStateException();

66 // Place object at the next available position

67 heap[size] = object;

68 // Let the newly added object swim

69 swim(heap, size++, cmp);

70 }

71 /**

72 * Removes the object at the root of this heap.

73 * @throws IllegalStateException if heap is empty.

74 * @return The object removed.

75 */

76 public Object remove() {

77 // Ensure not empty

78 if (size == 0) throw new IllegalStateException();

79 // Keep a reference to the root object

80 Object object = heap[0];

81 // Replace root object with the one at rightmost leaf

82 if (size > 1) heap[0] = heap[size1];

83 // Dispose the rightmost leaf

84 heap[size] = null;

85 // Sink the new root element

86 sink(heap, size, 0, cmp);

87 // Return the object removed

88 return object;

89 }

90 /**

91 * Sorts an array of objects in O(N lg N) time using heapsort;

92 * N is the array length.

93 * @throws NullPointerException If any array element is null.

94 * @param array The array to sort.

95 */

96 public static void sort(Object[] array) {
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97 // Use the default comparator

98 Comparator cmp = new DefaultComparator();

99 // Arrange array elements in heap order

100 heap(array, array.length, cmp);

101 // Repeatedly replace the root element and sink it

102 for (int j = array.length1; j > 0; j) {

103 swap(array, 0, j);

104 sink(array, j, 0, cmp);

105 }

106 }

107 /**

108 * Inplace, bottomup heap construction.

109 */

110 static void heap(Object[] a, int size, Comparator c) {

111 for (int i = (size2)/2; i >= 0; i) sink(a, size, i, c);

112 }

113 /**

114 * Shift up.

115 */

116 static void swim(Object[] heap, int i, Comparator c) {

117 while (i > 0) {

118 int p = (i  1) / 2;

119 int result = c.compare(heap[i], heap[p]);

120 if (result <= 0) return;

121 swap(heap, i, p);

122 i = p;

123 }

124 }

125 /**

126 * Shift down.

127 */

128 static void sink(Object[] heap, int size, int i, Comparator c){

129 int l = 2*i+1, r = l+1, m = l;

130 // If 2*i+1 >= size, node i is a leaf

131 while (l < size) {

132 // Determine the largest children of node i

133 if (r < size) {

134 m = c.compare(heap[l], heap[r]) < 0 ? r : l;

135 }

136 // If the heap condition holds, stop. Else swap and go on.

137 if (c.compare(heap[i], heap[m]) >= 0) return;

138 swap(heap, i, m);

139 i = m; l = 2*i+1; r = l+1; m = l;

140 }

141 }

142 /**
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143 * Interchanges two array elements.

144 */

145 static void swap(Object[] array, int i, int j) {

146 Object tmp = array[i];

147 array[i] = array[j];

148 array[j] = tmp;

149 }

150 }

Ασκήσεις

7-1 Σχεδιάστε ένα δυαδικό σωρό 11 αντικειµένων.

7-2 Σχεδιάστε το δυαδικό σωρό που προκύπτει από την διαδοχική ει-

σαγωγή των αντικειµένων 2 E A S Y Q U E S T I O N σε ένα κενό δυαδικό

σωρό.

7-3 Σχεδιάστε το δυαδικό σωρό που προκύπτει από την εκτέλεση των

εντολών E A S Y Q - - - U E - S T - - I O N, σε ένα κενό δυαδικό σωρό.

΄Ενα γράµµα σηµαίνει εισαγωγή του αντίστοιχου αντικειµένου, ενώ

το σύµβολο - υποδεικνύει διαγραφή της ϱίζας του σωρού.

7-4 Αν αντιστρέψουµε τη σηµασιολογία της διάταξης δυαδικού σωρού,

το αντικείµενο κάθε κόµβου πρέπει να είναι µικρότερο ή ίσο των

αντικειµένων των παιδιών του κόµβου αυτού. ∆ιατυπώστε ανάλογα

τους αλγορίθµους 7-1, 7-2 και 7-4.

7-5 Υλοποιήστε ένα δυαδικό σωρό χρησιµοποιώντας οργάνωση δυαδι-

κού δέντρου.

Ασκήσεις

7-6 Υλοποιήστε µια ουρά προτεραιότητας χρησιµοποιώντας δυαδικό σω-

ϱό µε οργάνωση συστοιχίας.
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Πίνακες Κατακερµατισµού

Ας υποθέσουµε πως χρειαζόµαστε ένα µηχανισµό αποθήκευσης και

αναζήτησης ϑετικών ακεραίων αριθµών που ανήκουν στο διάστηµα

[0, 231]. Θέλουµε δηλαδή, µια υλοποίηση της διεπαφής Collection,

εξειδικευµένη στον χειρισµό ϑετικών ακεραίων αριθµών. ΄Ενας τα-

χύτατος µηχανισµός ϑα ήταν να χρησιµοποιήσουµε µια συστοιχία

231 ακεραίων και να ϑεωρήσουµε πως ο ακέραιος i υπάρχει στη συλ-

λογή, αν η ϑέση i της συστοιχίας έχει τιµή i, ενώ δεν υπάρχει όταν η

ϑέση i της συστοιχίας έχει την τιµή 0. ΄Ετσι η εισαγωγή ϑα απαιτού-

σε µία σύγκριση και ενδεχοµένως µια ανάθεση, ενώ η αναζήτηση

µια σύγκριση και η διαγραφή, µία ανάθεση. Η ταχύτητα ωστόσο

του µηχανισµού αυτού, επιτυγχάνεται σε ϐάρος της γενικότητας και

µε µεγάλη κατανάλωση µνήµης.

i) Τα στοιχεία της συλλογής πρέπει να είναι ϑετικοί ακέραιοι α-

ϱιθµοί, διαφορετικά δεν µπορούν να χρησιµοποιηθούν για τη

διευθυνσιοδότηση της συστοιχίας.

ii) Ανεξάρτητα από το πλήθος των στοιχείων που ϑέλουµε να απο-

ϑηκεύσουµε, είµαστε αναγκασµένοι να δεσµεύσουµε µια συ-

στοιχία 2.147.483.648 στοιχείων, δηλαδή 8 GB µνήµης.

Αν και µπορούµε να ελαττώσουµε κατά πολύ τις απαιτήσεις σε µνή-

µη (ϐλέπε ΄Ασκηση 3-9) κάτι τέτοιο δεν ϑα έχει ιδιαίτερη αξία εκτός

αν περιοριστούµε στη χρήση του µηχανισµού για ϕυσικούς αριθ-

µούς. Ωστόσο χρησιµοποιώντας τη ϐασική ιδέα αυτού του απλού

µηχανισµού, µπορούµε να σχεδιάσουµε εξαιρετικά αποτελεσµατι-

κούς, γενικούς, αφηρηµένους τύπους δεδοµένων που ϐασίζονται

203
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στη χρήση συστοιχιών. Ο µηχανισµός που ϑα περιγράψουµε είναι

γνωστός ως πίνακας κατακερµατισµού, και αποτελεί το αντικείµενο

αυτού του κεφαλαίου.

8.1 Εισαγωγή

΄Ενας πίνακας κατακερµατισµού υλοποιείται µε τη χρήση µιας συ-

στοιχίας. Αν γνωρίζουµε, έστω και κατά προσέγγιση, το µέγιστο πλή-

ϑος (έστω M ) αντικειµένων που ϑα χρειαστεί να αποθηκευτούν στον

πίνακα κατακερµατισµού, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε αντικεί-

µενα οποιουδήποτε τύπου για τη διευθυνσιοδότηση µιας συστοιχίας

M στοιχείων, αν ορίσουµε µια συνάρτηση από το σύνολο των αντικει-

µένων έστω O, στο σύνολο [0, M). Η τεχνική για τον ορισµό τέτοιων

συναρτήσεων, ονοµάζεται κατακερµατισµός (hashing). ΄Εχοντας στη

διάθεσή µας µια συνάρτηση κατακερµατισµού h : O → [0, M),
µπορούµε να αποθηκεύσουµε κάθε αντικείµενο o στη ϑέση h(o)
µιας συστοιχίας, εφόσον η h είναι αµφιµονοσήµαντη, εφόσον δηλα-

δή

h(o1) 6= h(o2) ∀o1, o2 ∈ O, o1 6= o2

Με αυτόν τον τρόπο εξαλείφουµε τα δύο προβλήµατα που αναφέρ-

ϑηκαν παραπάνω.

∆υστυχώς αµφιµονοσήµαντες (ή αλλιώς τέλειες συναρτήσεις κα-

τακερµατισµού, είναι κατά κανόνα δύσκολο να οριστούν χωρίς πα-

ϱαδοχές για τις ιδιότητες του συνόλου O. Επιπλέον οι τέλειες συναρ-

τήσεις κατακερµατισµού απαιτούν κατά κανόνα, σηµαντικό χρόνο

για τον υπολογισµό τους, τόσο σηµαντικό µάλιστα, που σε πολ-

λές περιπτώσεις εξαλείφει τα υπόλοιπα πλεονεκτήµατα των πινάκων

κατακερµατισµού. ΄Ενα επιπλέον πρόβληµα που εµπλέκεται στη

σχεδίαση τέλειων συναρτήσεων κατακερµατισµού είναι η χωρητικό-

τητα του πίνακα κατακερµατισµού, η οποία πρέπει να είναι ίση µε

τον πληθικό αριθµό του πεδίου τιµών της συνάρτησης κατακερµα-

τισµού. ΄Ετσι, η χρήση τέλειων συναρτήσεων κατακερµατισµού, πε-

ϱιορίζεται σε περιπτώσεις που το πλήθος των στοιχείων του συνόλου

O είναι σχετικά µικρό και γνωστό εκ των προτέρων.

Η περίπτωση κατά την οποία, δύο αντικείµενα o1, o2 ∈ O για

τα οποία ισχύει o1 6= o2, έχουν την ίδια τιµή κατακερµατισµού

x = h(o1) = h(o2), ονοµάζεται σύγκρουση. Αν έχουµε στη διάθεσή
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µας µέσα για την διαχείριση συγκρούσεων, τότε µπορούµε να κα-

τασκευάσουµε πίνακες κατακερµατισµού, χωρίς να απαιτείται µια

τέλεια συνάρτηση κατακερµατισµού.

Στην πράξη η διαδικασία της µετατροπής ενός αντικειµένου σε

µια διεύθυνση πίνακα, διακρίνεται, για λόγους που αναλύουµε στην

ενότητα 8.3, σε δύο ϐήµατα. Το πρώτο, ο κατακερµατισµός, αντι-

στοιχίζει ένα αντικείµενο, όχι σε ένα ϑετικό ακέραιο στο διάστηµα

[0, M) όπως αναφέραµε παραπάνω, αλλά σε ένα αυθαίρετο ακέ-

ϱαιο σύµφωνα µε τα πρότυπα της γλώσσας προγραµµατισµού που

χρησιµοποιείται. Το δεύτερο ϐήµα, που ονοµάζεται συµπίεση διεύ-

ϑυνσης (address compression), είναι αυτό που µετατρέπει το απο-

τέλεσµα του πρώτου ϐήµατος, την τιµή κατακερµατισµού δηλαδή,

σε µια διεύθυνση πίνακα. Συνοψίζοντας λοιπόν, πρέπει να πούµε

πως προκειµένου να υλοποιήσουµε ένα πίνακα κατακερµατισµού

πρέπει να έχουµε στη διάθεσή µας τα παρακάτω εργαλεία.

i). ΄Ενα µηχανισµό κατακερµατισµού.

ii). ΄Ενα µηχανισµό συµπίεσης διεύθυνσης

iii). ΄Ενα µηχανισµό διαχείρισης πιθανών συγκρούσεων.

8.2 Κατακερµατισµός

Στην Java, όπως και σε πολλές άλλες γλώσσες προγραµµατισµού,

υπάρχουν σηµαντικές διαφορές υλοποίησης µεταξύ των πρωτογε-

νών και των αφηρηµένων τύπων δεδοµένων. ΄Ετσι ϑα αναλύσουµε

ξεχωριστά τις µεθόδους κατακερµατισµού σε κάθε µία από τις δύο

αυτές περιπτώσεις.

8.2.1 Κατακερµατισµός πρωτογενών τύπων δεδοµένων

Οι πρωτογενείς τύποι δεδοµένων χαρακτηρίζονται από δύο ιδιότη-

τες, το µορφότυπο και το µήκος (σε δυαδικά ψηφία). Λαµβάνοντας

υπόψη αυτές τις ιδιότητες µπορούµε να αντιστοιχίσουµε κάθε τιµή

ενός ϐασικού τύπου σε µια τιµή τύπου int. Για τους τύπους που

έχουν µικρότερο µήκος από τον τύπο int, η αντιστοιχία ϑα είναι αµ-

ϕιµονοσήµαντη (τέλεια), σε αντίθεση µε τους τύπους µε µεγαλύτερο

µήκος.
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Κατακερµατισµός τιµών τύπου boolean. Στις δύο τιµές του τύπου

boolean µπορούµε να αντιστοιχίσουµε δύο αυθαίρετες τιµές τύπου

int, όπως για παράδειγµα, 1231 και 1237.

Κατακερµατισµός τιµών τύπου char. Οι τιµές τύπου char κατακερ-

µατίζονται εύκολα και αµφιµονοσήµαντα, καθώς σε κάθε χαρακτή-

ϱα αντιστοιχεί ένας µοναδικός ϑετικός ακέραιος, το κωδικοσηµείο

Unicode.

Κατακερµατισµός τιµών τύπου byte και short. Ο τύπος byte είναι

υποσύνολο του τύπου int. ΄Ετσι κάθε τιµή του τύπου byte είναι

ταυτόχρονα και τιµή τύπου int. Το ίδιο ισχύει ϐεβαίως και για τον

τύπο short.

Κατακερµατισµός τιµών τύπου float. Ο τύπος float αν και έχει δια-

ϕορετικό πρότυπο από τον τύπο int, έχει το ίδιο µήκος (32 δυαδικά

ψηφία), οπότε κάθε τιµή του µπορεί εύκολα να µετατραπεί αµφι-

µονοσήµαντα σε µια τιµή τύπου int. Η κλάση java.lang.Float

παρέχει τη στατική µέθοδο floatToIntBits(float) η οποία αντι-

γράφει τα δυαδικά ψηφία ενός αριθµού κινητής υποδιαστολής σε

ένα ακέραιο.

Κατακερµατισµός τιµών τύπου long. Αντίθετα µε τον τύπο float, ο

τύπος long έχει το ίδιο πρότυπο µε τον τύπο int αλλά διπλάσιο

µήκος. Μπορούµε για κάθε τιµή τύπου long να υπολογίσουµε µια

τιµή τύπου int αν παίρναµε τα 32 λιγότερο σηµαντικά δυαδικά

ψηφία. Υπάρχει ωστόσο το µειονέκτηµα ότι λαµβάνουµε υπόψη

µόνο τη µισή πληροφορία. ΄Ενας καλύτερος τρόπος για να κατακερ-

µατίσουµε ένα µεγάλο ακέραιο είναι να υπολογίσουµε την λογική

σύζευξη ή αποκλειστική διάζευξη των δύο τιµών τύπου int από τις

οποίες αποτελείται µια τιµή τύπου long.

Κατακερµατισµός τιµών τύπου double. Ο τύπος double έχει µήκος

64 δυαδικά ψηφία όπως και ο τύπος long. Μπορούµε λοιπόν

να µετατρέψουµε κάθε τιµή του σε τιµή τύπου long (χρησιµο-

ποιώντας τη στατική µέθοδο doubleToLongBits(double) της κλά-

σης java.lang.Double) και αυτή µε τη σειρά της σε τιµή τύπου
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int όπως έχουµε ήδη περιγράψει. Τα παραπάνω συνοψίζονται στον

Πίνακα 8-1.

8.2.2 Κατακερµατισµός αντικειµένων

Σε αντίθεση µε τους πρωτογενείς τύπους, οι αφηρηµένοι τύποι δε-

δοµένων δεν έχουν προκαθορισµένες τιµές. Αν και αυτό µε την

πρώτη µατιά καθιστά δύσκολη την αναλυτική περιγραφή µιας γε-

νικής µεθόδου κατακερµατισµού, τα πράγµατα δεν είναι ακριβώς

έτσι. Ας ϑεωρήσουµε προς στιγµή, πως τα αντικείµενα της κλάσης

C έχουν k το πλήθος πεδία τύπου int. Από µαθηµατική σκοπιά, τα

αντικείµενα αυτά δεν είναι παρά διατεταγµένες πλειάδες

o = (x0, . . . , xk−1) xi ∈ Z.

Μπορούµε να υπολογίσουµε µια τιµή κατακερµατισµού για κάθε

τέτοιο αντικείµενο, επιλέγοντας µια ϑετική σταθερά a και υπολογί-

Ϲοντας την παράσταση (8.1).

h(x0)a
k−1 + h(x1)a

k−2 + · · ·+ h(xk−2)a + h(xk−1) (8.1)

Η (8.1) είναι ένα πολυώνυµο της µεταβλητής a, ϐαθµού k − 1. Οι
συντελεστές του πολυωνύµου είναι οι τιµές κατακερµατισµού των
συνιστωσών xi, i = 0, . . . , k − 1, δηλαδή των πεδίων της κλάσης C.
Εφαρµόζοντας τον κανόνα του Horner, µπορούµε να γράψουµε την
(8.1) ως

h(xk−1) + a

�
h(xk−2) + a

�
h(xk−3) + · · ·+ a

�
h(x1) + ah(x0)

�
· · ·

��
(8.2)

Αυτή η τεχνική κατακερµατισµού ονοµάζεται πολυωνυµικός κατα-

κερµατισµός. Η προσεκτική επιλογή της τιµής a παίζει σηµαντικό

ϱόλο στην αποτελεσµατικότητά της. Θεωρητικές και πειραµατικές

µελέτες έχουν δείξει, πως επιλέγοντας ένα σχετικά µικρό πρώτο α-

ϱιθµό, όπως για παράδειγµα 31, 37 ή 41, επιτυγχάνουµε πολύ ι-

κανοποιητική αποτελεσµατικότητα. Φυσικά δεν υπάρχει κανένας

λόγος να περιοριστούµε µονάχα σε αντικείµενα των οποίων τα πεδία

είναι ακέραιοι. Αφού γνωρίζουµε πως να κατακερµατίζουµε όλους

τους πρωτογενείς τύπους δεδοµένων της γλώσσας Java, µπορούµε

να υπολογίζουµε τιµές κατακερµατισµού για κάθε αντικείµενο του

οποίου τα πεδία είναι µεταβλητές πρωτογενών τύπων δεδοµένων. Η

µέθοδος hash για παράδειγµα, στο παρακάτω απόσπασµα κώδικα,
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Σχήµα 8-1: Το µπλοκ C0 του προτύπου

Unicode.

Το µπλοκ C0 περιλαµβάνει τους χα-

ϱακτήρες ελέγχου, και το λατινικό

αλφάβητο. Το κωδικοσηµείο κάθε

χαρακτήρα στο δεκαεξαδικό σύστη-

µα προκύπτει αν ενώσουµε τον αριθ-

µό κάθε στήλης µε τον αριθµό κά-

ϑε γραµµής. ΄Ετσι για παράδειγµα ο

χαρακτήρας A (LATIN CAPITAL LET-
TER A) αντιστοιχεί στο κωδικοσηµείο

41.

000 001 002 003 004 005 006 007

0 NUL

000

DLE

016

SP

032

0
048

@
064

P
080

‘
096

p
112

1 SOH

001

DC1

017

!
033

1
049

A
065

Q
081

a
097

q
113

2 STX

002

DC2

018

"
034

2
050

B
066

R
082

b
098

r
114

3 ETX

003

DC3

019

#
035

3
051

C
067

S
083

c
099

s
115

4 EOT

004

DC4

020

$
036

4
052

D
068

T
084

d
100

t
116

5 ENQ

005

NAK

021

%
037

5
053

E
069

U
085

e
101

u
117

6 ACK

006

SYN

022

&
038

6
054

F
070

V
086

f
102

v
118

7 BEL

007

ETB

023

’
039

7
055

G
071

W
087

g
103

w
119

8 BS

008

CAN

024

(
040

8
056

H
072

X
088

h
104

x
120

9 HT

009

EM

025

)
041

9
057

I
073

Y
089

i
105

y
121

A LF

010

SUB

026

*
042

:
058

J
074

Z
090

j
106

z
122

B VT

011

ESC

027

+
043

;
059

K
075

[
091

k
107

{
123

C FF

012

FS

028

,
044

<
060

L
076

\
092

l
108

|
124

D CR

013

GS

029

-
045

=
061

M
077

]
093

m
109

}
125

E SO

014

RS

030

.
046

>
062

N
078

ˆ
094

n
110

˜
126

F SI

015

US

031

/
047

?
063

O
079

_
095

o
111

DEL

127
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ΤΥΠΟΣ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΚΑΤΑΚΕΡΜΑΤΙΣΜΟΥ

boolean value ? 1231 : 1237

byte (int) value

char (int) value

short (int) value

float Float.floatToIntBits(value)

long (int)(value ^ (value >>> 32))

double (int)(v ^ (v >>> 32))

όπου v είναι Double.doubleToLongBits(value)

Πίνακας 8-1: Κατακερµατισµός πρωτο-

γενών τύπων δεδοµένων.

Η αριστερή στήλη του πίνακα δίνει

τον τύπο της µεταβλητής value, ε-

νώ η δεξιά, την αντίστοιχη συνάρτηση

κατακερµατισµού.

υπολογίζει µια τιµή κατακερµατισµού για το αντικείµενο s, τύπου

char[], χρησιµοποιώντας πολυωνυµικό κατακερµατισµό.

Κώδικας 8.1: Κατακερµατισµός συµβολοσειρών.

1 public static int hash(char[] s) {

2 int h = 0;

3 int l = s.length;

4 for (int i = 0; i < l; ++i) {

5 h = 31 * h + (int) s[i];

6 }

7 return h;

8 }

Η µέθοδος hashCode

Τι γίνεται ωστόσο όταν µια κλάση, όπως για παράδειγµα η κλάση

SparePart του Κώδικα 8.2, έχει πεδία των οποίων ο τύπος είναι µια

κλάση αντί ενός ϐασικού τύπου δεδοµένων όπως έχουµε ϑεωρήσει

µέχρι στιγµής ; Στη γλώσσα Java, κάθε κλάση κληρονοµεί τη µέθο-

δο

public int hashCode()

από την κλάση Object. Η µέθοδος αυτή είναι υπεύθυνη για την πα-

ϱαγωγή της τιµής κατακερµατισµού. Χρησιµοποιώντας τη µέθοδο

hashCode, µπορούµε να υπολογίζουµε τιµές κατακερµατισµού για

αντικείµενα οποιασδήποτε κλάσης.

Κώδικας 8.2: Υλοποίηση της hashCode µε πολυωνυµικό κατακερµατισµό.

1 public final class SparePart {

2 private int serialNumber;

3 private String name;
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4 public int hashCode() {

5 int hash = 0;

6 hash = 31 * hash + serialNumber;

7 hash = 31 * hash + name.hashCode();

8 return hash;

9 }

10 public boolean equals(Object o) {

11 if (this == o) return true;

12 if (o == null) return false;

13 if (o.getClass() != SparePart.class) return false;

14 SparePart p = (SparePart) o;

15 return serialNumber == p.serialNumber && name.equals(p.name);

16 }

17 }

Στον Κώδικα 8.2 ϑεωρούµε πως κάθε αντικείµενο της κλάσης

SparePart είναι ένα Ϲεύγος (i, s), όπου i είναι η τιµή κατακερµατι-

σµού του πεδίου serialNumber και s είναι η τιµή κατακερµατισµού

του πεδίου name. Για το πεδίο serialNumber η τιµή κατακερµατι-

σµού συµπίπτει µε την τιµή του πεδίου, ενώ την τιµή κατακερµα-

τισµού του πεδίου name, µπορούµε να την πάρουµε από τη µέθοδο

hashCode της κλάσης String1. Αυτό που αποµένει για τη µέθο-

δο hashCode της κλάσης SparePart, είναι απλώς να υπολογίσει την

πολυωνυµική τιµή κατακερµατισµού µε ϐάση την (8.2) για a = 31.

Κάθε ϕορά που σχεδιάζουµε µια νέα κλάση πρέπει να παρέχου-

µε µια υλοποίηση της µεθόδου hashCode εκτός αν κάποια υπερκλά-

ση παρέχει µια κατάλληλη υλοποίηση. Η υλοποίηση της hashCode

στην κλάση Object, επιστρέφει τη διεύθυνση µνήµης στην οποί-

α είναι αποθηκευµένο το αντικείµενο µεσω του οποίου η µέθοδος

καλείται. Αν αποφασίσουµε να ακυρώσουµε αυτή τη συµπεριφορά

πρέπει να λάβουµε υπόψη τις παρακάτω ιδιότητες που πρέπει να

εξασφαλίζει µια υλοποίηση της hashCode.

Συνέπεια ως προς την µέθοδο equals. Αν x και y είναι αναφορές

διάφορες του null και x.equals(y) == true τότε πρέπει να ισχύει

x.hashCode() == y.hashCode(). Το αντίστροφο ωστόσο δεν απαι-

τείται : Αν x.equals(y) == false δεν είναι απαραίτητο να ισχύει

x.hashCode() == y.hashCode(). Με άλλα λόγια δεν απαιτείται, για

1Η υλοποίηση της µεθόδου hashCode στην κλάση String είναι πανοµοιότυπη

µε αυτήν της µεθόδου hash στον Κώδικα 8.1.
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λόγους που πρέπει να είναι πλέον κατανοητοί, η υλοποίηση να είναι

µια τέλεια συνάρτηση κατακερµατισµού.

Ντετερµινιστικότητα. Κάθε ϕορά που η µέθοδος hashCode καλείται

στο ίδιο αντικείµενο κατά τη διάρκεια εκτέλεσης µιας εφαρµογής,

πρέπει να επιστρέφει την ίδια τιµή, εφόσον η πληροφορία που χρη-

σιµοποιεί η equals δεν έχει αλλάξει µεταξύ των κλήσεων.

Συνδυάζοντας τα παραπάνω µε όσα έχουµε αναφέρει για την equals,

καταλήγουµε στον κανόνα: ΄Οταν ακυρώνεται η equals, πρέπει να

ακυρώνεται και η hashCode ώστε να είναι συνεπής µε την νέα υλο-

ποίηση της equals. Επιπλέον η υλοποίηση της hashCode, πρέπει

να χρησιµοποιεί για τον υπολογισµό της τιµής κατακερµατισµού τα

ίδια ακριβώς πεδία που χρησιµοποιεί και η equals.

8.3 Συµπίεση διεύθυνσης

Μέχρι στιγµής έχουµε αναλύσει τρόπους για την αντιστοίχιση τιµών

ή αντικειµένων ενός τύπου, σε τιµές τύπου int. Γνωρίζουµε ωστόσο

πως στη γλώσσα Java, η διευθυνσιοδότηση των ϑέσεων µιας συστοι-

χίας απαιτεί µη αρνητικούς ακεραίους στο διάστηµα [0, 231−1]. Για

την υλοποίηση ενός πίνακα κατακερµατισµού, εκτός των συναρτή-

σεων κατακερµατισµού, απαιτείται ένας τρόπος για την απεικόνιση

της τιµής κατακερµατισµού ενός αντικειµένου σε µια ϑέση του πί-

νακα κατακερµατισµού. Η απεικόνιση αυτή ονοµάζεται συµπίεση

διεύθυνσης.

Σε πολλές περιπτώσεις η συµπίεση διεύθυνσης αντιµετωπίζεται

ως µέρος της ίδιας της συνάρτησης κατακερµατισµού. Αυτή η ϑε-

ώρηση είναι ωστόσο λανθασµένη, καθώς ενώ µια τεχνική κατακερ-

µατισµού αναπτύσσεται πάντα σε σχέση µε τις ιδιαιτερότητες ενός

τύπου δεδοµένων, η συµπίεση διεύθυνσης είναι µια λεπτοµέρεια υ-

λοποίησης του ίδιου του πίνακα κατακερµατισµού. Με άλλα λόγια,

ο κατακερµατισµός έχει να κάνει µε τα χαρακτηριστικά των δεδοµέ-

νων, ενώ η συµπίεση έχει να κάνει µε τα χαρακτηριστικά του πίνακα

κατακερµατισµού. Κατά συνέπεια, την ευθύνη για την παραγωγή

της τιµής κατακερµατισµού για ένα αντικείµενο πρέπει να την έχει

ο τύπος του αντικειµένου, ενώ την ευθύνη της συµπίεσης διεύθυν-

σης πρέπει να την έχει ο τύπος του πίνακα κατακερµατισµού. ΄Ετσι
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ανεξαρτητοποιούµε τα δεδοµένα από το µηχανισµό δόµησής τους.

Στις επόµενες παραγράφους ϑα περιγράψουµε τρεις µεθόδους

απεικόνισης µιας ακέραιας τιµής κατακερµατισµού h στις ϑέσεις 0
ως M − 1 ενός πίνακα κατακερµατισµού. ΄Οπως οι συναρτήσεις κα-

τακερµατισµού πρέπει να κατανέµουν οµοιόµορφα τα αντικείµενα

ενός τύπου στον άξονα των ακεραίων, έτσι και οι συναρτήσεις συµ-

πίεσης διεύθυνσης πρέπει να κατανέµουν µε οµοιόµορφο τρόπο, τις

ακέραιες τιµές κατακερµατισµού στις ϑέσεις του πίνακα κατακερµα-

τισµού, προκειµένου να ελαχιστοποιείται η πιθανότητα εµφάνισης

συγκρούσεων.

Η µέθοδος της διαίρεσης. Η µέθοδος αυτή χρησιµοποιεί τη συνάρ-

τηση

c(h) = |h| mod M (8.3)

για την παραγωγή µιας διεύθυνσης στο διάστηµα [0, M). Προκειµέ-

νου η (8.3) να είναι αποτελεσµατική, το µήκος του πίνακα κατακερ-

µατισµού M , πρέπει να είναι πρώτος αριθµός. Καθώς ο γρήγορος

υπολογισµός πρώτων αριθµών δεν είναι τετριµµένη διαδικασία, στην

πράξη χρησιµοποιούνται γνωστοί πρώτοι αριθµοί. Οι ακέραιοι της

µορφής 2k − 1 για παράδειγµα, είναι πρώτοι, εφόσον το k ανήκει

στο σύνολο {2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31}. Πρόκειται για τους αριθµούς

Mersenne. Σε περιπτώσεις που οι αριθµοί Mersenne δεν είναι α-

ποδεκτή λύση –επειδή για παράδειγµα υπάρχει αρκετά µεγάλη α-

πόσταση µεταξύ µερικών από αυτούς, µπορεί να χρησιµοποιηθεί

ο Πίνακας 8-2 ο οποίος παρουσιάζει τους πρώτους αριθµούς που

k pk 2k − pk

3 7 1

4 13 3

5 31 1

6 61 3

7 127 1

8 251 5

9 509 3

10 1.021 3

11 2.039 9

12 4.093 3

13 8.191 1

14 16.381 3

15 32.749 19

16 65.521 15

17 131.071 1

18 262.139 5

19 524.287 1

20 1.048.573 3

21 2.097.143 9

22 4.194.301 3

23 8.388.593 15

24 16.777.213 3

25 33.554.393 39

26 67.108.859 5

27 134.217.689 39

28 268.435.399 57

29 536.870.909 3

30 1.073.741.789 35

31 2.147.483.647 1

Πίνακας 8-2: Πρώτοι αριθµοί που προ-

σεγγίζουν δυνάµεις του 2.

Με pk συµβολίζουµε τον µεγαλύτερο

πρώτο ακέραιο που είναι µικρότερος

του 2k.

είναι πολύ κοντά σε δυνάµεις του 2.

Η µέθοδος MAD. ΄Οταν η συνάρτηση κατακερµατισµού τείνει να

παράγει πολλές τιµές της µορφής pM +q, η µέθοδος της διαίρεσης,

ακόµη και µε µια καλή επιλογή του µήκους του πίνακα κατακερ-

µατισµού, ϑα τείνει να δηµιουργεί συγκρούσεις. Μπορούµε ωστόσο

να αµυνθούµε έναντι µιας τέτοιας συνάρτησης κατακερµατισµού, αν

χρησιµοποιήσουµε την συνάρτηση συµπίεσης

c(h) = |ah + b| mod M (8.4)

΄Οπως και µε τη µέθοδο της διαίρεσης, έτσι και εδώ, ο M πρέπει

να είναι πρώτος αριθµός. Οι παράµετροι a και b πρέπει να είναι
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ϑετικοί ακέραιοι, ενώ ϑα πρέπει επίσης aM mod 6= 0.

Συµπίεση µε αποκοπή. Ο πιο γρήγορη τεχνική συµπίεσης διεύθυν-

σης, είναι η χρήση των k λιγότερο σηµαντικών δυαδικών ψηφίων

της τιµής κατακερµατισµού h, όταν το µήκος του πίνακα κατακερ-

µατισµού είναι M = 2k − 1. Στην περίπτωση αυτή, η συνάρτηση

συµπίεσης ορίζεται ως

c(h) = h & M − 1 (8.5)

όπου & είναι ο τελεστής σύζευξης δυαδικών ψηφίων. Η µοναδική

Σχήµα 8-2: Συγκριτική παρουσίαση των

τεχνικών συµπίεσης διεύθυνσης.

Το σχήµα παρουσιάζει την κατανο-

µή 1.000 τυχαίων ακεραίων σε ένα

πίνακα 128 ϑέσεων µε τις τεχνικές

της συµπίεσης διεύθυνσης που πα-

ϱουσιάζονται στην ενότητα 8.3. Το

πρώτο διάγραµµα (πάνω) παρουσιά-

Ϲει τη µέθοδο της διαίρεσης. Το δεύ-

τερο διάγραµµα παρουσιάζει τη µέ-

ϑοδο MAD µε a = 13 και b = 3.

Στο τρίτο και τέταρτο διάγραµµα πα-

ϱουσιάζεται η µέθοδος της αποκοπής

η οποία είναι αισθητά κατώτερη από

τις άλλες δύο τεχνικές. Στο τελευταίο

διάγραµµα, όπου έχουµε ανακατέψει

τα δυαδικά ψηφία πριν την αποκοπή,

υπάρχει µια µικρή ϐελτίωση σε σχέση

µε το τρίτο διάγραµµα.

προϋπόθεση που ϑέτει αυτή η τεχνική, είναι το µήκος του πίνακα

κατακερµατισµού να είναι δύναµη του 2. Στην πραγµατικότητα

αυτό δεν είναι περιορισµός αλλά µάλλον πλεονέκτηµα σε σχέση µε

τις µεθόδους της διαίρεσης και του πολλαπλασιασµού. Η µέθοδος

ωστόσο, δεν παύει να είναι ευάλωτη σε απόδοση υλοποιήσεις της

µεθόδου hashCode. ΄Ενας τρόπος άµυνας είναι να ανακατέψουµε

λίγο τα δυαδικά ψηφία της τιµής κατακερµατισµού h όπως κάνει

για παράδειγµα, η παρακάτω µέθοδος.

static int hash(Object x) {

int h = x.hashCode();

h += ~(h << 9);

h ^= (h >>> 14);

h += (h << 4);

h ^= (h >>> 10);

return h;

}

8.4 ∆ιαχείριση συγκρούσεων

Με ϐάση τα όσα έχουµε περιγράψει µέχρι τώρα, είναι προφανές

πως συγκρούσεις µπορούν να προκύψουν είτε από τη συνάρτηση

κατακερµατισµού ενός τύπου δεδοµένων, είτε λόγω της συνάρτησης

συµπίεσης σε συνδυασµό µε το µέγεθος του πίνακα κατακερµατι-

σµού. Οι τεχνικές για τη διαχείριση συγκρούσεων χωρίζονται σε δύο

οµάδες, γνωστές ως αλυσίδωση και ανοικτή διευθυνσιοδότηση.
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8.4.1 Αλυσίδωση

΄Ενας πίνακας κατακερµατισµού µεγέθους M , που υλοποιείται µε

την τεχνική της αλυσίδωσης χρησιµοποιεί M συνδεδεµένες λίστες·

µία για κάθε ϑέση του πίνακα κατακερµατισµού. ΄Οσα αντικείµενα

συγκρούονται στη ϑέση i του πίνακα κατακερµατισµού, συνδέονται

στην αντίστοιχη λίστα Li. Πρόκειται για µια απλή και πολύ αποτε-

λεσµατική τεχνική διαχείρισης συγκρούσεων.

Κατά την εισαγωγή ενός αντικειµένου στον πίνακα κατακερµατι-

σµού, καλούµε την συνάρτηση κατακερµατισµού του αντικειµένου,

δηλαδή τη µέθοδο hashCode, και έπειτα συµπιέζουµε το αποτέλε-

σµα σε µια τιµή i ∈ [0, M). ΄Ετσι εντοπίζουµε τη λίστα Li στην

οποία πρέπει να αποθηκευτεί το νέο αντικείµενο. ΄Οπως συνήθως,

πρέπει να εξασφαλίσουµε πως δεν υπάρχει ήδη αποθηκευµένο αν-

τικείµενο ίσο µε το αντικείµενο που εισάγεται. ΄Ετσι, διασχίζουµε

την Li, συγκρίνοντας το αντικείµενο σε κάθε κόµβο µε το εισαγόµε-

νο αντικείµενο. Αν κάποια σύγκριση επιστρέψει true, η εισαγωγή

τελειώνει ανεπιτυχώς. ∆ιαφορετικά κατασκευάζουµε ένα νέο κόµβο,

αποθηκεύουµε σε αυτόν µια αναφορά στο νέο αντικείµενο, και τον

συνδέουµε στην λίστα Li.

Για τη διαγραφή ενός αντικειµένου από τον πίνακα κατακερµα-

τισµού, εντοπίζουµε όπως και κατά την εισαγωγή τη λίστα Li στην

οποία πρέπει να είναι αποθηκευµένο το αντικείµενο και συγκρίνου-

µε το αντικείµενο κάθε κόµβου µε το αντικείµενο προς διαγραφή.

Αν έχουµε επιτυχία σε κάποιο κόµβο, τότε τον αποσυνδέουµε από

τη λίστα, διαφορετικά η διαγραφή ολοκληρώνεται ανεπιτυχώς.

8.4.2 Ανοικτή διευθυνσιοδότηση.

Η ανοικτή διευθυνσιοδότηση δεν ϐασίζεται σε λίστες. Υποθέτουµε

πως το µέγεθος του πίνακα κατακερµατισµού M είναι µεγαλύτερο

από το µέγιστο αριθµό αντικειµένων, έστω N , που ϑα χρειαστεί να

αποθηκευτούν. Με αυτό το µηχανισµό διαχείρισης συγκρούσεων,

ένα αντικείµενο που συγκρούεται µε κάποιο άλλο αντικείµενο, στην

ϑέση i του πίνακα κατακερµατισµού, αποθηκεύεται σε κάποια άλλη

ϑέση.

Κάθε ϑέση του πίνακα κατακερµατισµού αποθηκεύει µια ανα-

ϕορά σε ένα αντικείµενο το οποίο ονοµάζεται κάδος (bucket). Κάθε
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0 b T b M b

1 b N b

2 b

3 b I b P b

4 b X b

5 b R b

6 b S b E b L b

I N S E R T X M P L

73 78 83 69 82 84 88 77 80 76

3 1 6 6 5 0 4 0 3 6

Σχήµα 8-3: Εισαγωγή σε πίνακα κατα-

κερµατισµού µε αλυσίδωση.

Το σχήµα παρουσιάζει ένα πίνακα

κατακερµατισµού µετά την εισαγωγή

των αντικειµένων τύπου Character I

N S E R T X M P L. Οι τιµές κατα-

κερµατισµού και οι διευθύνσεις που

παράγονται από αυτές µε τη µέθοδο

της διαίρεσης δίνονται στο κάτω µέ-

ϱος του σχήµατος.

κάδος µπορεί να αποθηκεύσει ένα αντικείµενο µαζί µε πληροφορί-

α που προσδιορίζει την κατάσταση του κάδου: Θα λέµε πως ένας

κάδος είναι κενός, όταν ποτέ δεν έχει αποθηκευτεί αντικείµενο σε

αυτόν, ενώ είναι κατειληµµένος καθόσον αποθηκεύει κάποιο αντι-

κείµενο. ΄Οταν ένα αντικείµενο διαγραφεί από ένα κατειληµµένο

κάδο, λέµε πως ο κάδος είναι ελεύθερος. Τέλος ένας κάδος είναι

διαθέσιµος αν είναι κενός ή ελεύθερος.

Γραµµική δοκιµή (linear probing). Κατά την εισαγωγή ενός αντικει-

µένου, αρχικά εντοπίζουµε τον κάδο i στον οποίο πρέπει να αποθη-

κευτεί το αντικείµενο µε ϐάση την συµπίεση της τιµής κατακερµα-

τισµού του. Αν αυτός ο κάδος είναι κενός, τότε αποθηκεύουµε το

αντικείµενο σε αυτόν και τερµατίζουµε την εισαγωγή επιτυχώς. Αν

ο κάδος είναι κατειληµµένος από αντικείµενο ίσο µε το εισαγόµενο,

τότε τερµατίζουµε. Αν ωστόσο ο κάδος είναι κατειληµµένος από

E X A M P L E

69 88 65 77 80 76 69

4 10 0 12 2 11 4

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

E

E X

A E X

A E X M

A P E X M

A P E X L M

A P E X L M

Σχήµα 8-4: Εισαγωγή αντικειµένων σε

πίνακα κατακερµατισµού µε ανοικτή

διευθυνσιοδότηση γραµµικής δοκιµής.

Το σχήµα παριστάνει τα περιεχόµενα

του πίνακα αµέσως µετά την εισαγω-

γή καθενός των στοιχείων τύπου char:

E X A M P L E. Οι τιµές κατακερµατισµού

και οι διευθύνσεις που παράγονται µε

τη µέθοδο της διαίρεσης δίνονται στο

επάνω µέρος του σχήµατος.

διαφορετικό αντικείµενο (σύγκρουση) πρέπει να αποθηκεύσουµε το

αντικείµενο σε άλλο κάδο. ΄Ετσι δοκιµάζουµε τον κάδο i + 1. Το

ίδιο πρέπει να κάνουµε και όταν ο κάδος i είναι ελεύθερος. Αυτό

συµβαίνει διότι υπάρχει πιθανότητα να έχει ήδη εισαχθεί ένα αντι-

κείµενο ίσο µε το προς εισαγωγή αντικείµενο, ενώ ο κάδος i ήταν

κατειληµµένος. Αν αυτό έχει πράγµατι συµβεί, τότε δεν αποκλείεται

το αντικείµενο να είναι ακόµη αποθηκευµένο σε κάποιο άλλο κάδο.

Τέλος, αν η ακολουθία

i, i + 1, i + 2, . . . , M − 1, 0, 1, . . . , i− 1
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εξαντληθεί χωρίς αποτέλεσµα, σηµαίνει πως ο πίνακας κατακερµα-

τισµού είναι γεµάτος, εποµένως η εισαγωγή δεν µπορεί να πραγµα-

τοποιηθεί. Στο Σχήµα 8-4 παρουσιάζεται η λειτουργία ενός πίνακα

κατακερµατισµού που χρησιµοποιεί την µέθοδο της γραµµικής δο-

κιµής.

Στη µέθοδο γραµµικής δοκιµής η ακολουθία ϑέσεων δοκιµής

ορίζεται από τη συνάρτηση

i + k, k = 0, 1, 2, . . .

και τείνει να συγκεντρώνει τα αντικείµενα σε συνεχόµενες ϑέσεις

του πίνακα κατακερµατισµού. Το ϕαινόµενο αυτό που ονοµάζε-

ται συσσώρευση και παρουσιάζεται στο Σχήµα 8-5, επηρεάζει την

αποτελεσµατικότητα της αναζήτησης και κατά συνέπεια της εισα-

γωγής και διαγραφής αντικειµένων. Στον πίνακα κατακερµατισµού

του σχήµατος 8-5 για παράδειγµα, ο εντοπισµός του αντικειµένου

G απαιτεί 5 δοκιµές, στις ϑέσεις 6, 7, 8, 9, και 10. Παρατηρούµε

πως η εισαγωγή ενός αντικειµένου, στο συγκεκριµένο παράδειγµα

του αντικειµένου T, µπορεί να επηρεάσει σηµαντικά την ακολουθί-

α δοκιµών που απαιτούνται για την εισαγωγή ενός άλλου στοιχείου

γεγονός που καθιστά τον πίνακα κατακερµατισµού, αρκετά ευάλωτο

στην σειρά µε την οποία εισάγονται τα αντικείµενα. Αυτό οφείλεται

στο γεγονός πως έπειτα από κάθε σύγκρουση η επόµενη ϑέση η

οποία ϑα δοκιµαστεί είναι η ίδια για όλα τα αντικείµενα.

∆ιπλός κατακερµατισµός. ΄Ενας τρόπος για να µετριάσουµε τη συσ-

σώρευση στοιχείων σε συνεχόµενες ϑέσεις του πίνακα κατακερµα-

τισµού είναι να ϐρούµε ένα τρόπο ώστε η ακολουθία δοκιµών, να

C L U S T E R I N G

67 76 85 83 84 69 82 73 78 71

2 11 7 5 6 4 4 8 0 6

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

C

C L

C U L

C S U L

C S T U L

C E S T U L

C E S T U R L

C E S T U R I L

N C E S T U R I L

N C E S T U R I G L

Σχήµα 8-5: Το φαινόµενο της συσσώ-

ρευσης σε πίνακες κατακερµατισµού

που χρησιµοποιούν γραµµική δοκιµή.

Το σχήµα παριστάνει τα περιεχόµε-

να ενός πίνακα κατακερµατισµού µή-

κους 13, αµέσως µετά την εισαγωγή

καθενός των στοιχείων τύπου char: C

L U S T E R I N G.

εξαρτάται από κάθε αντικείµενο που εισάγεται. Θα µπορούσαµε να

χρησιµοποιήσουµε µια συνάρτηση d και να ορίσουµε την ακολουθία

δοκιµών ως

(i + kd (h)) mod M , k = 0, 1, 2, . . .

όπου h είναι η τιµή κατακερµατισµού του αντικειµένου που εισά-

γεται, και M το µήκος του πίνακα κατακερµατισµού. Η συνάρτηση

d πρέπει ασφαλώς να επιλεγεί µε προσοχή: Αφενός το µηδέν πρέ-

πει να αποκλειστεί από το πεδίο τιµών της, διαφορετικά έπειτα από

µια σύγκρουση ϑα µπορούσε να ακολουθήσει άπειρη ανακύκλω-

ση. Αφετέρου οι τιµές της d που είναι µεγαλύτερες της µονάδας δεν
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πρέπει να διαιρούν το M , διαφορετικά η ακολουθία ϑέσεων δοκιµής

ενδέχεται να µην περιλαµβάνει κάποιες ϑέσεις του πίνακα κατακερ-

µατισµού. Μπορούµε εύκολα να εξασφαλίσουµε τα παραπάνω, αν

το M είναι πρώτος, επιλέγοντας την d ώστε το πεδίο τιµών της να

είναι το σύνολο (0, M). ΄Ενα παράδειγµα ϑα µπορούσε να είναι η

συνάρτηση

d (h) = 1 + h mod 61

εφόσον το µήκος του πίνακα κατακερµατισµού είναι ένας πρώτος α-

ϱιθµός µεγαλύτερος του 61. Αν έχουµε επιλέξει το µήκος του πίνακα

κατακερµατισµού µε ϐάση τον Πίνακας 8-2, αν δηλαδή M = pi, ϑα

µπορούσαµε αντί της τιµής 61 να έχουµε την τιµή pi−1. Η τεχνική

αυτή, που ονοµάζεται διπλός κατακερµατισµός, περιορίζει το ϕαινό-

µενο της συσσώρευσης όπως ϕαίνεται και στο Σχήµα 8-6.

8.5 Αποτελεσµατικότητα

Η αποτελεσµατικότητα των περισσοτέρων δοµών δεδοµένων είναι συ-

νάρτηση του πλήθους των αποθηκευµένων αντικειµένων. Στους πί-

νακες κατακερµατισµού αντίθετα, το χαρακτηριστικό που επηρεάζει

αποφασιστικά την αποτελεσµατικότητα αναζήτησης είναι ο λόγος

α =
N

M
(8.6)

του πλήθος των αποθηκευµένων στοιχείων προς τη χωρητικότητα

του πίνακα κατακερµατισµού.
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Σχήµα 8-6: Εισαγωγή αντικειµένων σε

πίνακα κατακερµατισµού µε ανοικτή

διευθυνσιοδότηση διπλού κατακερµατι-

σµού.

Το σχήµα απεικονίζει το ίδιο σενάριο

µε αυτό του Σχήµατος 8-5, µε τη δια-

ϕορά ότι η επίλυση συγκρούσεων γί-

νεται µε την τεχνική του διπλού κα-

τακερµατισµού. Η συνάρτηση d έ-

χει οριστεί ως d(h) = h7 mod +1 και

οι τιµές της για κάθε αντικείµενο, δί-

νονται κάτω από την αντίστοιχη συµ-

πιεσµένη τιµή κατακερµατισµού, στο

πάνω µέρος του σχήµατος. Η πρώτη

σύγκρουση παρουσιάζεται κατά την

εισαγωγή του αντικειµένου R: το αν-

τικείµενο πρέπει να εισαχθεί στη ϑέ-

ση 4 η οποία είναι κατειληµµένη. Η

επόµενη ϑέση δοκιµής είναι η ϑέση

10 στην οποία και γίνεται η εισαγω-

γή. Κατά την εισαγωγή του αντικει-

µένου G έχουµε σύγκρουση στη ϑέση

6, όπως και στις δύο επόµενες ϑέσεις

δοκιµής 8 και 10, και τελικά το αντι-

κείµενο εισάγεται στη ϑέση 12.

Ας εξετάσουµε διαισθητικά την τεχνική αλυσίδωσης για ένα πί-

νακα κατακερµατισµού µε 100 λίστες και 5.000 αποθηκευµένα αν-

τικείµενα. Εφόσον η κατανοµή των αντικειµένων στις ϑέσεις του

πίνακα είναι αρκετά οµοιόµορφη, πρέπει να αναµένουµε περίπου

N/M = 50 αντικείµενα ανά λίστα. Αν οι λίστες δεν είναι ταξινοµη-

µένες, απαιτούνται κατά µέσο όρο 25 συγκρίσεις αντικειµένων για

µια επιτυχή αναζήτηση και 50 συγκρίσεις αντικειµένων για µια α-

νεπιτυχή αναζήτηση. Αξίζει να σηµειώσουµε πως ακόµη και στην

ακραία περίπτωση που όλα τα αντικείµενα έχουν αποθηκευτεί στην

ίδια λίστα, ο µέσος αριθµός αντικειµένων ανά λίστα παραµένει N/M
καθώς (0+0+· · ·+N)/M = N/M . Αυτό ωστόσο που κάνει αποτελε-

σµατική την αναζήτηση σε πίνακες κατακερµατισµού µε αλυσίδωση
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είναι η πιθανότητα να ϕράσσεται το µήκος µιας αλυσίδας από ένα

µικρό πολλαπλάσιο του α, η οποία προσεγγίζει τη µονάδα.

Συγκεκριµένα, η πιθανότητα να περιλαµβάνει µια λίστα περισ-

σότερα από kα αντικείµενα, είναι µικρότερη από

(αe

k

)k

e−α.

Αυτό σηµαίνει ότι αν στο παραπάνω παράδειγµα, χρησιµοποιούσα-

µε ένα πίνακα 5.000 ϑέσεων, η πιθανότητα να συναντήσουµε µια

λίστα µε περισσότερα από 3 ϑα ήταν µικρότερη του 27%, πράγµα

που πρακτικά σηµαίνει αναζήτηση σε σταθερό χρόνο.

Στην περίπτωση που η διαχείριση συγκρούσεων γίνεται µε ανοι-

κτή διευθυνσιοδότηση, ο λόγος α εκφράζει το ποσοστό των ϑέσεων

του πίνακα κατακερµατισµού που είναι κατειληµµένες και ϕυσικά

είναι µικρότερος ή ίσος της µονάδας, κάτι που δεν συµβαίνει α-

παραίτητα στη διαχείριση συγκρούσεων µε αλυσίδωση. Σε πολλές

περιπτώσεις ο λόγος α ονοµάζεται συντελεστής ϕορτίου (load factor)
στην ανοικτή διευθυνσιοδότηση. Η διαίσθηση δείχνει πως η επιρροή

του λόγου α στην αποτελεσµατικότητα είναι και πάλι καθοριστική:

Καθώς το πλήθος των κατειληµµένων κάδων τείνει να προσεγγίσει το

πλήθος των διαθέσιµων, η πιθανότητα σύγκρουσης αυξάνει οδηγών-

τας στη µείωση της αποτελεσµατικότητας αναζήτησης και εισαγωγής

αντικειµένων.

΄Οταν χρησιµοποιείται γραµµική δοκιµή, µια επιτυχής αναζήτη-

ση σε πίνακα κατακερµατισµού µε συντελεστή ϕορτίου α απαιτεί

α

C

Γραµµική δοκιµή

∆ιπλός κατακερ-

µατισµός

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1

2

3

4

5

Σχήµα 8-7: Αποτελεσµατικότητα επιτυ-

χούς αναζήτησης σε πίνακες κατακερ-

µατισµού.

Στον οριζόντιο άξονα ο συντελεστής

ϕορτίου και στον κάθετο ο αναµε-

νόµενος αριθµός δοκιµών (συγκρίσε-

ων αντικειµένων) που απαιτούνται για

τον εντοπισµό ενός αντικειµένου στον

πίνακα κατακερµατισµού.

1

2

(

α +
1

1− α

)

(8.7)

δοκιµές, ενώ ϑα πρέπει να αναµένουµε

1

2

(

α +
1

(1− α)2

)

(8.8)

δοκιµές κατά µέσο όρο προκειµένου να ολοκληρωθεί µια ανεπιτυ-

χής αναζήτηση.

Αν αντί της γραµµικής δοκιµής, χρησιµοποιηθεί διπλός κατα-

κερµατισµός, µια επιτυχής αναζήτηση απαιτεί

1

α
ln

1

1− α
(8.9)
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δοκιµές, ενώ µια ανεπιτυχής αναζήτηση απαιτεί

1

1− α
(8.10)

δοκιµές κατά µέσο.

Με ϐάση τις παραπάνω σχέσεις2 οφείλουµε να καταλήξουµε στο

πρακτικό συµπέρασµα πως πρέπει να ϕροντίζουµε να διατηρούµε

το συντελεστή ϕορτίου κάτω από τα 3/4 της χωρητικότητας του πίνα-

κα κατακερµατισµού όταν διαχειριζόµαστε συγκρούσεις µε ανοικτή

διευθυνσιοδότηση.

8.6 ∆υναµικοί πίνακες κατακερµατισµού

Η ενότητα 8.5 αφήνει µια µικρή απογοήτευση σχετικά µε την ισχύ

της τεχνικής του κατακερµατισµού στην υλοποίηση γρήγορων δο-

µών δεδοµένων. Χρησιµοποιώντας αλυσίδωση µπορούµε να έχουµε

αρκετά µια γρήγορη δοµή δεδοµένων της οποίας η απόδοση ελατ-

τώνεται γραµµικά καθώς ο λόγος α αυξάνεται. ΄Οταν χρησιµοποιού-

µε ανοικτή διευθυνσιοδότηση, η ταχύτητα αναζήτησης µειώνεται µε

δραµατικούς ϱυθµούς καθώς ο συντελεστής ϕορτίου προσεγγίζει τη

µονάδα. Και στις δύο περιπτώσεις, προκειµένου να έχουµε µια ικα-

νοποιητική απόδοση, είναι απαραίτητη µια καλή εκτίµηση του µέ-

γιστου πλήθους των αντικειµένων που πρόκειται να αποθηκευτούν.

΄Οταν αυτό δεν είναι εφικτό, το µήκος του πίνακα κατακερµατισµού

πρέπει να αυξηθεί, ώστε ο λόγος α = N/M να παραµείνει σε απο-

δεκτά όρια. Μια λύση είναι ο διπλασιασµός της χωρητικότητας του

πίνακα κατακερµατισµού, όταν διαπιστωθεί πως ο λόγος α αυξάνει

πέρα από τα αποδεκτά όρια.

Οι πίνακες κατακερµατισµού που υποστηρίζουν αυτό το χαρα-

κτηριστικό, ονοµάζονται δυναµικοί. Βεβαίως η επέκταση της χω-

ϱητικότητας ενός πίνακα κατακερµατισµού δεν επιτυγχάνεται χωρίς

κόστος. ΄Οταν η τιµή της παραµέτρου M αλλάξει, ορισµένα από

τα αποθηκευµένα αντικείµενα ϑα χρειαστεί να µεταφερθούν σε µια

2Η απόδειξη των σχέσεων (8.7)–(8.10) είναι πέραν του αντικειµένου αυτού του

κειµένου. Για τους αναγνώστες που ενδιαφέρονται για την περαιτέρω µελέτη τους,

η σχετική ανάλυση στο [7] αποτελεί ένα αξεπέραστο παράδειγµα κοµψότητας στην

ανάλυση αλγορίθµων.



220 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 8. Π�ΙΝΑΚΕΣ ΚΑΤΑΚΕΡΜΑΤΙΣΜΟ�Υ

νέα ϑέση. Εφόσον δεν έχουµε στη διάθεσή µας κανένα τρόπο να

γνωρίζουµε ποια είναι αυτά τα αντικείµενα, δεν αποµένει παρά να

τα ελέγξουµε ένα προς ένα. Η διαδικασία αυτή είναι γνωστή ως

επανακατακερµατισµός (rehashing).

Φυσικά οι δυναµικοί πίνακες κατακερµατισµού δεν µπορούν να

εγγυηθούν ένα ικανοποιητικό ϕράγµα στο πλήθος των συγκρίσεων

που απαιτούνται για την εισαγωγή ενός αντικειµένου, καθώς µια

εισαγωγή που ϑα προκαλέσει επέκταση του πίνακα κατακερµατι-

σµού ϑα οδηγήσει στην επανεισαγωγή όλων των αντικειµένων. Σε

περιπτώσεις που απαιτείται ένα ικανοποιητικό τέτοιο ϕράγµα, οι

δυναµικοί πίνακες κατακερµατισµού δεν είναι ικανοποιητική λύση.

Στις περιπτώσεις ωστόσο που ενδιαφερόµαστε για την µέση αποτε-

λεσµατικότητα, οι δυναµικοί πίνακες κατακερµατισµού αποτελούν

ένα εξαιρετικό εργαλείο, καθώς µπορούµε να επιµερίσουµε επιµε-

ϱισµός το κόστος επέκτασης σε κάθε εισαγωγή αντικειµένου, επι-

τυγχάνοντας πρακτικά σταθερό χρόνο εισαγωγής και αναζήτησης.

α

C

Γραµµική

δοκιµή

∆ιπλός κατακερ-

µατσµός

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1

2

3

4

5

Σχήµα 8-8: Αποτελεσµατικότητα ανεπι-

τυχούς αναζήτησης σε πίνακες κατα-

κερµατισµού.

Στον οριζόντιο άξονα ο συντελεστής

ϕορτίου και στον κάθετο ο αναµενό-

µενος αριθµός δοκιµών (συγκρίσεων

αντικειµένων) που απαιτούνται στην

περίπτωση που το Ϲητούµενο αντικεί-

µενο δεν υπάρχει στον πίνακα κατα-

κερµατισµού.

8.7 Υλοποίηση

Στον Κώδικα 8.3 παρουσιάζεται ο σκελετός για την υλοποίηση συλ-

λογών χρησιµοποιώντας πίνακα κατακερµατισµού ανοικτής διευ-

ϑυνσιοδότησης. Οι κάδοι αποθηκεύονται σε µια συστοιχία και α-

ϱιθµούνται µε ϐάση τη ϑέση της συστοιχίας στην οποία ϐρίσκονται.

Η κλάση AbstractHashTable ϐασίζει τη λειτουργία της στην υλοποί-

ηση της µεθόδου indexOf(Object) η οποία εντοπίζει τον κάδο στον

οποίο ϐρίσκεται αποθηκευµένο ένα αντικείµενο. Αν το Ϲητούµενο

αντικείµενο δεν ϐρίσκεται αποθηκευµένο στον πίνακα κατακερµα-

τισµού και πρέπει να τοποθετηθεί στον κάδο i, η µέθοδος πρέπει

να επιστρέψει την τιµή −i − 1. Για να υλοποιήσουµε ένα πίνακα

κατακερµατισµού γραµµικής δοκιµής ή διπλού κατακερµατισµού,

πρέπει να κληρονοµήσουµε την κλάση AbstractHashTable και να

υλοποιήσουµε κατάλληλα τη µέθοδο indexOf (ϐλέπε Ασκήσεις 8-4

και 8-4). Τέλος για να ολοκληρωθεί η υλοποίηση, ϑα πρέπει να

υλοποιηθεί και η µέθοδος enumerator (ϐλέπε ΄Ασκηση 8-10).

Κώδικας 8.3: Κατακερµατισµός µε ανοικτή διευθυνσιοδότηση.

1 package aueb.util.imp;

2 import aueb.util.api.AbstractCollection;



8.7. ΥΛΟΠΟ�ΙΗΣΗ 221

3 /**

4 * Abstract implementation of a collection that uses open addressing

5 * hash table. The table is an array of buckets. Each bucket stores an

6 * object and it is always in one of the following states:

7 * empty, occupied, released.

8 * Subclasses must provide an implementation of {@link #indexOf(Object)}.

9 */

10 abstract class AbstractHashTable extends AbstractCollection {

11 /**

12 * Each collection object is stored in a bucket. A bucket is

13 * always in one of the following states:

14 * Empty: The bucket does not store an object.

15 * Occupied: The bucket stores an object.

16 * Released: The bucket stored an object, but is currently empty.

17 * </ul>

18 * @author mms

19 */

20 protected static class Bucket {

21 /**

22 * Indicates an empty bucket.

23 */

24 private static final int S_EMPTY = 0;

25 /**

26 * Indicates a released bucket.

27 */

28 private static final int S_RELEASED = 1;

29 /**

30 * Indicates an occupied bucket.

31 */

32 private static final int S_OCCUPIED = 2;

33 /**

34 * The state of this bucket

35 */

36 private int state;

37 /**

38 * The stored object

39 */

40 private Object object;

41 /**

42 * Default constructor. Creates a bucket in empty state.

43 */

44 public Bucket() {

45 state = S_EMPTY;

46 }

47 /**

48 * Stores an object in this bucket.
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49 * @param object The object to store.

50 */

51 public void store(Object object) {

52 this.object = object;

53 state = S_OCCUPIED;

54 }

55 /**

56 * Releases this bucket.

57 */

58 public void release() {

59 object = null;

60 state = S_RELEASED;

61 }

62 /**

63 * Returns the object stored in this bucket. <br/>

64 * This method may not be called when {@link #isOccupied()}

65 * is false.

66 */

67 public Object object() {

68 return object;

69 }

70 /**

71 * Returns true iff this bucket is empty.

72 */

73 public boolean isEmpty() {

74 return state == S_EMPTY;

75 }

76 /**

77 * Returns true iff this bucket is released.

78 */

79 public boolean isReleased() {

80 return state == S_RELEASED;

81 }

82 /**

83 * Returns true iff this bucket is occupied.

84 */

85 public boolean isOccupied() {

86 return state == S_OCCUPIED;

87 }

88 /**

89 * Returns true iff this bucket is not occupied.

90 */

91 public boolean isAvailable() {

92 return !isOccupied();

93 }

94 }
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95 /**

96 * Default table capacity.

97 */

98 protected static final int DEFAULT_CAPACITY = 17;

99 /**

100 * Default maximum value of load factor.

101 */

102 protected static final float DEFAULT_LOAD = 0.67f;

103 /**

104 * The capacity of this hash table.

105 */

106 protected int capacity;

107 /**

108 * Number of objects in this hash table.

109 */

110 protected int size;

111 /**

112 * The bucket array.

113 */

114 protected Bucket[] buckets;

115 /**

116 * The maximum value of load factor.

117 */

118 protected float maxLoad;

119 /**

120 * Default constructor. Assigns default capacity and load factor.

121 */

122 public AbstractHashTable() {

123 this(DEFAULT_CAPACITY, DEFAULT_LOAD);

124 }

125 /**

126 * Parametrised constructor.

127 * @param capacity The initial capacity of this hash table.

128 * @param load The maximum load factor allowed.

129 */

130 public AbstractHashTable(int capacity, float load) {

131 buckets = new Bucket[this.capacity = capacity];

132 init(buckets);

133 this.maxLoad = load;

134 size = 0;

135 }

136 public boolean add(Object object) {

137 if (object == null) throw new IllegalArgumentException();

138 // If overloaded, rehash

139 if ((1.0 + size) / capacity > maxLoad) {

140 Bucket[] tmp = buckets;
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141 buckets = new Bucket[capacity *= 2];

142 init(buckets);

143 for (int i = 0; i < tmp.length; ++i) {

144 if (tmp[i].isAvailable()) continue;

145 int p = indexOf(tmp[i].object());

146 buckets[p1].store(tmp[i].object);

147 }

148 }

149 // Locate the bucket object should be stored at.

150 int p = indexOf(object);

151 // The object is already in the collection

152 if (p >= 0) return false;

153 // The object must be stored in bucket p1

154 buckets[p1].store(object);

155 ++size;

156 return true;

157 }

158 public boolean remove(Object object) {

159 if (object == null) throw new IllegalArgumentException();

160 // Locate the bucket object should be stored at.

161 int p = indexOf(object);

162 // The object is already in the collection; return.

163 if (p < 0) return false;

164 // The object is in bucket p; release the bucket.

165 buckets[p].release();

166 size;

167 return true;

168 }

169 public boolean contains(Object object) {

170 return object == null ? false : indexOf(object) >= 0;

171 }

172 public int size() {

173 return size;

174 }

175 public boolean isEmpty() {

176 return size == 0;

177 }

178 public void clear() {

179 init(buckets);

180 size = 0;

181 }

182 protected final void init(Bucket[] buckets) {

183 for (int i=0; i < buckets.length; ++i) buckets[i] = new Bucket();

184 }

185 /**

186 * Returns the index of the bucket an object is stored in.
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187 * If the object is not in the table, this method must return

188 * i1, where i is the index of the

189 * bucket the object should be stored.

190 * @param object the object to search for.

191 * @return The position the object is (or should be) stored at.

192 */

193 protected abstract int indexOf(Object object);

194 }

Ασκήσεις

8-1 Εκτελέστε το σενάριο του Σχήµατος 8-5 χρησιµοποιώντας αλυσίδω-

ση για την επίλυση συγκρούσεων.

8-2 Σχεδιάστε τον πίνακα κατακερµατισµού που προκύπτει µετά την

εισαγωγή των στοιχείων 12 33 44 17 21 7 9 56 88 66 94 11 89 101. Το µήκος

του πίνακα κατακερµατισµού είναι 16 και η συµπίεση διεύθυνσης

γίνεται µε τη χρήση των τεσσάρων λιγότερο σηµαντικών δυαδικών

ψηφίων της τιµής κατακερµατισµού.

8-3 Επαναλάβετε την ΄Ασκηση 8-2 χρησιµοποιώντας γραµµική δοκιµή

για την επίλυση συγκρούσεων.

8-4 Υλοποιήστε ένα πίνακα κατακερµατισµού που διαχειρίζεται συγ-

κρούσεις µε τη µέθοδο της γραµµικής δοκιµής.

8-5 Επαναλάβετε την ΄Ασκηση 8-2 για ένα πίνακα κατακερµατισµού µή-

κους 11, χρησιµοποιώντας διπλό κατακερµατισµό µε τη χρήση της

συνάρτησης d(h) = 1 + h mod 7.

8-6 Σε ένα πίνακα κατακερµατισµού µήκους 13 οι ϑέσεις που διαιρούν-

ται από το 5 καθώς και όλες οι περιττές ϑέσεις είναι κατειληµµένες.

Ορίστε την ακολουθία ϑέσεων δοκιµής, για ένα αντικείµενο µε τιµή

κατακερµατισµού −516 το οποίο δεν είναι ήδη αποθηκευµένο στον

πίνακα. Η συµπίεση διεύθυνσης γίνεται µε τη µέθοδο της διαίρεσης

και η επίλυση συγκρούσεων µε γραµµική δοκιµή.

8-7 Οι ϑέσεις 0, 1, 2, 7 και 8 ενός πίνακα κατακερµατισµού µήκους 13
είναι κατειληµµένες. Ορίστε την ακολουθία ϑέσεων δοκιµής, για την

αναζήτηση ενός αντικειµένου µε τιµή κατακερµατισµού 132 το οποίο

δεν είναι ήδη αποθηκευµένο στον πίνακα. Η συµπίεση διεύθυνσης

γίνεται µε τη µέθοδο της διαίρεσης και η επίλυση συγκρούσεων µε

διπλό κατακερµατισµό µε τη χρήση της συνάρτησης d(h) = 1 +
h mod 7.
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8-8 Υλοποιήστε ένα πίνακα κατακερµατισµού που διαχειρίζεται συγ-

κρούσεις µε τη µέθοδο του διπλού κατακερµατισµού.

8-9 Υλοποιήστε ένα πίνακα κατακερµατισµού που διαχειρίζεται συγ-

κρούσεις µε τη µέθοδο της αλυσίδωσης.

8-10 Υλοποιήστε ένα απαριθµητή συλλογής που υλοποιείται µε πίνα-

κα κατακερµατισµού που χρησιµοποιεί αλυσίδωση για την επίλυση

συγκρούσεων.

8-11 Σχεδιάστε και υλοποιήστε ένα πρόγραµµα το οποίο συγκρίνει πει-

ϱαµατικά την αποτελεσµατικότητα των υλοποιήσεων πινάκων κατα-

κερµατισµού που παρουσιάστηκαν σε αυτό το κεφάλαιο.

8-12 Υλοποιήστε ένα απαριθµητή συλλογής που υλοποιείται µε πίνακα

κατακερµατισµού ανοικτής διευθυνσιοδότησης.
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Απαντήσεις ασκήσεων

΄Ασκηση 1-2. ΄Εστω SN το άθροισµα των αριθµών στο διάστηµα

[1, N ], το οποίο δίνεται από τη σχέση (1.9) στη σελίδα 6. Υπολογί-

σουµε το άθροισµα των αριθµών του πίνακα· έστω ότι αυτό είναι s.

Ο Ϲητούµενος αριθµός είναι SN − s.

΄Ασκηση 1-18. Αν ο n είναι πρώτος, τότε είναι ένα τετριµένο γι-

νόµενο πρώτων. ∆ιαφορετικά ο n έχει παράγοντες εξ΄ ορισµού:

n = m1 × m2 × · · · × mk µε k ≥ 2 και mi < n. Αφού οι πα-

ϱάγοντες mi είναι µικρότεροι του n, τότε µπορούν να γραφούν ως

γινόµενα πρώτων αριθµών, και κατά συνέπεια, το ίδιο και ο n.

΄Ασκηση 1-23. Αρχικά επιλύουµε µε την τηλεσκοπική µέθοδο.

CN = CN−1 + lnN

= CN−2 + ln (N − 1) + lnN

= CN−3 + ln (N − 2) + ln (N − 1) + lnN

=
...

= C0 + ln 2 + ln 3 + · · ·+ ln N

=
N

∑

i=1

ln i.

227



228 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 9. ΑΠΑΝΤ�ΗΣΕΙΣ ΑΣΚ�ΗΣΕΩΝ

Στη συνέχεια προσεγγίζουµε το τελευταίο άθροισµα µέσω ολοκλη-

ϱώµατος και έχουµε τελικά

N
∑

i=1

ln i ≈
∫ N

1
ln x dx = [x lnx− x]N1 = N ln N −N + 1.

΄Ασκηση 1-25. Μπορούµε να αντικαταστήσουµε τον έλεγχο

i < a.length στη γραµµή 3 µε τον έλεγχο a[i] != x. ΄Οταν η

τιµή της τοπικής µεταβλητής i γίνει ίση µε a.length ϑα σηµανθεί

µια εξαίρεση τύπου IndexOutOfBoundsException την οποία ωστόσο

µπορούµε να παγιδεύσουµε και να επιστρέψουµε την τιµή −1.

public static final int indexOf(int x, int[] a) {

int i = 0;

try {

while (a[i] != x) ++i;

}

catch (IndexOutOfBoundsException e) {

return 1;

}

return i;

}

΄Ασκηση 1-28. ∆εδοµένου ότι η ακολουθία είναι ταξινοµηµένη, δεν

χρειάζεται να εξαντλούµε την συστοιχία. Μόλις εντοπίσουµε ένα

στοιχείο µε τιµή µεγαλύτερη από την τιµή της παραµέτρου x, µπο-

ϱούµε να τερµατίσουµε τον αλγόριθµο.

public static final int indexOf(int x, int[] a) {

int i = 0;

try {

while (a[i] < x) ++i;

}

catch (IndexOutOfBoundsException e) {

return 1;

}

return a[i] == x ? i : 1;

}

Στην καλύτερη και στην χειρότερη περίπτωση ο παραπάνω αλγόριθ-

µος ϑα εκτελέσει τον ίδιο αριθµό συγκρίσεων µε τον Κώδικα 1.2.

Σε ορισµένες περιπτώσεις όµως, ϑα τερµατίσει κάνοντας λιγότερες

συγκρίσεις, όπως προκύπτει από την παρακάτω ανάλυση.
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Αν η Ϲητούµενη τιµή υπάρχει στη συστοιχία, τότε ϑεωρώντας ότι

η πιθανότητα να ϐρίσκεται σε οποιαδήποτε ϑέση είναι p = 1
N

, ο

αναµενόµενος αριθµός συγκρίσεων είναι

A1(N) =
1

N

N−1
∑

i=0

(i + 2) =
N + 1

2
. (9.1)

Προκειµένου να υπολογίσουµε τον αναµενόµενο αριθµό συγκρίσε-

ων στην περίπτωση κατά την οποία η Ϲητούµενη τιµή δεν ϐρίσκεται

στη συστοιχία, ορίζουµε ως δi το σύνολο των ακεραίων y για τους

οποίους ισχύει ai−1 < y < ai, i ∈ [1, N −1]. Ορίζουµε επίσης ως δ0

το σύνολο των ακεραίων y οι οποίοι είναι µικρότεροι από το πρώτο

στοιχείο της συστοιχίας και δN το σύνολο των ακεραίων y οι οποίοι

είναι µεγαλύτεροι από το τελευταίο στοιχείο της συστοιχίας. Εφόσον

η Ϲητούµενη τιµή δεν υπάρχει στη συστοιχία, αυτή ϑα ανήκει σε ένα

από τα σύνολα δi, i ∈ [0, N ]. Ο παρακάτω πίνακας δίνει τον αριθµό

συγκρίσεων που απαιτούνται σε κάθε περίπτωση.

δ0 δ1 δ2 · · · δN−2 δN−1 δN

2 3 4 · · · N N + 1 N + 1
΄Ετσι ο αναµενόµενος αριθµός συγκρίσεων στην περίπτωση που η

Ϲητούµενη τιµή δεν υπάρχει στη συστοιχία είναι :

A2(N) =
1

N + 1

N−1
∑

i=0

(i + 2) +
1

N + 1
(N + 1)

=
N

N + 1

N + 3

2
+ 1. (9.2)

Συνδυάζοντας τις (9.1) και (9.1) και δεδοµένου πως η πιθανότητα το

Ϲητούµενο στοιχείο να µην υπάρχει στη συστοιχία είναι q = 1 − p,

λαµβάνουµε τον αναµενόµενο αριθµό συγκρίσεων

A(N) = p
N + 1

2
+ q

(

N

N + 1

N + 3

2
+ 1

)

. (9.3)

Στην περίπτωση που η συστοιχία δεν είναι ταξινοµηµένη σε αύξουσα

διάταξη, ο αναµενόµενος αριθµός συγκρίσεων είναι

A(N) = p
N + 1

2
+ qN . (9.4)
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΄Ασκηση 1-38. Η µέθοδος δεν εξασφαλίζει ότι κάθε αναδροµική

κλήση λύνει ένα µικρότερο πρόβληµα καθώς αν η τιµή της τυπι-

κής παραµέτρου n δεν είναι 1 ή πολλαπλάσιο του 5, η επόµενη α-

ναδροµική κλήση ενδεχοµένως ϑα πρέπει να λύσει ένα µεγαλύτερο

πρόβληµα.

΄Ασκηση 2-14. Το σύνολο C των µιγαδικών αριθµών περιλαµβάνει

τους αριθµούς της µορφής x = a+b i όπου a, b ∈ R και i συµβολίζει

τη ϕανταστική µονάδα η οποία ορίζεται ως i =
√
−1. Οι πραγµα-

τικοί a και b ονοµάζονται πραγµατικό και ϕανταστικό µέρος του x
αντίστοιχα. Επιπλέον στο σύνολο C, ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις.

(a + b i) + (c + d i) = (a + c) + (b + d) i

(a + b i)− (c + d i) = (a− c) + (b− d) i

(a + b i)(c + d i) = (ac− bd) + (ad + bc) i

a + b i

c + d i
=

(ac + bd) + (bc− ad) i

c2 + d2

x = (a,−b)

|x| = a2 + b2

re (x) = a

im (x) = b

Αν x = a + b i, ο µιγαδικός αριθµός a− b i ονοµάζεται συζυγής

(conjugate) του x, ο πραγµατικός αριθµός |x| ονοµάζεται µέτρο

(norm) του x, ενώ η ποσότητα
√

|x| ονοµάζεται απόλυτη τιµή του

x. Ο αφηρηµένος τύπος δεδοµένων Complex παρέχει τις αντίστοιχες

λειτουργίες. Τα αντικείµενα του τύπου αυτού είναι µεταβλητά κα-

ϑώς οι µέθοδοι που υλοποιούν την αριθµητική µιγαδικών αριθµών

(add, subtract κτλ.) τροποποιούν την κατάσταση του αντικειµένου

µέσω του οποίου καλούνται.

1 /**

2 * A complex number x = a + b * i is a pair (a, b) where a is

3 * called the real part (re), b is called the imaginery part (im)

4 * an i represents the square root of 1.

5 */

6 public final class Complex implements Cloneable {

7 /**

8 * The real part of this complex number.
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9 */

10 private double re;

11 /**

12 * The imaginary part of this complex number.

13 */

14 private double im;

15 /**

16 * Factory method that creates a random complex number.

17 * @return A random complex.

18 */

19 public static Complex newRandomInstance() {

20 int sign = Math.random() > 0.5 ? 1 : 1;

21 double x = Math.random() * Short.MAX_VALUE;

22 double y = Math.random() * Short.MAX_VALUE;

23 return new Complex(sign * x, y);

24 }

25 /**

26 * Default constructor.

27 */

28 public Complex() {

29 this(0.0, 0.0);

30 }

31 /**

32 * Copy constructor.

33 * Creates an instance by copying another instance.

34 * @param c The complex number to copy.

35 */

36 public Complex(Complex c) {

37 this(c.re, c.im);

38 }

39 /**

40 * Creates a new complex number.

41 * @param re The real part.

42 * @param im The imaginary part.

43 */

44 public Complex(double re, double im) {

45 this.re = re;

46 this.im = im;

47 }

48 /**

49 * Returns the real part of this complex number.

50 * @return The real part of this complex number.

51 */

52 public double re() {

53 return re;

54 }
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55 /**

56 * Returns the imaginary part of this complex number.

57 * @return The imaginary part of this complex number.

58 */

59 public double im() {

60 return im;

61 }

62 /**

63 * Returns the conjugate of this complex number.

64 * @return The conjugate of this complex number.

65 */

66 public Complex conjugate() {

67 return new Complex(re, im);

68 }

69 /**

70 * Adds a complex number to this complex number.

71 * @param c The complex number to add.

72 * @return A new complex which is the result of addition.

73 */

74 public Complex add(Complex c) {

75 re += c.re;

76 im += c.im;

77 return this;

78 }

79 /**

80 * Subtract a complex number from this complex number.

81 * @param c The number to subtract.

82 * @return A new complex which is the result of subtraction.

83 */

84 public Complex subtract(Complex c) {

85 re = c.re;

86 im = c.im;

87 return this;

88 }

89 /**

90 * Multiplies this complex number by another complex number.

91 * @param c The number to multiply by.

92 * @return A new complex which is the result of multiplication.

93 */

94 public Complex multiply(Complex c) {

95 re = re*c.re  im*c.im;

96 im = re*c.im + im*c.re;

97 return this;

98 }

99 /**

100 * Divides this complex number by another complex number.
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101 * @param c The number to divide by.

102 * @return A new complex which is the result of division.

103 */

104 public Complex divide(Complex c) {

105 double d = c.re*c.re + c.im*c.im;

106 re = (re*c.re + im*c.im)/d;

107 im = (im*c.re  re*c.re)/d;

108 return this;

109 }

110 /**

111 * Changes the sign of this complex number.

112 * @return The opposite of this complex.

113 */

114 public Complex minus() {

115 re *= 1.0;

116 im *= 1.0;

117 return this;

118 }

119 /**

120 * Returns the absolute value of this complex number.

121 * @return The absolute value of this complex number.

122 */

123 public double abs() {

124 return Math.sqrt(re * re + im * im);

125 }

126 /**

127 * Returns the norm (a.k.a. the absolute square) of this complex number.

128 * @return The norm of this complex number.

129 */

130 public double norm() {

131 return re*re + im*im;

132 }

133 /**

134 * @see Object#equals(java.lang.Object)

135 */

136 public boolean equals(Object o) {

137 if (this == o) return true;

138 if (!(o instanceof Complex)) return false;

139 Complex c = (Complex) o;

140 return re == c.re && im == c.im;

141 }

142 /**

143 * @see Object#hashCode()

144 */

145 public int hashCode() {

146 long v = Double.doubleToLongBits(abs());
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147 return (int) (v ^ (v >>> 32));

148 }

149 /**

150 * @see java.lang.Object#clone()

151 */

152 protected Object clone() {

153 try {

154 return super.clone();

155 }

156 catch (CloneNotSupportedException e) {

157 throw new InternalError();

158 }

159 }

160 /**

161 * @see java.lang.Object#toString()

162 */

163 public String toString() {

164 StringBuffer buffer = new StringBuffer();

165 buffer.append(Double.toString(re));

166 buffer.append("+");

167 buffer.append(Double.toString(im));

168 buffer.append("i");

169 return buffer.toString();

170 }

171 }

΄Ασκηση 2-16. Η κλάση CharArrayComparator, διατάσσει δύο αν-

τικείµενα τύπου char[] µε ϐάση τους λεξικογραφικούς κανόνες.

1 import aueb.util.api.Comparator;

2

3 public class CharArrayComparator implements Comparator {

4 public int compare(Object x, Object y) {

5 char[] a = (char[]) x;

6 char[] b = (char[]) y;

7 for (int i=0, j=0; i < a.length && j < b.length; i++, j++) {

8 if (a[i] != b[j]) {

9 return a[i]  a[j];

10 }

11 }

12 return a.length  b.length;

13 }

14 }
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΄Ασκηση 2-17. Η υλοποίηση είναι γενικά όπως έχει περιγραφεί στο

Κεφάλαιο 2. Αξίζει ωστόσο κανείς να προσέξει τη διαφοροποίηση

στην υλοποίηση της µεθόδου clone(). Για το ϱόλο της µεθόδου

hashCode() ϑα πρέπει κανείς να ανατρέξει στο Κεφάλαιο 8.

1 /**

2 * A Point is a pair of integer coordinates.

3 */

4 public class Point implements Comparable, Cloneable {

5 /**

6 * The xcoordinate of this point.

7 */

8 private int x;

9 /**

10 * The ycoordinate of this point.

11 */

12 private int y;

13 /**

14 * Factory method that creates a random point.

15 * @return A random point.

16 */

17 public static Point newRandomInstance() {

18 int x = (int) (Math.random() * Short.MAX_VALUE);

19 int y = (int) (Math.random() * Short.MAX_VALUE);

20 return new Point(x, y);

21 }

22 /**

23 * Default constructor.

24 * Creates a new Point with x and ycoordinates set to zero.

25 */

26 public Point() {

27 super();

28 }

29 /**

30 * Copy constructor.

31 * Creates a Point instance by copying a given point.

32 * @param p The point to copy

33 */

34 public Point(Point p) {

35 this(p.x, p.y);

36 }

37 /**

38 * Creates a new Point instance with given coordinates.

39 * @param x The xcoordinate.

40 * @param y The ycoordinate.

41 */
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42 public Point(int x, int y) {

43 super();

44 this.x = x;

45 this.y = y;

46 }

47 /**

48 * Reads the value of the xcoordinate of this point.

49 * @return The xcoordinate of this point.

50 */

51 public int getX() {

52 return x;

53 }

54 /**

55 * Sets this point’s xcoordinate.

56 * @param x The xcoordinate.

57 */

58 public void setX(int x) {

59 this.x = x < 0 ? 0 : x;

60 }

61 /**

62 * Reads the value of the ycoordinate of this point.

63 * @return The ycoordinate of this point.

64 */

65 public int getY() {

66 return y;

67 }

68 /**

69 * Sets this point’s ycoordinate.

70 * @param y The ycoordinate.

71 */

72 public void setY(int y) {

73 this.y = y < 0 ? 0 : y;

74 }

75 /**

76 * Calculates the distance between this point and a given point.

77 * The result is rounded to the nearest integer.

78 * @param p The given point.

79 * @return The distance between this point and a given point.

80 */

81 public int distance(Point p) {

82 int dx = x  p.x;

83 int dy = y  p.y;

84 return (int) (Math.sqrt(dx * dx + dy * dy) + 0.5);

85 }

86 /**

87 * Moves this point by given offsets. Parameters dx and dy
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88 * may be negative but the resulting coordinates may not.

89 * @param dx The xoffset.

90 * @param dy The yoffset.

91 * @return This point.

92 */

93 public Point move(int dx, int dy) {

94 setX(x + dx);

95 setY(y + dy);

96 return this;

97 }

98 /**

99 * @see Object#equals(java.lang.Object)

100 */

101 public boolean equals(Object o) {

102 if (this == o) {

103 return true;

104 }

105 if (o == null) {

106 return false;

107 }

108 if (getClass() != o.getClass()) {

109 return false;

110 }

111 Point p = (Point) o;

112 return this.x == p.x && this.y == p.y;

113 }

114 /**

115 * @see Object#hashCode()

116 */

117 public int hashCode() {

118 return x + 17 * y;

119 }

120 /**

121 * @see java.lang.Object#clone()

122 */

123 protected Object clone() {

124 try {

125 return super.clone();

126 }

127 catch (CloneNotSupportedException e) {

128 throw new InternalError();

129 }

130 }

131 /**

132 * @see java.lang.Object#toString()

133 */
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134 public String toString() {

135 StringBuffer buffer = new StringBuffer();

136 buffer.append(’(’);

137 buffer.append(Integer.toString(x));

138 buffer.append(’,’);

139 buffer.append(Integer.toString(y));

140 buffer.append(’)’);

141 return buffer.toString();

142 }

143 /**

144 * @see java.lang.Comparable#compareTo(java.lang.Object)

145 */

146 public int compareTo(Object o) {

147 Point p = (Point) o;

148 return x != p.x ? x  p.x : y  p.y;

149 }

150 }

΄Ασκηση 6-10. Αρκεί να υλοποιήσουµε την κλάση

AdaptiveSearchTree η οποία κληρονοµεί την κλάση

BinarySearchTree και ακυρώνει την µέθοδο locate(Object),

έτσι ώστε να εκτελεί µια περιστροφή µε άξονα τον πατέρα του

κόµβου στον οποίο διαπιστώνεται η επιτυχία ή η αποτυχία της

αναζήτησης.

1 package aueb.util.imp;

2

3 import aueb.util.imp.BinarySearchTree;

4

5 public class AdaptiveBinarySearchTree extends BinarySearchTree {

6 protected Node locate(Object element) {

7 Node p = root, q = null;

8 while (p != null) {

9 int result = cmp.compare(element, p.element);

10 if (result == 0) {

11 pushup(p);

12 return p;

13 }

14 q = p;

15 p = result < 0 ? p.left : p.right;

16 }

17 pushup(q);

18 return p;

19 }

20 private final void pushup(Node node) {
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21 if (node == null || node.parent == null) {

22 return;

23 }

24 if (node == node.parent.left) {

25 rotateRight(node.parent);

26 }

27 else {

28 rotateLeft(node.parent);

29 }

30 }

31 }

Η υλοποίηση της µεθόδου locate(Object) χρησιµοποιεί µια

επιπλέον αναφορά q η οποία δείχνει τον κόµβο στον οποίο διαπι-

στώνεται αποτυχία της αναζήτησης. Η περιστροφή του κόµβου p ή

q γίνεται µε µια κλήση στη ϐοηθητική µέθοδο pushup.

Η κλάση AdaptiveSearchTree υλοποιεί ένα δυαδικό δέντρο α-

ναζήτησης το οποίο έχει την τάση να µεταφέρει κοντά στη ϱίζα του

δέντρου, τα αντικείµενα εκείνα τα οποία αναζητούνται πιο συχνά.

Μια τέτοια δοµή δεδοµένων είναι πολύ χρήσιµη σε εφαρµογές στις

οποίες η κατανοµή της συχνότητας αναζήτησης αντικειµένων δεν

είναι οµοιόµορφη.
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Ευρετήριο

A
abstract data type ϐλέπε αφηρηµένος τύπος

δεδοµένων.
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176, 220–221, 252.

AbstractHashTable 220–221, 223.

AbstractSequence 74.

accessor ϐλέπε µέθοδος πρόσβασης.

activation frame ϐλέπε πλαίσιο ενεργοποίησης.

adapter ϐλέπε προσαρµογέας.

adaptive search tree ϐλέπε δυαδικό δέντρο

αναζήτησης;προσαρµοστικό.
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address compression ϐλέπε πίνακας

κατακερµατισµού;συµπίεση

διεύθυνσης.

addressing ϐλέπε διευθυνσιοδότηση.

algorithm ϐλέπε αλγόριθµος.

ancestor (πρόγονος) ϐλέπε

δέντρο;κόµβος;πρόγονος.

amortization ϐλέπε ανάλυση

αλγορίθµων;επιµερισµός χρόνου

εκτέλεσης.

antisymmetry ϐλέπε µαθηµατικές έννοιες;σχέση

διάταξης.

argument ϐλέπε όρισµα.

array ϐλέπε συστοιχία.

ArrayCollection 85–88, 90–92, 110–111, 117,

169.

arraycopy 90, 111, 113–114.

ArrayEnumerator 87, 90.

ArrayIterator 111–112, 114.

ArrayQueue 107–110, 129.

ArraySequence 111–115.

ArrayStack 93–97, 102, 105, 108, 129.

asymptotic approximation (ασυµπτωτική

προσέγγιση) ϐλέπε ανάλυση

αλγορίθµων;ασυµπτωτική.

average case (µέση περίπτωση) ϐλέπε ανάλυση

αλγορίθµων.

B
best case (καλύτερη περίπτωση) ϐλέπε ανάλυση

αλγορίθµων.

big oh ϐλέπε µεγάλο όµικρον.

big omega ϐλέπε µεγάλο ωµέγα.

big theta ϐλέπε µεγάλο ϑήτα.

binary digit ϐλέπε δυαδικό ψηφίο.

binary heap ϐλέπε δυαδικός σωρός.

binary search ϐλέπε αναζήτηση;δυαδική.

243
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binary search tree ϐλέπε δυαδικό δέντρο

αναζήτησης.

binary tree ϐλέπε δυαδικό δέντρο.

BinaryHeap 198–199.

BinarySearchTree 176, 178, 183–184, 238.

BinaryTree 145, 147–150, 152–154, 156–160,

162, 167.

bit ϐλέπε δυαδικό ψηφίο.

BSTEnumerator 177, 179.

bubble sort ϐλέπε ταξινόµηση;ϕυσαλίδας.

Bucket 221, 223–224.

bucket (κάδος) ϐλέπε πίνακας

κατακερµατισµού;κάδος.

byte ϐλέπε ψηφιοσυλλαβή.

C
ceiling function (οροφή) ϐλέπε µαθηµατικές

έννοιες;ακέραιες συναρτήσεις.

chaining ϐλέπε αλυσίδωση.

circular list (κυκλική λίστα) ϐλέπε συνδεδεµένη

λίστα;κυκλική σύνδεση.

clear 63, 66–67, 87, 89–92, 119, 122, 125, 128,

133, 136, 179, 224.

clone 51–56, 91, 93, 95, 108, 110, 200,

234–235, 237, 249.

clone ϐλέπε κλώνος, αντίγραφο.

Cloneable 52–53, 56, 94, 230, 235.

CloneNotSupportedException 51–54, 95, 234,

237.

clustering (συσσώρευση —σε πίνακα

κατακερµατισµού) ϐλέπε πίνακας

κατακερµατισµού;συσσώρευση.

codepoint ϐλέπε κωδικοσηµείο, ϐλέπε επίσης

Unicode.

Collection 62–68, 70, 74–75, 81–82, 85, 87–88,

123, 130, 137, 203, 252.

collection ϐλέπε συλλογή.

collision (σύγκρουση —σε πίνακα

κατακερµατισµού) ϐλέπε πίνακας

κατακερµατισµού;σύγκρουση.

Comparable 57–58.

Comparable 235.

Comparator 58–59, 176, 178, 198–199, 201, 234.

comparator ϐλέπε συγκριτής.

compare 59, 179–180, 201, 234, 238.

compareTo 57–58, 238.

complete tree (πλήρες δέντρο) ϐλέπε

δέντρο;πλήρες.

Complex 48, 59, 230–233.

complex number (µιγαδικός αριθµός) ϐλέπε

µαθηµατικές έννοιες;µιγαδικός

αριθµός.

complexity ϐλέπε πολυπλοκότητα.

constructor ϐλέπε κατασκευαστής.

contains 56, 63–64, 66–67, 89–92, 114,

135–136, 179, 224.

copy ϐλέπε αντίγραφο.

copy constructor (κατασκευαστής αντιγραφής)

ϐλέπε κατασκευαστής;αντιγραφής.

D
data structure ϐλέπε δοµή δεδοµένων.

data type ϐλέπε τύπος δεδοµένων.

deep copy (ϐαθιά αντιγραφή) ϐλέπε αφηρηµένος

τύπος δεδοµένων;αντιγραφή;ϐαθιά.

default constructor (εξ΄ ορισµού κατασκευαστής)

ϐλέπε κατασκευαστής;εξ΄ ορισµού.

DefaultComparator 176, 178, 198–199, 201.

Deque 125–126, 129–131, 158–160, 252.

deque ϐλέπε διπλοουρά.

descendant (απόγονος) ϐλέπε

δέντρο;κόµβος;απόγονος.

double hashing (διπλός κατακερµατισµός) ϐλέπε

πίνακας κατακερµατισµού;ανοικτή
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διευθυνσιοδότηση;διπλός

κατακερµατισµός.

double-link list (λίστα διπλής σύνδεσης) ϐλέπε

συνδεδεµένη λίστα;διπλή σύνδεση.

doubling (διπλασιασµός) ϐλέπε

συστοιχία;διπλασιασµός.

duplicate ϐλέπε διπλότυπο.

dynamic hash table (τεξτγρεεκδυναµικός πίνακας

κατακερµατισµού) ϐλέπε πίνακας

κατακερµατισµού;δυναµικός.

dynamic programming ϐλέπε δυναµικός

προγραµµατισµός.

dynamic set (δυναµικό σύνολο) ϐλέπε συλλογή.

E
edge (ακµή) ϐλέπε γράφος;ακµή.

Enumerator 63, 65–68, 73, 87–88, 90, 100, 131,

135, 162–163, 176–177, 179.

enumerator 63, 65, 67–68, 88, 90, 135, 179, 220,

ϐλέπε απαριθµητής.

equality (ισότητα) ϐλέπε αφηρηµένος τύπος

δεδοµένων;ισότητα.

equals 49–51, 57–58, 64, 67, 83, 89, 91, 98, 103,

114, 135, 210–211, 233, 237, 249.

equivalence relationship (σχέση ισοδυναµίας)

ϐλέπε µαθηµατικές έννοιες;σχέση

ισοδυναµίας.

EulerTour 155–157.

exception ϐλέπε εξαίρεση.

external node (εξωτερικός κόµβος) ϐλέπε

δέντρο;κόµβος;εξωτερικός.

F
factorial (παραγοντικό) ϐλέπε µαθηµατικές

έννοιες;παραγοντικό.

factory method ϐλέπε µέθοδος κατασκευής.

fibonacci 36–37.

floor (δάπεδο) ϐλέπε µαθηµατικές

έννοιες;ακέραιες συναρτήσεις.

forest ϐλέπε δάσος.

format ϐλέπε µορφότυπο.

function (συνάρτηση) ϐλέπε µαθηµατικές

έννοιες;συνάρτηση.

G
get 70–71, 77–78, 108–109, 114, 134, 136.

golden ratio (χρυσή αναλογία) ϐλέπε φ.

graph ϐλέπε γράφος.

greatest common divisor ϐλέπε µέγιστος κοινός

διαιρέτης.

H
hash table ϐλέπε πίνακας κατακερµατισµού.

hash value ϐλέπε τιµή κατακερµατισµού.

hashCode 68, 209–211, 213–214, 233, 235, 237,

249.

hashing ϐλέπε κατακερµατισµός.

hasNext 65–68, 72, 87–88, 111–113, 132, 177.

hasPrevious 72–73, 111–112, 132.

head 77–78, 107–109, 124–135.

heap 199–201.

heap sort (ταξινόµηση σωρού) ϐλέπε

ταξινόµηση;σωρού.

heap (σωρός) ϐλέπε δυαδικός σωρός.

heap 200–201.

height (ύψος) ϐλέπε δέντρο;ύψος.

I
IllegalArgumentException 33, 88–89, 93–94,

109, 113, 126–127, 134, 145, 150, 153,

156, 179, 183, 199–200, 223–224.

IllegalStateException 66, 72–73, 76, 88,

93–94, 109, 112–113, 127–129,

132–133, 146–149, 151, 177, 200.

indexOf 16, 19, 70–71, 89, 113–114, 135–136,

220, 224–225, 228.

infix expression ϐλέπε ενδοθεµατική παράσταση.
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immutable object ϐλέπε σταθερό αντικείµενο.

inorder traversal (ενδοδιατεταγµένη διάσχιση)

ϐλέπε δυαδικό

δέντρο;διάσχιση;ενδοδιατεταγµένη.

input (είσοδος) ϐλέπε αλγόριθµος;είσοδος.

insertion sort (ταξινόµηση µε εισαγωγή) ϐλέπε

ταξινόµηση;µε εισαγωγή.

internal node (εσωτερικός κόµβος) ϐλέπε

δέντρο;κόµβος;εσωτερικός.

InternalError 95, 234, 237.

imutable object ϐλέπε σταθερό αντικείµενο.

isEmpty 63, 66–67, 76–78, 90–93, 95, 98,

108–109, 114, 129, 136, 159–160, 222,

224.

isFull 77, 79, 93, 95, 108–109.

iterative algorithm (επαναληπτικός αλγόριθµος)

ϐλέπε αλγόριθµος;επαναληπτικός.

IterativeInorder 158–159.

Iterator 71, 73–74, 111, 113–114, 131, 135.

iterator 71–72, 74, 113–114, 135, ϐλέπε

δροµέας.

L
leaf node (ϕύλλο) ϐλέπε δέντρο;κόµβος;ϕύλλο.

level-order traversal (διάσχιση κατά επίπεδα)

ϐλέπε δυαδικό δέντρο;διάσχιση;κατά

επίπεδα.

linear probing (γραµµική δοκιµή) ϐλέπε πίνακας

κατακερµατισµού;ανοικτή

διευθυνσιοδότηση;γραµµική δοκιµή.

link (σύνδεσµος) ϐλέπε συνδεδεµένη

λίστα;σύνδεσµος.

linked list ϐλέπε συνδεδεµένη λίστα.

list (λίστα) ϐλέπε συνδεδεµένη λίστα.

ListNode 124–128, 131–136.

ListSequence 131, 133, 136–137.

load factor (συντελεστής ϕορτίου) ϐλέπε πίνακας

κατακερµατισµού;συντελεστής ϕορτίου.

M
machine code (κώδικας µηχανής) ϐλέπε εντολή

µηχανής.

machine instruction ϐλέπε εντολή µηχανής.

mathematical induction (µαθηµατική επαγωγή)

ϐλέπε µαθηµατική επαγωγή.

natural ordering (ϕυσική διάταξη) ϐλέπε

µαθηµατικές έννοιες;σχέση διάταξης.

memory address ϐλέπε διεύθυνση µνήµης.

method ϐλέπε µέθοδος.

next 65–68, 72–74, 83, 88, 111–113, 119–123,

125–128, 130–133, 135–136, 177.

nextIndex 72–73, 111–112, 132.

next 135.

node(κόµβος) ϐλέπε συνδεδεµένη λίστα;κόµβος,

δέντρο;κόµβος, δυαδικό

δέντρο;κόµβος.

node level (επίπεδο κόµβου) ϐλέπε

δέντρο;κόµβος;επίπεδο.

mutable object ϐλέπε µεταβλητό αντικείµενο.

O
object ϐλέπε αντικείµενο.

object state (κατάσταση αντικειµένου) ϐλέπε

αντικείµενο;κατάσταση.

open addressing (ανοικτή διευθυνσιοδότηση)

ϐλέπε πίνακας

κατακερµατισµού;ανοικτή

διευθυνσιοδότηση.

operator ϐλέπε τελεστής.

optimal search tree (ϐέλτιστο δέντρο αναζήτησης)

ϐλέπε δυαδικό δέντρο

αναζήτησης;ϐέλτιστο.

ordered tree (διατεταγµένο δέντρο) ϐλέπε

δέντρο;διατεταγµένο.

output (έξοδος) ϐλέπε αλγόριθµος;έξοδος.

P
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path (µονοπάτι) ϐλέπε γράφος;µονοπάτι,

δέντρο;µονοπάτι.

path length (µήκος µονοπατιού) ϐλέπε

δέντρο;µήκος µονοπατιού.

pivot node (αξονικός κόµβος) ϐλέπε δυαδικό

δέντρο;περιστροφή;αξονικός κόµβος.

Point 43–47, 49–51, 53–54, 56, 58–59, 235–238.

pointer ϐλέπε δείκτης.

pop 76, 93–94, 97, 102–103, 162.

postfix expression ϐλέπε επιθεµατική παράσταση.

postorder traversal (µεταδιατεταγµένη διάσχιση)

ϐλέπε δυαδικό

δέντρο;διάσχιση;µεταδιατεταγµένη.

prefix expression ϐλέπε προθεµατική παράσταση.

preorder traversal (προδιατεταγµένη διάσχιση)

ϐλέπε δυαδικό

δέντρο;διάσχιση;προδιατεταγµένη.

previous 72–74, 111–112, 123, 125–128,

130–134, 136.

previousIndex 72–73, 111–112, 132.

previous 132.

prime number (πρώτος αριθµός) ϐλέπε

µαθηµατικές έννοιες;πρώτος αριθµός.

primitive data type (πρωτογενής τύπος δεδοµένων)

ϐλέπε τύπος δεδοµένων;πρωτογενής.

priority queue ϐλέπε ουρά προτεραιότητας.

pseudorandom number ϐλέπε ψευδοτυχαίος

αριθµός.

push 76, 93–94, 97, 102–103, 121, 162.

put 77–78, 108–110.

Q
Queue 74, 78, 81, 108, 110, 130, 252.

queue ϐλέπε ουρά αναµονής.

R
random number ϐλέπε τυχαίος αριθµός.

random number generator ϐλέπε γεννήτρια

τυχαίων αριθµών.

random search tree ϐλέπε δυαδικό δέντρο

αναζήτησης;τυχαίο.

rational number (ϱητός αριθµός) ϐλέπε

µαθηµατικές έννοιες;ϱητός αριθµός.

read method ϐλέπε µέθοδος ανάγνωσης.

Reader 100.

real number (πραγµατικός αριθµός) ϐλέπε

µαθηµατικές έννοιες;πραγµατικός

αριθµός.

recurrence (αναδροµική σχέση) ϐλέπε

αναδροµή;αναδροµικός ορισµός.

recursion ϐλέπε αναδροµή.

recursive algorithm (αναδροµικός αλγόριθµος)

ϐλέπε αναδροµικός αλγόριθµος.

RecursiveInorder 155.

RecursivePostorder 155, 162.

RecursivePreorder 153–155, 162.

reflexiveness (ανακλαστικότητα) ϐλέπε

µαθηµατικές έννοιες;σχέση

ισοδυναµίας.

rehashing ϐλέπε επανακατακερµατισµός.

remove 62, 64, 66–67, 69–70, 72–73, 89–92,

112–114, 133–134, 136, 178, 200, 224.

removeAll 63, 66–68, 92.

retainAll 63, 66–68, 74, 91–92.

root (ϱίζα) ϐλέπε δέντρο.

rotation (περιστροφή) ϐλέπε δυαδικό

δέντρο;περιστροφή.

S
search tree (δέντρο αναζήτησης) ϐλέπε δυαδικό

δέντρο αναζήτησης.

selection sort (ταξινόµηση µε επιλογή) ϐλέπε

ταξινόµηση;µε επιλογή.

Sequence 70, 74–75, 81, 105, 110–111, 113–114,

131, 137, 248.
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sequence ϐλέπε ακολουθία.

sequential search (ακολουθιακή αναζήτηση)

ϐλέπε αναζήτηση;ακολουθιακή.

set 70–74, 92, 112–114, 133–134, 136, 162,

ϐλέπε µαθηµατικές έννοιες;σύνολο.

shake sort (ταξινόµηση µε ανακίνηση) ϐλέπε

ταξινόµηση;µε ανακίνηση.

shallow copy (ϱηχή αντιγραφή) ϐλέπε αφηρηµένος

τύπος δεδοµένων;αντιγραφή;ϱηχή.

shift down (κατάδυση —σε δυαδικό σωρό) ϐλέπε

δυαδικός σωρός;κατάδυση.

shift up (ανάδυση —σε δυαδικό σωρό) ϐλέπε

δυαδικός σωρός;ανάδυση.

single-link list (λίστα µονής σύνδεσης) ϐλέπε

συνδεδεµένη λίστα;µονή σύνδεση.

sink 200–201.

size 63, 66–70, 76–78, 82–84, 86–95, 107–109,

112–114, 124–129, 132–134, 136,

173–174, 178–181, 195, 198–201,

223–224.

size 84, 89, 93–94, 113–114, 134, 198, 200–201.

sort 22, 74, 115, 136, 200.

Stack 74, 76, 78–79, 81, 93, 97, 102, 130, 252.

stack ϐλέπε στοίβα.

StackOverflowError 96, 252.

Stack 94.

StreamTokenizer 100–102.

StringReader 100–102.

super 44–45, 52–54, 88, 94–95, 113, 126, 145,

148, 153, 156, 159–160, 234–237.

swim 200–201.

symmetric traversal (συµµετρική διάσχιση) ϐλέπε

δυαδικό

δέντρο;διάσχιση;ενδοδιατεταγµένη.

symmetry (συµµετρία, συµµετρικότητα) ϐλέπε

µαθηµατικές έννοιες;σχέση

ισοδυναµίας.

T
tail 77–78, 107–109, 124–129.

this 44–45, 47, 49–50, 67, 88, 94, 108, 112–113,

119, 133, 145–146, 148, 153, 156,

177–178, 199, 210, 222–223, 231–233,

235–237.

token ϐλέπε λεκτική µονάδα.

tokenization ϐλέπε λεκτική ανάλυση.

tokenizer ϐλέπε λεκτικός αναλυτής.

top 76, 93–94.

toString 120, 234, 238.

total ordering (ολική διάταξη) ϐλέπε µαθηµατικές

έννοιες;σχέση διάταξης.

transitivity (µεταβατικότητα) ϐλέπε µαθηµατικές

έννοιες;σχέση διάταξης, µαθηµατικές

έννοιες;σχέση ισοδυναµίας.

traversal (διάσχιση) ϐλέπε δυαδικό

δέντρο;διάσχιση, ακολουθία;διάσχιση.

tree ϐλέπε δέντρο.

TreeTraversal 152–155, 158, 160.

tuple ϐλέπε πλειάδα.

W
worst case (χειρότερη περίπτωση) ϐλέπε ανάλυση

αλγορίθµων.

wrapper ϐλέπε περίβληµα.

write method ϐλέπε µέθοδος εγγραφής.

Α
άθροισµα 5–7.

αλλαγή µεταβλητής ελέγχου 6.

αλλαγή σειράς 6.

επιµεριστικός νόµος 6.

µεταβλητή ελέγχου 6.

προσέγγιση µε ολοκλήρωση 8.

ακολουθία 22, 32, 69–70, 151, ϐλέπε επίσης

Sequence.

διαγραφή αντικειµένου 70, 72–73.

διάσχιση 71, ϐλέπε επίσης δροµέας.
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εισαγωγή αντικειµένου 69, 72–73.

υλοποίηση µε συστοιχία 110–114.

ακολουθία Fibonacci 11, 36, ϐλέπε επίσης

αναδροµή, δυναµικός προγραµµατισµός,

φ.

αλγόριθµος 1–3, 14–18, 21, 23, 26–27.

αναδροµικός 157, ϐλέπε αναδροµικός

αλγόριθµος.

ανάλυση ϐλέπε ανάλυση αλγορίθµων.

απλότητα 14.

είσοδος 3.

έξοδος 3.

επαναληπτικός 32, 38.

κοµψότητα 14.

ορθότητα 14.

περατότητα 3.

σαφήνεια 3.

υπολογιστικό ϐήµα 1, 3, 34.

αλγόριθµος του Ευκλείδη 31.

αλυσίδα ϐλέπε συνδεδεµένη λίστα.

αλυσίδωση 130, ϐλέπε επίσης συνδεδεµένη λίστα.

αναδροµή 10–13, 31–32, 38, 96, 152, ϐλέπε

επίσης αναδροµικός αλγόριθµος.

αναδροµική ϐάση 11, 31.

αναδροµικό ϐήµα 31.

αναδροµικός ορισµός 10, 32, 141, ϐλέπε

επίσης τηλεσκοπικό ανάπτυγµα.

αποτελεσµατικότητα 38.

αναδροµικός αλγόριθµος 30–38, ϐλέπε επίσης

αναδροµή, στοίβα.

λειτουργία 31.

αναζήτηση 34–35.

ακολουθιακή 15, 19, 90, 175.

δυαδική 33–35, 167.

αποτελεσµατικότητα 34.

σε πίνακα κατακερµατισµού 217.

ανάλυση αλγορίθµων 25.

απαιτήσεις µνήµης 14.

ασυµπτωτική 27–29.

εµπειρική 17.

επιµερισµός χρόνου εκτέλεσης 85, 117.

ϑεωρητική 19.

ορθότητα 14.

χρόνος εκτέλεσης 14, 17.

αντιγραφή 51, 54.

αντίγραφο 51, ϐλέπε επίσης αντιγραφή.

αντικείµενο 44–46, 49, 52, 55, 57, 60–61, 64, 66,

69–70, 72, 75.

κατάσταση 47, 55, 73.

απαριθµητής 65, 71.

αφηρηµένος τύπος δεδοµένων 41, 43, 48, 56, 61,

81.

αντιγραφή 51, ϐλέπε επίσης clone.

απαγόρευση 55.

ϐαθιά 54.

ϱηχή 53–54.

διάταξη 56–57, ϐλέπε επίσης comparator,

comareTo.

ισότητα 48, ϐλέπε επίσης equals, hashCode.

κατασκευή 44.

Γ
γεννήτρια τυχαίων αριθµών 188.

γράφος 139–140, 144.

ακµή 139.

κόµβος 139.

µονοπάτι 140.

συνεκτικός 144.

∆
δάπεδο ϐλέπε µαθηµατικές έννοιες;ακέραιες

συναρτήσεις.

δείκτης 118.

δέντρο 139–140, 142, 150, 158.

ακµή 140, 142.

διατεταγµένο 140.

κόµβος 140–141.

απόγονος 140.

εξωτερικός 141–142.

επίπεδο 142, 176.

εσωτερικός 141–142.
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παιδί 140.

πατέρας 140.

πρόγονος 140.

ϕύλλο 140–142.

µε ϱίζα 140.

µήκος εξωτερικού µονοπατιού 142.

µήκος εσωτερικού µονοπατιού 142.

µήκος µονοπατιού 142.

µονοπάτι 140.

πλήρες 143, 197.

υπόδεντρο 140–141.

ύψος 142.

δέντρο αναζήτησης ϐλέπε δυαδικό δέντρο

αναζήτησης.

δέντρο µονοπάτι 161.

διαίρει και ϐασίλευε 34, ϐλέπε επίσης

αναζήτηση;δυαδική.

διάταξη 168, 186.

διευθυνσιοδότηση 203.

διπλοουρά 124–125, 192.

διπλότυπο 64.

δοµή δεδοµένων 59–61, 124, 219, ϐλέπε επίσης

στοίβα, ουρά αναµονής, συλλογή,

ακολουθία.

δροµέας 71–72, 111.

δυαδικά δέντρα

διάταξη κόµβων 160.

δυαδικό δέντρο 141–142, 166, 193.

ακµή 145.

αναζήτησης ϐλέπε δυαδικό δέντρο

αναζήτησης.

διάσχιση 151, 153.

ενδοδιατεταγµένη 152, 157.

επαναληπτική 159.

κατά επίπεδα 152, 193.

κατά πλάτος 159.

µεταδιατεταγµένη 152.

περίπατος Euler 155.

προδιατεταγµένη 152.

διάσχιση κατά ϐάθος 152.

διάσχιση κατά πλάτος 152.

ενδοδιατεταγµένη ακολουθία 161, 166, 170,

173, 189.

επιλογή κόµβου 173.

κόµβος 145.

µήκος εσωτερικού µονοπατιού 144.

µονοπάτι αναζήτησης 167.

περιστροφή 175.

αξονικός κόµβος 176.

αριστερή 175.

δεξιά 175.

πλήρες 197.

υλοποίηση 145.

ύψος 143, 170.

δυαδικό δέντρο αναζήτησης 166–167, 172.

αναζήτηση αντικειµένου 167.

ϐέλτιστο 184.

διαγραφή αντικειµένου 170.

εισαγωγή αντικειµένου 167–169.

εισαγωγή αντικειµένου στη ϱίζα 176.

µήκος εξωτερικού µονοπατιού 171.

µήκος εσωτερικού µονοπατιού 171.

προσαρµοστικό 184.

τυχαίο 171–172, 185.

δυαδικό ψηφίο 206, 213.

δυαδικός σωρός 193, 197.

ανάδυση 194.

αποτελεσµατικότητα 197.

διαγραφή αντικειµένου 195.

εισαγωγή αντικειµένου 194.

κατάδυση 195.

κατασκευή 196–197.

δυναµικό σύνολο ϐλέπε συλλογή.

δυναµικός προγραµµατισµός 36, 184.

Ε
ενδοθεµατική παράσταση 98, 104.

µετατροπή σε επιθεµατική 104.

εντολή µηχανής 26.

εξαίρεση 52, 58, 69, 147, 150.

επανακατακερµατισµός 220.
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επιθεµατική παράσταση 98, 104.

µετατροπή σε ενδοθεµατική 99.

υπολογισµός 99.

Ι
ισότητα ϐλέπε αφηρηµένος τύπος

δεδοµένων;ισότητα.

Κ
κατακερµατισµός 204–211, ϐλέπε επίσης πίνακας

κατακερµατισµού.

αφηρηµένων τύπων δεδοµένων 207.

πολυωνυµικός 207.

πρωτογενών τύπων δεδοµένων 205.

τέλειος 204–205, 211.

κατασκευαστής 45–46, 85, ϐλέπε επίσης µέθοδος

κατασκευής.

αντιγραφής 45, 55, 85.

εξ΄ ορισµού 45, 85.

παραµετρικός 45.

κλωνοποίηση 51–54, ϐλέπε αντιγραφή.

κλώνος 51, 64, 85, ϐλέπε επίσης αντιγραφή.

κυκλική λίστα ϐλέπε συνδεδεµένη λίστα.

κωδικοσηµείο 206, 208.

Λ
λεκτική ανάλυση 99.

λεκτική µονάδα 100.

λεκτικός αναλυτής 100.

λίστα 119, 131, ϐλέπε συνδεδεµένη λίστα.

λίστα διπλής σύνδεσης ϐλέπε συνδεδεµένη λίστα.

λίστα µονής σύνδεσης ϐλέπε συνδεδεµένη λίστα.

Μ
µαθηµατικές έννοιες 4–10.

άθροισµα ϐλέπε άθροισµα.

ακέραιες συναρτήσεις 5.

διάστηµα 4.

επαγωγή ϐλέπε µαθηµατική επαγωγή.

κανόνας L’ Hôspital 8.

λογάριθµος 7–8.

µιγαδικός αριθµός 59.

παραγοντικό 10–11.

πραγµατικός αριθµός 4–5.

πρώτος αριθµός 13, 207, 212, 217.

Mersenne 212.

ϱητός αριθµός 59.

συνάρτηση 8.

ϱυθµός αύξησης ϐλέπε ϱυθµός αύξησης

συνάρτησης.

σύνολο 4.

σχέση διάταξης 56.

σχέση ισοδυναµίας 48.

ϕυσικός αριθµός 4.

µαθηµατική επαγωγή 10–11, 15, 141.

επαγωγική ϐάση 11.

επαγωγική υπόθεση 11.

επαγωγικό ϐήµα 12.

µεγάλο ϑήτα 29.

µεγάλο όµικρον 27.

µεγάλο ωµέγα 28.

µέγιστος κοινός διαιρέτης 31, ϐλέπε επίσης

αλγόριθµος του Ευκλείδη.

µέθοδος

ακύρωση 87.

µέθοδος ανάγνωσης 43.

µέθοδος εγγραφής 43.

µέθοδος κατασκευής 46, 65, 150, ϐλέπε επίσης

κατασκευαστής.

µέθοδος πρόσβασης 43.

µεταβλητό αντικείµενο 47.

αντιγραφή 55.

µηχανισµός οργάνωσης δεδοµένων 107, 118, 130,

ϐλέπε επίσης συστοιχία, συνδεδεµένη

λίστα, δέντρο, σωρός, πίνακας

κατακερµατισµού.

µονοπάτι αναζήτησης 168.

µορφότυπο 41.
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Ο
οργάνωση δεδοµένων

ιεραρχική 139.

όρισµα 95, 105.

οροφή ϐλέπε µαθηµατικές έννοιες;ακέραιες

συναρτήσεις.

ουρά αναµονής 77, 124, 160, 191, ϐλέπε επίσης

Queue, Deque.

κυκλική 107.

υλοποίηση µε συστοιχία 106–109.

χωρητικότητα 106, 129.

ουρά προτεραιότητας 191.

Π
περίβληµα 42.

πιθανότητα ϐλέπε τυχαίο πείραµα.

πίνακας ϐλέπε συστοιχία.

πίνακας κατακερµατισµού 204.

αλυσίδωση 214, 219.

ανοικτή διευθυνσιοδότηση 214.

ακολουθία δοκιµών 216.

γραµµική δοκιµή 215.

διπλός κατακερµατισµός 216–217.

αποτελεσµατικότητα 217–219.

διαχείριση συγκρούσεων 213.

διπλασιασµός 219.

δυναµικός 219.

κάδος 214.

σύγκρουση 215–216.

συµπίεση διεύθυνσης 211.

MAD 212.

µε αποκοπή 213.

µε διαίρεση 212.

συντελεστής ϕορτίου 218–219.

συσσώρευση 217.

χωρητικότητα 204, 217.

πίνακας συµβόλων ϐλέπε συλλογή.

πλαίσιο ενεργοποίησης 95.

πλειάδα 207.

προσαρµογέας 100.

προσαρµοστικό δέντρο αναζήτησης ϐλέπε δυαδικό

δέντρο αναζήτησης;προσαρµοστικό.

Ρ
ϱυθµός αύξησης συνάρτησης 19, 29.

Σ
σταθερό αντικείµενο 47.

αντιγραφή 54.

στοίβα 75, 158, 191, ϐλέπε επίσης αναδροµή,

Stack, StackOverflowError.

εφαρµογές 95–105.

υλοποίηση µε συστοιχία 92–93.

χωρητικότητα 75, 96, 129.

στοιχειώδης λειτουργία 26.

συγκριτής 58.

συλλογή 61–62, 64–65, 68, 81, ϐλέπε επίσης

Collection, AbstractCollection.

αναζήτηση αντικειµένου 64, 83.

αντιγραφή 85.

απαρίθµηση στοιχείων 65, 83, 85.

διαγραφή αντικειµένου 64–65.

διατεταγµένη 69.

εισαγωγή αντικειµένου 64, 82.

ισότητα 85.

πράξεις συνόλων 66.

υλοποίηση µε συστοιχία 81–91.

συµπίεση διεύθυνσης ϐλέπε πίνακας

κατακερµατισµού;συµπίεση

διεύθυνσης.

συνάρτηση κατακερµατισµού ϐλέπε

κατακερµατισµός.

συνδεδεµένη λίστα 122, 169, 214.

διαγραφή 122.

διαγραφή κόµβου 121.

διάσχιση 120, 136.

διπλή σύνδεση 123–124.

εισαγωγή κόµβου 121.

κατασκευή 119.

κεφαλή 130.

κόµβος 118–119, 121, 123.
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κυκλική σύνδεση 130–131.

µονή σύνδεση 118, 130.

σύνδεσµος 118.

τερµατισµός 120, 130–131.

συστοιχία 81–82, 193, 203.

διπλασιασµός 84.

ως µηχανισµός οργάνωσης δεδοµένων 81.

σχέση διάταξης 166, 193.

σωρός ϐλέπε δυαδικός σωρός.

Τ
ταξινόµηση 21–25, 27.

µε ανακίνηση 25.

µε εισαγωγή 21–22, 25, 27, 74, 136.

µε επιλογή 25, 198.

σωρού 198.

ϕυσαλίδας 25, 136.

τελεστής 99, 104–105.

προτεραιότητα 104.

τηλεσκοπικό ανάπτυγµα 12, 172.

τύπος ϐλέπε αφηρηµένος τύπος δεδοµένων.

τύπος δεδοµένων 41.

αφηρηµένος 207, ϐλέπε αφηρηµένος τύπος

δεδοµένων.

πρωτογενής 41, ϐλέπε επίσης µορφότυπο.

µορφότυπο 205.

τυχαίο δυαδικό δέντρο αναζήτησης ϐλέπε δυαδικό

δέντρο αναζήτησης;τυχαίο.

τυχαίο πείραµα 9.

δειγµατικός χώρος 9.

ενδεχόµενο 9.

συνάρτηση πιθανότητας 9.

τυχαίος αριθµός 188.

τυχαιότητα 172, 189.

Υ
υπολογιστικό ϐήµα 3.

Φ
φ 30, 36, ϐλέπε επίσης ακολουθία Fibonacci.

ϕυσική διάταξη ϐλέπε µαθηµατικές

έννοιες;σχέση διάταξης.

Ψ
ψευδοτυχαίος αριθµός 188.

ψηφιοσυλλαβή 118.


