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• Quicksort
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• Δέντρα
• Μαθηµατικές ιδιότητες
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Mergesort - Ανακεφαλαίωση

• Τρέχει σε χρόνο O(NlogN)
• Average case επίσης O(NlogN)
• Πολύ καλύτερη από τις στοιχειώδεις µεθόδους

• Αλλά:
• Θέλει πρόσθετο χώρο O(N) (βοηθητικό πίνακα)
• Χρόνος εκτέλεσης ανεξάρτητος από τα δεδοµένα εισόδου
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Ιδέες για βελτιώσεις

• Γιατί να χωρίζουµε τον πίνακα ακριβώς στη µέση σε κάθε
βήµα?

• Μπορούµε να κάνουµε διαµερίσεις σε υποπίνακες που να
εξαρτώνται και από τα δεδοµένα

• Quicksort: προτάθηκε από τον Hoare (1960). Υλοποιεί τέτοιες
διαµερίσεις µε βάση ένα από τα στοιχεία του πίνακα

• Αποτελεί την καλύτερη µέθοδο ταξινόµησης ως σήµερα
(καθιερωµένη ταξινόµηση της βιβλιοθήκης της Java)
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Quicksort
• Ιδέα: ξανά διαίρει και βασίλευε

• Επιλέγουµε κάποιο στοιχείο του πίνακα ως “pivot”

• Αναδιατάσσουµε τον πίνακα σε 2 υποπίνακες έτσι ώστε
– Πρώτος υποπίνακας έχει τα στοιχεία που είναι ≤ pivot
– Δεύτερος υποπίνακας έχει τα στοιχεία που είναι ≥ pivot
– Το pivot µπαίνει στην τελική του θέση

• Αναδροµή στους υποπίνακες

• Δεν χρειάζεται συγχώνευση στο τέλος!



Δοµές Δεδοµένων 11-6

Quicksort

static void quicksort(ITEM[] a, int p, int
r)

{ if (r <= p) return;

  int i = partition(a, p, r);/* διαμερίζει τον
πίνακα και βάζει στη θέση a[i]  το pivot
element */

  quicksort(a, p, i-1);

  quicksort(a, i+1, r);

}
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Υλοποίηση της διαµέρισης

• Η partition πρέπει να τοποθετεί το
pivot στοιχείο στη θέση a[i] και να
φροντίζει ότι

• Τα στοιχεία a[p],…,a[i-1] είναι ≤ a[i]
• Τα στοιχεία a[i+1], …, a[r] είναι >

a[i]
• Ποιο στοιχείο να επιλέξουµε για

pivot?
• Για τυχαία δεδοµένα δεν παίζει
σπουδαίο ρόλο ποιο θα επιλέξουµε
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Υλοποίηση της διαµέρισης
• Υλοποίηση µε pivot = a[r]
• Έστω v = a[r]
• Αναδιάταξη:
• Σαρώνουµε τον πίνακα από τα αριστερά µέχρι να βρούµε
στοιχείο ≥ v

• Σαρώνουµε από δεξιά µέχρι να βρούµε στοιχείο ≤ v
• Αντιµεταθέτουµε και συνεχίζουµε µέχρι να συναντηθούν οι
αριθµοδείκτες ή να περάσει ο j τον i

• Στο τέλος βάζουµε το v εκεί που έχει σταµατήσει ο i
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Υλοποίηση της διαµέρισης
Διαμέριση με pivot = a[r]
static int partition(ITEM a[], int p, int r)
{ int i = p-1, j = r; ITEM v = a[r];

    for (;;)
    { while (less(a[++i], v)) ;//i δεν βγαίνει εκτός
      while (less(v, a[--j]))
         if (j == p) break;
      if (i >= j) break;
      exch(a, i, j);
    }
    exch(a, i, r);
    return i; }
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Χαρακτηριστικά Επιδόσεων

• Δεν χρειάζεται πρόσθετο χώρο µνήµης σε αντίθεση µε την
Mergesort

• Χρόνος εκτέλεσης: Worst case όταν ο πίνακας είναι ήδη
ταξινοµηµένος. Θα χρειαστούµε Ν + Ν-1+...+1 = Ν(Ν+1)/2 =
Ο(Ν2) συγκρίσεις

• Average case: Ο(ΝlogN) (απόδειξη πιο δύσκολη)
• Στην πράξη είναι η πιο γρήγορη και ευρέως χρησιµοποιούµενη

µέθοδος σήµερα
– Δεν συναντώνται συχνά δεδοµένα που να είναι ήδη ταξινοµηµένα ή
σχεδόν ταξινοµηµένα

– Αντιθέτως το worst case των Insertion sort, Bubble sort, Selection sort,
είναι πιο πιθανό
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Βελτιώσεις και Παραλλαγές

• Όπως και µε την Mergesort, η αναδροµή δεν
λειτουργεί καλά για µικρά υποαρχεία

• Χρήση Insertion sort σε αρχεία µε µέγεθος ≤ Μ
• Αλλαγή 1ης γραµµής σε
               if (r-p <= M) insertionsort(a, p, r)
• Ή ακόµα καλυτερα σε: if (r-p <= M) return;
• Χρήση Insertion sort µόνο στο τέλος:
static void sort(ITEM a[], int p, int r) {

quicksort(a, p, r);

  insertionsort(a, p, r); }
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Quicksort ή Shellsort?
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Quicksort ή Mergesort?

• Α: Αναδροµικός Mergesort
• Σ: συνθετικός Mergesort
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Το βάθρο...

Quicksort

Mergesort Shellsort
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Μη αναδροµική υλοποίηση

• Με χρήση στοίβας
• Μιµείται τις αναδροµικές κλήσεις
• Κάνουµε pop για να επεξεργαστούµε έναν υποπίνακα
• Ωθούµε στη στοίβα τους αριθµοδείκτες των 2 υποπινάκων που
προκύπτουν µετά τη διαµέριση

• Βάζουµε πρώτα τον υποπίνακα µε το µεγαλύτερο µέγεθος
• Επεξεργαζόµαστε πρώτα τον υποπίνακα µε το  µικρότερο

µέγεθος
• Εξασφαλίζεται έτσι ότι το µέγεθος της στοίβας δεν µεγαλώνει
πολύ
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Μη αναδροµική υλοποίηση
static void quicksort(ITEM[] a, int p, int r) {

intStack S = new intStack(2*Ν);//Ν = r-p+1
  S.push(p); S.push(r);

  while (!S.isEmpty())

  {

     r = S.pop(); p = S.pop();

     if (r <= p) continue;

     int i = partition(a, p, r);

     if (i-p > r-i) { S.push(p); S.push(i-1);}

     S.push(i+1); S.push(r);

     if (r-i >= i-p) { S.push(p); S.push(i-1); }

  }

}
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Δέντρα
• Γράφηµα ή γράφος

– Οποιοδήποτε σύνολο κορυφών (κόµβων) και πλευρών (ακµών)
– Κάθε πλευρά συνδέει δύο κορυφές
– Η ακµή µπορεί να είναι κατευθυνόµενη ή όχι
– Μονοπάτι: ακολουθία από διαδοχικές πλευρές

• Δέντρο: ειδική µορφή γραφήµατος
– Ανάµεσα σε δύο κόµβους υπάρχει ένα ακριβώς µονοπάτι
– Μας βοηθά στην αναπαράσταση της εκτέλεσης αλγορίθµων (union-find,

divide and conquer,…)
• Δέντρο µε ρίζα: ειδική µορφή δέντρου

– Δέντρο όπου ένας κόµβος ορίζεται ως ρίζα
• Συνήθως θεωρούµε ότι οι ακµές κατευθύνονται προς ή από τη ρίζα

– Σχεδόν πάντα αναφερόµαστε σε δέντρα µε ρίζα
– Υποδέντρο: δέντρο που ξεκινά από κόµβο διαφερετικό από τη ρίζα
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Δέντρα
• Ορολογία δένδρων

– Γονέας ενός κόµβου: ο αµέσως από πάνω κόµβος (µε κατεύθυνση προς τη ρίζα)
• Η ρίζα είναι ο µόνος κόµβος που δεν έχει γονέα

– Παιδιά ενός κόµβου: οι αµέσως από κάτω κόµβοι
– Αδέλφια: παιδιά του ίδιου γονέα
– Μη τερµατικός κόµβος: έχει ένα τουλάχιστον παιδί
– Φύλλο ή τερµατικός κόµβος: δεν έχει κανένα παιδί
– Δάσος: συλλογή από δέντρα ξένα µεταξύ τους
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Δέντρα
• Διατεταγµένο δέντρο

– Ένα δέντρο στο οποίο η σειρά των παιδιών έχει σηµασία
– Παράδειγµα: τα παιδιά έχουν αύξουσα διάταξη κλειδιών

• Μ-αδικό δέντρο
– Κάθε µη τερµατικός κόµβος έχει M παιδιά
– Συχνά θεωρούµε ότι υπάρχουν εξωτερικοί κόµβοι

• Χρησιµεύουν στο να έχουν όλοι οι κόµβοι ακριβώς Μ παιδιά

• Δυαδικό δέντρο
– Ειδική περίπτωση διατεταγµένου Μ-αδικού δέντρου µε Μ=2
– Ονοµάζουµε τα παιδιά αριστερό και δεξιό

• Αναδροµικοί ορισµοί: χρήσιµοι στην επαγωγή
– Δυαδικό δέντρο: Είτε ένας κόµβος χωρίς παιδιά,
– Είτε ένας κόµβος µε παιδιά δύο δυαδικά δέντρα
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Δέντρα

• Αναπαράσταση δέντρων
• Μπορεί να γίνει µε πολλούς τρόπους ανάλογα µε την
εφαρµογή

1. Πίνακες ή λίστες γειτνίασης (ισχύει για κάθε γράφηµα)
2. Πίνακας parent
• parent[i] δείχνει τον γονέα του i
• Για τη ρίζα κάνουµε τη σύµβαση ότι parent[i] = i
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Δέντρα

• Αναπαράσταση δυαδικών δέντρων
– Ορίζουµε κόµβους µε στοιχείο και δύο συνδέσµους προς αριστερό και
δεξιό υποδέντρο

– Οι κόµβοι χωρίς παιδιά έχουν συνδέσµους null
Class Node {
Item item; Node l; Node r;

Node(Item v, Node l, Node r) {
this.item = v; this.l = l; this.r = r; }}

– Κατάλληλη για κίνηση προς τα κάτω
– Για κίνηση προς τα πάνω προσθέτουµε σύνδεσµο στο γονέα
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Δέντρα

• Αναπαράσταση γενικών δέντρων
– Στα Μ-αδικά δέντρα γενικεύουµε τα δυαδικά δέντρα

• Είτε Μ επώνυµοι σύνδεσµοι, είτε πίνακας µε Μ συνδέσµους
– Στα γενικά δέντρα χρήση συνδεδεµένης λίστας παιδιών

• Αριστερός δείκτης: λίστα παιδιών, δεξιός δείκτης: επόµενος αδελφός
• Υπάρχει ισοδύναµη αναπαράσταση µε δυαδικό δέντρο
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Μαθηµατικές ιδιότητες

• Ικανές και αναγκαίες συνθήκες
• Ένας γράφος G µε Ν κορυφές είναι δέντρο αν και µόνο αν
ισχύει µία από τις συνθήκες:

• Ο G έχει Ν-1 πλευρές και κανένα κύκλο
• Ο G έχει Ν-1 πλευρές και είναι συνδεδεµένος (για κάθε ζεύγος
κορυφών υπάρχει µονοπάτι που τις συνδέει)

• Κάθε ζεύγος κορυφών συνδέεται µε ένα µόνο µονοπάτι
• Ο G είναι συνδεδεµένος αλλά παύει να είναι αν αφαιρέσουµε
οποιαδήποτε πλευρά

• Οι συνθήκες αυτές είναι ισοδύναµες µεταξύ τους
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Μαθηµατικές ιδιότητες
• Ιδιότητες δυαδικών δένδρων

– Συνήθως αποδεικνύονται µε επαγωγή

• Πλήθος κόµβων
– Έστω δυαδικό δέντρο µε Ν εσωτερικούς κόµβους
– Το δέντρο έχει Ν+1 τερµατικούς κόµβους

• Πλήθος ακµών
– Έστω δυαδικό δέντρο µε Ν εσωτερικούς κόµβους
– Το δέντρο έχει 2Ν συνδέσµους

• Ν-1 σύνδεσµοι µεταξύ εσωτερικών κόµβων
• Ν+1 σύνδεσµοι από εξωτερικούς κόµβους

• Επίπεδο κόµβου
– Η ρίζα έχει επίπεδο 0
– Άλλοι κόµβοι: επίπεδο ίσο µε 1 παραπάνω από τον γονέα τους
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Μαθηµατικές ιδιότητες

• Άλλοι ορισµοί δένδρων
– Ύψος δέντρου: µέγιστο επίπεδο κόµβων
– Μήκος διαδροµής: άθροισµα επιπέδων όλων των κόµβων
– Μήκος εσωτερικής και εξωτερικής διαδροµής
– Πλήρες δυαδικό δέντρο (complete binary tree): όλα τα επίπεδα γεµάτα
εκτός τελευταίου

• Στο τελευταίο επίπεδο είναι γεµάτοι οι αριστερότεροι κόµβοι

• Μήκη διαδροµών
– Έστω δυαδικό δέντρο µε Ν εσωτερικούς κόµβους
– Μήκος εξωτερικής = µήκος εσωτερικής διαδροµής + 2Ν
– Μήκος εσωτερικής διαδροµής: Nlg(N/4)  έως N(N-1)/2
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Μαθηµατικές ιδιότητες - Παραδείγµατα

• Ύψος δέντρου
– Έστω δυαδικό δέντρο µε Ν
εσωτερικούς κόµβους

– Το ύψος είναι τουλάχιστον
lgN και το πολύ N-1


