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Θεωρία Παιγνίων





1. Στοιχεία Θεωρίας Παιγνίων

1.1 Γιατί παίγνια ;

Τα µικροοικονοµικά εργαλεία που έχουµε δει ως τώρα µας έχουν επιτρέψει να αναλύσουµε
αρκετά ενδιαφέρουσες οικονοµικές συµπεριφορές. Είδαµε πώς επιλέγει ένας καταναλωτής
σε περιβάλλον ϐεβαιότητας και πώς υπολογίζουµε τη Ϲήτησή του καθώς και τη Ϲήτηση της οι-
κονοµίας, πώς δρα ένας παραγωγός σε συνθήκες τέλειου ανταγωνισµού ή µονοπωλίου καθώς
και υπό ποιες συνθήκες οι αγορές κατά κάποιο τρόπο «συντονίζονται» ώστε να ισορροπήσουν,
καθώς και σε τί συνίστανται και πώς εκφράζονται τέτοιου είδους ισορροπίες.

Σε όλα τα παραπάνω υποδείγµατα έχουµε κάνει αρκετές ϱητές (και ορισµένες ϕορές
άρρητες) υποθέσεις. ΄Εχουµε για παράδειγµα υποθέσει ότι όλοι οι δρώντες (µε µοναδική
εξαίρεση την περίπτωση του µονοπωλίου) είναι µικροί. Αυτό σηµαίνει ότι η επιλογή καθενός
τους µεµονοµένα δεν επηρεάζει τις τιµές της αγοράς, κάτι που οι ίδιοι γνωρίζουν καλά και
αναλόγως προσαρµόζουν τη δράση τους.

Ας πούµε στην περίπτωση του καταναλωτή, είδαµε ότι αυτός µεγιστοποιεί τη χρησιµότη-
τά του, ϑεωρώντας τις τιµές και το εισόδηµά του δεδοµένα. Λύνει δηλαδή ένα πρόβληµα
µεγιστοποίησης του τύπου:

max
x

U(x)

υ.τ.π. px ≤ I

όπου x είναι ένα διάνυσµα τάξης n των Ϲητήσεών του για τα n αγαθά, p ένα n-διάστατο επίσης
διάνυσµα των τιµών των αγαθών και I το εισόδηµά του. Είναι σαφές ότι η δράση του ενός
καταναλωτή δεν επηρεάζει τη χρησιµότητα του άλλου παρά µόνο κατά το ποσοστό που η
δράση όλων των καταναλωτών µαζί επηρεάζει τις τιµές που µε τη σειρά τους επηρεάζουν τη
χρησιµότητα όλων των καταναλωτών.

Υπάρχουν όµως πολλές καταστάσεις που µπορούµε να σκεφτούµε ή να παρατηρήσουµε
κατά τις οποίες η παραπάνω υπόθεση δεν είναι ικανοποιητική. Σκεφτείτε τα παρακάτω
παραδείγµατα:



12 Κεφάλαιο 1. Στοιχεία Θεωρίας Παιγνίων

Παράδειγµα 1.1 Το τρέξιµο του Γαστρονόµου.

Εδώ και κάποια χρόνια η Καθηµερινή της Κυριακής άπαξ µηνιαίως διανέµει το περιοδι-
κό «Γαστρονόµος». Η διανοµή αυτή συνέπεσε µε µια κατακόρυφη εκτίναξη στα ύψη της
γαστρονοµικής δεινότητας του ελληνικού λαού (σκεφτείτε ό,τι συζητήσαµε για αλλαγή στα
fundamentals, του καταναλωτή, στην συγκεκριµένη περίπτωση στις προτιµήσεις). Απο-
τέλεσµα είναι οι αναγνώστες του Κυριακάτικου ϕύλλου της Καθηµερινής να µη µπορούν
να ϐρουν στο περίπτερο της γειτονιάς τους το Κυριακάτικο ϕύλλο µετά τις 11:30 π.χ. της
Κυριακής.

Ο παραδοσιακός (και µη) αναγνώστης που έχει αποφασίσει να καταναλώσει την Καθη-
µερινή κάθε Κυριακή, είναι αναγκασµένος να λάβει υπ΄ όψιν όχι µόνο τις προτιµήσεις του,
αλλά και τις προτιµήσεις του γείτονά του, και κυρίως τη ∆ράση του γείτονα, καθότι αν και
οι δέκα ενδιαφερόµενοι γείτονες ξυπνήσουν νωρίς και πάνε στο περίπτερο, ο παραδοσιακός
αναγνώστης δε ϑα ϐρει την εφηµερίδα του.

Παράδειγµα 1.2 Ο πόλεµος των ηχείων.

Ο γείτονας Α αγαπάει τον Bach. Ο γείτονας Β είναι λάτρης του Καζαντζίδη. Ο γείτονας Α
ακούει µουσική σε συνθήκες ηρεµίας σε χαµηλή ένταση. Ο γείτονας Β ϑέλει να τρίζουν τα
subwoofer. ΄Οταν ο Β παίζει τη µουσική του, ο Α αναγκάζεται να ϐάζει επίσης την τέχνη της
ϕούγκας στη διαπασών για να αποφύγει να ακούει την τέχνη της ϕούγκας µε µπουζούκι.
Αυτό µε τη σειρά του αναγκάζει τον Β να δοκιµάσει κι άλλο τις επιδόσεις των subwoofers
του µε αποτέλεσµα το πόσο ένταση καταναλώνει καθένας τους να εξαρτάται από τη δράση
και του άλλου.

Παράδειγµα 1.3 Η τιµολόγηση του γάλακτος.

Στην αγορά της πόλης Ε, δραστηριοποιούνται κυρίως δύο µεγάλες εταιρίες (παίκτες) στην
αγορά γαλακτοκοµικών. Η ϑεωρία παραγωγού µας λέει ότι ο παραγωγός είναι µικρός και άρα
συµπεριφέρεται γνωρίζοντας ότι η συµπεριφορά του δε ϑα επηρεάσει τις τιµές του γάλακτος.
Εξ΄ ου και τιµολογεί στο οριακό του κόστος. ∆ηλαδή λύνει ένα πρόβληµα µεγιστοποίησης
του τύπου:

max
y

π(y) = py− c(y)

όπου p η τιµή του προϊόντος και c(y) η συνάρτηση κόστους. Είναι λογικό να υποθέσουµε
για τις δύο εταιρίες που δραστηριοποιούνται στην πόλη Ε ότι συµπεριφέρονται ως «µικροί»
παίκτες, δηλαδή ότι δεν επηρεάζουν τις τιµές, ή τουλάχιστον έτσι ϑεωρούν αυτές και µεγι-
στοποιούν τα κέρδη τους σα να µην τις επηρεάζουν ;

Παράδειγµα 1.4 Ειλικρινής ή στρατηγική ψήφος.

Συχνά κατά την περίοδο των εκλογών, ακούµε από τους αναλυτές ή τους πολιτικούς για
το δίληµµα της χαµένης ψήφου. Εγώ που είµαι οπαδός του κόµµατος «Τρεις κι ο κούκος»,
κόµµα που δεν προβλέπεται από κανένα να λάβει πάνω από 0.0000001% σε ψήφους, και
από τα δύο µεγάλα κόµµατα των Συντηρητικών και των Ριζοσπαστικών προτιµώ ας πούµε
τους Συντηρητικούς, αξίζει να ψηφίσω τους «τρεις και τον κούκο»; Ο νόµος του Duverger
(ψάξτε το) µας λέει ότι όχι. ∆ιότι η πιθανότητα να επηρεάσω το αποτέλεσµα και να γύρω την
πλάστιγγα προς την προτίµησή µου µε ψήφο στο κόµµα «τρεις κι ο κούκος» (απέναντι σε
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οποιοδήποτε από τα δύο άλλα κόµµατα) είναι πάρα πολύ µικρή (µικρότερη) σε σχέση µε την
πιθανότητα να είµαι ο αποφασιστικός ψηφοφόρος µεταξύ των δύο µεγάλων κοµάτων.

Οι ϑεωρίες της ειλικρινούς ψηφοφορίας (sincere voting) αναλύουν τη συµπεριφορά των
ψηφοφόρων υπό την υπόθεση ότι οι ψηφοφόροι ψηφίζουν ειλικρινά το κόµµα που προτιµούν
(στην περίπτωσή µου τους «τρεις και τον κούκο»). Οι ϑεωρίες στρατηγικής ψήφου (strategic
voting) λαµβάνουν υπόψιν την πιθανή εκλέπτυνση των ψηφοφόρων και αναλύουν τη συµπε-
ϱιφορά τους εξετάζοντας πώς ϑα ψήφιζαν οι ψηφοφόροι εάν γνωρίζουν ότι το αποτέλεσµα
που τους ενδιαφέρει εξαρτάται από το συνδυασµό δράεων όλων των ψηφοφόρων και ανάλο-
γα προσάρµοζαν τη δράση τους. Π.χ. αν σε µία επιτροπή 5 ατόµων γνωρίζω ότι µε πολύ
µεγάλη πιθανότητα δύο ϑα ψηφίσουν την πρόταση Γ και δύο την πρόταση ∆, εγώ ϑα πρέπει
να αναρωτηθώ ποια προτιµάω µεταξύ των Γ και ∆, ακόµα κι αν η πρώτη µου επιλογή ϑα
ήταν η πρόταση Ζ. Αυτό γιατί λαµβάνω υπόψιν τη δράση των άλλων, ξέρω ότι η δράση τους
επηρεάζει την ευηµερία µου και προσαρµόζω τη δράση µου ανάλογα.

Τί κοινό είχαν τα παραπάνω παραδείγµατα ; Σε όλες τις περιπτώσεις υπήρχε στρατηγική
αλληλεπίδραση των δράσεών µας. Το τι έκανε ο ένας επηρέαζε τη χρησιµότητα του άλλου και
τούµπαλιν και µάλιστα και οι δύο το λάµβαναν υπόψιν αυτό όταν αποφάσιζαν για τη δράση
τους. Για την ανάλυση τέτοιων καταστάσεων χρειαζόµαστε ένα (σχετικά) καινούριο εργαλείο
που να λαµβάνει υπόψιν τις Στρατηγικές αλληλεπιδράσεις µεταξύ των δρώντων. Αυτό το
εργαλείο είναι η ΘΕΩΡΙΑ ΠΑΙΓΝΙΩΝ.

1.2 Τί είναι παίγνιο ;

Ορισµός 1.1 Παίνγιο είναι µια αυστηρή (µαθηµατική) αναπαράσταση καταστάσεων κατά
τις οποίες ένα ή περισσότερα άτοµα δρουν σε συνθήκες στρατηγικής αλληλεπίδρασης.

Παραδείγµατα: Σκάκι, τάβλι, τρίλιζα και πολλά άλλα.
Για να περιγράψουµε ένα παίγνιο χρειαζόµαστε τα εξής :

1. Τους συµµετέχοντες, οι οποίοι ονοµάζονται παίκτες.
2. Τους κανόνες. Ποιος κινείται και πότε. Τί κινήσεις µπορεί να κάνει. Τί γνώση έχει

όταν κινείται, τί γνώση έχει µετά την κίνηση κλπ.
3. Τις πιθανές εκβάσεις του παιγνίου. Πότε τελειώνει, µε ποιους νικητές (αν υπάρχουν

νικητές) κλπ.
4. Τις αποδόσεις (ή πληρωµές). Για κάθε πιθανή έκβαση (π.χ. νίκη-ήττα) ποια είναι η

χρησιµότητα του κάθε παίκτη.

Παράδειγµα 1.5 Σκάκι :

1. Παίκτες : ΄Ασπρος (Α)-Μαύρος (Μ).
2. Κανόνες : ΄Ασπρος κινείται πρώτος. Πιόνια κινούνται έτσι, ίπποι αλλιώς..., δε µπορείς

να κινηθείς αν κάποιος ϕράζει το δρόµο σου, αν σου κάνου check πρέπει να προ-
ϕυλάξεις το Βασιλιά, γνωρίζεις πάντοτε πώς είναι η σκακιέρα και ϑυµάσαι όλες τις
κινήσεις που έχουν γίνει κ.ο.κ.

3. (αʹ) Νικάει ο Α αν κάνει µατ ή αν ο Μ παραιτηθεί.
(ϐʹ) Νικάει ο Μ αν κάνει µατ ή αν ο Α παραιτηθεί.
(γʹ) Ισοπαλία αν παραιτηθούν και οι δύο ταυτόχρονα, γίνει η ίδια κίνηση τρεις ϕορές,

αποµείνουν µε δύο Βασιλιάδες κλπ.
4. Πληρωµές : Πόσο αξίζει για τον καθένα η κάθε έκβαση. Π.χ. αν έχουν ϐάλει στοίχηµα

€20, τοτε U(N) = 20,U(I) = 0,U(H) =−20.
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1.3 Κατηγορίες παιγνίων

1.3.1 Συνεργατικά και µη συνεργατικά παίγνια

Τα παίγνια ανάλογα µε µια σειρά κριτηρίων χωρίζονται σε διάφορες κατηγορίες. ΄Ενας πρώτος
µεγάλος διαχωρισµός σχετίζεται µε το αν υπάρχει δυνατοτητα για δεσµευτική συµφωνία
µεταξύ των παικτών για τον τρόπο που ϑα παίξουν στο παίγνιο. Με ϐάση αυτό το κριτήριο,
τα παίγνια χωρίζονται σε συνεργατικά παίγνια (όταν υπάρχει) και σε µή συνεργατικά παίγνια
(όταν δεν υπάρχει).

Παραδείγµατος χάριν, ας σκεφτούµε τους παραγωγούς σε µια αγορά να συνεννοούνται
µεταξύ τους για να συντονίσουν τις τιµές τους ψηλότερα από το τέλεια ανταγωνιστικό επίπεδο.
Υπάρχει τρόπος να συνάψουν µεταξύ τους δεσµευτική συµφωνία που ϑα τους διασφαλίζει ότι
κανένας τους δεν ϑα µειώσει λίγο την τιµή του για να µεγαλώσε το µερίδιο της αγοράς απένα-
ντι στους υπολοίπους ; Η απάντηση είναι αρνητική γιατί στις περισσότερες χώρες µια τέτοια
συµφωνία δεν ϑα µπορούσε να επιβληθεί δικαστικά, αφού η σύµπραξη µεταξύ παραγωγών
είναι συχνά παράνοµη. Υπό αυτό το πρίσµα ένα παίγνιο συνεννόησης µεταξύ παραγωγών
είναι αναγκαστικά µη συνεργατικό. Εµείς ϑα ασχοληθούµε µόνο µε µη συνεργατικά παίγνια.

1.3.2 Παίγνια και χρόνος

΄Ενα «χρονικό» κριτήριο σχετίζεται µε το αν οι παίκτες κινούνται ταυτόχρονα ή σε σειρά, και
χωρίζει τα παίγνια σε ταυτόχρονα ή στατικά και σε δυναµικά. Με ϐάση αυτό το κριτήριο ϑα
κατατάσσαµε το Πέτρα-Ψαλίδι-Χαρτί στα στατικά παίγνια, ενώ το σκάκι στα δυναµικά.

1.3.3 Παίγνια και πληροφόρηση

Τα παίγνια µπορεί επίσης να χωριστούν ανάλογα µε την πληροφόρηση που έχουν οι πα-
ίκτες σε (αν ξέρουν δηλαδή όλες τις κινήσεις που έχουν προηγηθεί) χωρίζονται σε παίγνια
τέλειας και ατελούς πληροφόρησης, ή σε παίγνια πλήρους και ελλιπούς πληροφόρησης. Η
διάκριση είναι λίγο λεπτή και πολλές ϕορές η ορολογία δεν ακολουθείται από όλους τους
συγγραφείς, αλλά καλό είναι να την επισηµάνουµε. Το αν ένα παίγνιο είναι τέλειας ή ατε-
λούς πληροφόρησης έχει να κάνει µε το αν ο παίκτης που κινείται γνωρίζει την ακριβή ϑέση
από την οποία κινείται. Σε ένα παίγνιο τέλειας πληροφόρησης όλοι οι παίκτες όταν και εάν
κληθούν να κινηθούν, γνωρίζουν ακριβώς όλη την ιστορία του παιγνίου, ποιες κινήσεις έχουν
γίνει και πού τους έχουν ϕέρει. Αν για παράδειγµα επιλέξετε ποσότητα παραγωγής και εγώ
που κινούµαι µετά από εσάς µπορώ να παρατηρήσω την κίνησή σας, παίζουµε ένα παίγνιο
τέλειας πληροφόρησης. Αν όµως δεν µπορώ να γνωρίζω πόση ποσότητα έχετε ϐγάλει στην
αγορά όταν καλούµαι να παίξω, τότε έχουµε ένα παίγνιο ατελούς πληροφόρησης.

Ανάλογα µε το αν γνωρίζουν τα χαρακτηριστικά ή τις αµοιβές (πληρωµές) των άλλων
παικτών, ή τους κανόνες του παιχνιδιού, τα χωρίζουµε σε παίγνια πλήρους (όταν τα γνω-
ϱίζουν) και ελλιπούς (όταν όχι) πληροφόρησης. ΄Ετσι, για παράδειγµα, δύο δυοπωλητές που
γνωρίζουν τόσο τις συνθήκες αγοράς (π.χ. Ϲήτηση) όσο και το κόστος (το δικό τους και του α-
νταγωνιστή τους) και άρα γνωρίζουν πλήρως τις αποδόσεις όλων των παικτών σε κάθε έκβαση
του παιγνίου, παίζουν ένα παίγνιο πλήρους πληροφόρησης. Αν όµως κάποιος από τους δύο
δεν γνωρίζει το κόστος του ανταγωνιστή του (και άρα δεν γνωρίζει τα κέρδη του ανταγωνιστή
του σε κάθε έκβαση), τότε έχουµε ένα παίγνιο ελλιπούς πληροφόρησης.

Για τις ανάγκες του δικού µας µαθήµατος ϑα ασχοληθούµε µόνο µε στατικά (ταυτόχρο-
να) παίγνια πλήρους πληροφόρησης και δυναµικά παίγνια τέλειας πληροφόρησης. Εδώ
ϑα ϐοηθούσε στην κατανόηση της διάκρισης να αναρωτηθούµε πώς κατατάσσονται όλα τα
δυναµικά παίγνια µε ϐάση το κριτήριο της τέλειας/ατελούς πληροφόρησης.

Το σχήµα 1.1 απεικονίζει τις διαφορετικές κατηγορίες παιγνίων. Εµείς ϑα ασχοληθούµε
µόνο µε τις κατηγορίες που είναι µέσα στο πλαίσιο.
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Τέλειας/πλήρους πληροφόρησης Ατελούς/ελλιπούς πληροφόρησης

Συνεργατικά Μη συνεργατικά

Παίγνια

Στατικά (πλήρους)               Δυναμικά (τέλειας)

Σχήµα 1.1: Κατηγορίες παιγνίων.

1.4 Αναπαράσταση παιγνίων

∆ύο ϐασικές µορφές αναπαράστασης παιγνίων χρησιµοποιούµε στη ϐασική ϑεωρία παιγνίων.
Την εκτατικής µορφής αναπαράσταση ενός παιγνίου (extensive form representation) και την
κανονικής ή στρατηγικής µορφής αναπαράσταση ενός παιγνίου (normal form representa-
tion).

1.4.1 Εκτεταµένης µορφής αναπαράσταση παιγνίου

Η εκτεταµένη µορφή είναι µια πλήρης αναπαράσταση του παιγνίου που µπορεί να µας δώσει
όλες τις πληροφορίες που χρειαζόµαστε για το παίγνιο : Παίκτες, κινήσεις, σειρά κινήσεων,
πληροφόρηση κλπ. Χρησιµοποιείται κυρίως στην ανάλυση δυναµικών παιγνίων διότι µπορεί
να απεικονίσει τη σειρά κινήσεων, κάτι που δε γίνεται µε τη στρατηγική απεικόνιση.

1
1( ( 0

0( (  0
-1( ( 2

1( (
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c
Παίκτης 2

Παίκτης 1

Α Δ

b

gd e f

Π             Κ Π             Κ

Σχήµα 1.2: Εκτατική µορφή αναπαράστασης παιγνίου τέλειας πληροφόρησης.

Για να δώσουµε ένα παράδειγµα εκτεταµένης µορφής παιγνίου, έστω ότι ο παίκτης 1
επιλέγει ανάµεσα σε αριστερά και δεξιά (Α - ∆). Στη συνέχεια, ο παίκτης 2, αφού παρατη-
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H

(αʹ) Το σύνολο πληροφόρησης κυκλώνει τους κόµβους
που περιλαµβάνει
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H

(ϐʹ) Το σύνολο πληροφόρησης ενώνει µε διακεκοµµένη
γραµµή τους κόµβους που περιλαµβάνει

Σχήµα 1.3: ∆ιαφορετικοί συµβολισµοί συνόλων πληροφόρησης σε παίγνια ατελούς πληρο-
ϕόρησης

ϱήσει την επιλογή του παίκτη 1 επιλέγει ανάµεσα σε πάνω και κάτω (Π - Κ). Οι εκβάσεις
του παιγνίου είναι τέσσερις : ΑΠ, ΑΚ, ∆Π, ∆Κ. Αν το διάνυσµα των αποδόσεων (πληρωµών)
δίνει πρώτα την απόδοση του παίκτη 1 και ως δεύτερη την απόδοση του παίκτη 2, τότε οι
πληρωµές δίνονται από (1,1),(0,0),(0,−1),(2,3) για ΑΠ, ΑΚ, ∆Π, ∆Κ αντίστοιχα. Η εκτατική
απεικόνιση του παιγνίου απεικονίζεται στο σχήµα 1.2.

Παρατηρήστε ότι το παίγνιο εκτεταµένης µορφής αποτελείται από µια σειρά στοιχείων.
Οι κόµβοι είναι τα σηµεία στα οποία καλείται να παίξει κάθε παίκτης. Υπάρχει ένας αρχικός
κόµβος (a), οι ενδιάµεσοι κόµβοι (b,c) και οι τελικοί (d,e, f ,g). Σε κάθε κόµβο εκτός από τους
τελικούς κινείται ένας µόνο παίκτης και έχει µια σειρά κινήσεων (π. χ. ο Π2 στον κόµβο b
µπορεί να επιλέξει είτε Π, είτε Κ. Στους τελικούς κόµβους (που ο κάθε ένας αντιστοιχεί σε
µία έκβαση), ορίζονται οι αποδόσεις µέσα σε παρενθέσεις.

Το παίγνιο που απεικονίζεται στο σχήµα είναι δυναµικό παίγνιο τέλειας πληροφόρησης.
αυτό σηµαίνει ότι ο παίκτης που κινείται κάθε ϕορά, γνωρίζει πλήρως σε ποιον κόµβο κι-
νείται. Σε κάποια παίγνια όµως ενδέχεται ο παίκτης που κινείται να µην γνωρίζει σε ποιον
κόµβο τον έχει ϕέρει η ιστορία του παιγνίου. Αυτά όπως είπαµε είναι παίγνια ατελούς πλη-
ϱοφόρησης. Σε αυτά χρειαζόµαστε ένα επιπρόσθετο συστατικό : τα σύνολα πληροφόρησης.
Το σύνολο πληροφόρησης είναι ένα υποσύνολο του συνόλου κόµβου του παιγνίου µέσα στο
οποίο κινείται ένας παίκτης. Ας γράψουµε το παραπάνω παίγνιο ως παίγνιο ατελούς πληρο-
ϕόρησης : υποθέστε ότι κινείται πρώτος ο παίκτης 1, είτε αριστερά, είτε δεξιά, αλλά ο παίκτης
2 δεν παρατηρεί σε ποιον κόµβο τον έφερε ο παίκτης 1. Το παίγνιο αυτό απεικονίζεται στο
σχήµα 1.3. Μπορεί να τον έφερε είτε στον κόµβο b, είτε στον κόµβο c. Τότε το σύνολο
H = {b,c}, αποτελεί το σύνολο πληροφόρησης στο οποίο κινείται ο παίκτης 2. Το σύνολο
πληροφόρησης συνήθως απεικονίζεται είτε ως µια έλλειψη που κυκλώνει τους κόµβους που
περιλαµβάνει (σχήµα 1.3(αʹ)), είτε ως διακεκοµµένη γραµµή που ενώνει τους κόµβους που
περιλαµβάνει (σχήµα 1.3(ϐʹ)).

Σε παίγνια τέλειας πληροφόρησης, το κάθε σύνολο πληροφόρησης αποτελείται από έναν
και µόνον κόµβο.
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1.4.2 Κανονικής ή στρατηγικής µορφής αναπαράσταση παιγνίου

Για τη στρατηγική αναπαράσταση των παιγνίων χρειαζόµαστε τον ορισµό της στρατηγι-
κής.

Ορισµός 1.2 Στρατηγική για ένα παίκτη είναι µια συνάρτηση από κάθε σύνολο πληρο-
ϕόρησης, στο σύνολο δράσεων (κινήσεων) του παίκτη.

Σκεφτείτε τη στρατηγική σαν έναν τυφλοσούρτη, ένα σύνολο κανόνων δηλαδή που λέει
στον παίκτη πως ϑα παίξει σε κάθε περίπτωση. ∆ηλαδή του δίνει µια κίνηση για κάθε πιθανό
σηµείο που µπορεί να ϐρεθεί. ΄Εχοντας µια στρατηγική, για τον Παίκτη 1, δε χρειάζεται η
ϕυσική παρουσία του για να παικτεί το παίγνιο. Η στρατηγική δίνει οδηγίες (είναι πλήρες
σύνολο οδηγιών) σε οποιονδήποτε άλλον που µπορεί να αντικαταστήσει τον παίκτη 1 και να
παίξει το παίγνιο αντ΄ αυτού.

Παραδείγµατος χάριν, στο παίγνιο που απεικονίζεται στο σχήµα 1.2, ο Παίκτης 1 έχει
δύο στρατηγικές : Στο a να παίξει Α, ή στο a να παίξει ∆. Ο Παίκτης 2 όµως έχει περισσότερες
στρατηγικές διότι µια στρατηγική για τον Παίκτη 2 ορίζει µια κίνηση για τον παίκτη σε όποιο
σύνολο πληροφόρησης κι αν ϐρεθεί αυτός. ΄Αρα πρέπει να ορίζει µια κίνηση για τον παίκτη
2 στο b και µια κίνηση για τον παίκτη 2 στο c. Παράδειγµα στρατηγικής για τον παίκτη 2
είναι :

[παίξε Π αν ϐρεθείς στο b και Κ αν ϐρεθείς στο c]. Λίγη σκέψη αποκαλύπτει ότι ο παίκτης
2 έχει 4 πιθανές στρατηγικές :

Στρατηγική 1: [παίξε Π αν ϐρεθείς στο b και Π αν ϐρεθείς στο c]
Στρατηγική 2: [παίξε Π αν ϐρεθείς στο b και Κ αν ϐρεθείς στο c]
Στρατηγική 3: [παίξε Κ αν ϐρεθείς στο b και Π αν ϐρεθείς στο c]
Στρατηγική 4: [παίξε Κ αν ϐρεθείς στο b και Κ αν ϐρεθείς στο c].
Η παραπάνω διευκρίνηση είναι πολύ σηµαντική για τα δυναµικά παίγνια. Στα στατικά

παίγνια, όπου οι παίκτες κινούνται ταυτόχρονα, οι στρατηγικές συνήθως συµπίπτουν µε τις
κινήσεις τους.

Για να γίνει πιο κατανοητή η κανονική µορφή αναπαράστασης ενός παιγνίου σκεφτείτε
την σαν έναν πίνακα, όταν έχουµε παίγνια µε δύο παίκτες. Οι στήλες του πίνακα δίνουν τις
στρατηγικές (κινήσεις) του παίκτη 2 και οι γραµµές του πίνακα τις στρατηγικές του παίκτη 1.
Στην αναπαράσταση κανονικής µορφής, πρώτα γράφουµε τις αποδόσεις του παίκτη γραµµή
(1) και εν συνεχεία, χωριζόµενες από κόµµα, τις αποδόσεις του παίκτη στήλη (2).

Το δυναµικό παίγνιο του σχήµατος 1.2 µπορεί να αναπαρασταθεί σε κανονική µορφή,
δηλαδή σε µορφή πίνακα του οποίου οι γραµµές αντιστοιχούν στις στρατηγικές του παίκτη
1 και οι στήλες αντιστοιχούν στις στρατηγικές του παίκτη 2. Για να το απεικονίσουµε πρέπει
να λάβουµε υπόψιν ότι ενώ για τον παίκτη 1 (γραµµή) οι στρατηγικές είναι 2 (Α - ∆), για τον
παίκτη στήλη οι στρατηγικές οι τέσσερις στρατηγικές που αναφέρονται αµέσως παραπάνω.
Το παίγνιο σε κανονική µορφή είναι απεικονίζεται στον πίνακα

ΠΠ ΠΚ ΚΠ ΚΚ
Π 1, 1 1, 1 0,0 0,0
Κ 0, -1 2, 1 0, -1 2, 1

Πίνακας 1.1: Το παίγνιο του σχήµατος 1.2 σε κανονική µορφή.

Ορισµός 1.3 Προφίλ στρατηγικών είναι ένα διάνυσµα στρατηγικών, µία για κάθε παίκτη.
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Για παράδειγµα σε ένα παίγνιο µε 3 παίκτες, ένα προφίλ στρατηγικών είναι ένα διάνυσµα
(s1,s2,s3) που ορίζει τη στρατηγική si για τον παίκτη i.

Ορισµός 1.4 — Παίγνιο σε κανονική µορφή. Αν έχουµε 1,2, . . . I παίκτες, τότε ένα παίγνιο σε
κανονική µορφή (συµβολίζουµε GN = (si,ui)

I
i=1), προσδιορίζει i σύνολα στρατηγικών Si

(ένα για κάθε παίκτη) και i συναρτήσεις χρησιµότητας ui(s1,s2, . . . ,sI) που δίνουν τη χρη-
σιµότητα του κάθε παίκτη για κάθε προφίλ στρατηγικών (s1,s2, . . . ,sI).

Ας κάνουµε εδώ µια διάκριση µεταξύ αµιγών και µεικτών στρατηγικών. Μια αµιγής
στρατηγική είναι µια στρατηγική η οποία προσδιορίζει µία ή περισσότερες δράσεις χωρίς να
υπεισέρχεται το στοιχείο της τυχαιότητας. Παραδείγµατος χάριν αν εγώ ως παίκτης έχω δύο
δυνατές κινήσεις, να πάω αριστερά, Α ή να πάω δεξιά, ∆, τότε µια αµιγής στρατηγική µου
είναι ας πούµε το ∆.

Η µεικτή στρατηγική είναι ένας κανόνας για το πώς ϑα παίξω το παιχνίδι στον οποίο
ενσωµατώνω τυχαίες επιλογές. Στο παραπάνω παράδειγµα, µια µεικτή στρατηγική ϑα ήταν
να ϱίξω ένα κέρµα και αν έρθει κορώνα να παίξω Α, ενώ αν έρθουν γράµµατα, να παίξω ∆.
Θα δώσουµε πιο αυστηρό ορισµό των µεικτών στρατηγικών παρακάτω.

Παράδειγµα 1.6 Παίγνιο συντονισµού σε στρατηγική µορφή

Α ∆
Π 0,0 20,20
Κ 1,2 0,0

΄Εστω ότι ο παίκτης 1 έχει δύο στρατηγικές, Π και Κ, ενώ ο παίκτης 2 έχει επίσης δύο
στρατηγικές, Α και ∆. Τότε υπάρχουν 4 προφίλ στρατηγικών: {ΚΑ, Κ∆,ΠΑ,Π∆} και κάθε
κελί του πίνακα αντιστοιχεί σε ένα προφίλ στρατηγικών. Μέσα στο κάθε κελί δίνουµε τις
αποδόσεις από το συγκεκριµένο προφίλ στρατηγικών πρώτα για τον παίκτη 1 και µετά,
χωριζόµενες µε κόµµα τις αποδόσεις για τον παίκτη 2.

Στο παραπάνω παράδειγµα, οι αποδόσεις του παίκτη 1 και του παίκτη 2 για τα προφίλ
στρατηγικών ΠΑ και Κ∆ είναι 0, ενώ οι αποδόσεις του παίκτη 1 και του παίκτη 2 για το
προφίλ Π∆ είναι 20 και οι αποδόσεις του παίκτη 1 για το προφίλ ΚΑ είναι 1 ενώ του παίκτη
2 για το προφίλ ΚΑ είναι 2.

Παράδειγµα 1.7 Πέτρα-Ψαλίδι-Χαρτί

Π Ψ Χ
Π 0,0 1,-1 -1,1
Ψ -1,1 0,0 1,-1
Χ 1,-1 -1,1 0,0

Πάρτε ένα παράδειγµα παιγίου που όλοι έχουµε παίξει ως παιδιά, το πέτρα-ψαλίδι-χαρτί.
Είναι προφανώς ταυτόχρονο παίγνιο που ο κάθε παίκτης έχει 3 στρατηγικές, Π, Ψ, Χ. Τα
προφίλ στρατηγικών είναι 3×3, άρα 9. Και ας πούµε ότι ο χαµένος δίνει στο νικητή €1 ενώ σε
περίπτωση ισοπαλίας δεν αλλάζουν χέρι χρήµατα. Τότε σε κανονική µορφή, η αναπαράσταση
του παιγνίου ϑα έχει όπως στο παράδειγµα 1.7.

Παράδειγµα 1.8 Το δίληµµα του κρατουµένου
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Ο ∆
Ο -6,-6 0,-12
∆ -12,0 -1,-1

∆ύο συνεργοί συλλαµβάνονται και προφυλακίζονται για ένα έγκληµα που έχει διαπραχθεί.
Στη διάρκεια του µήνα ανακρίνονται ξεχωριστά. Ανάλογα µε τις απαντήσεις τους ϑα στοι-
χειοθετηθεί ή όχι κατηγορία µε ανάλογες ποινές : Αν ο ένας κρατούµενος οµολογήσει και ο
άλλος όχι, σε ανταλλαγή για την οµολογία που ϑα ϕυλακίσει τον άλλο ένοχο, ο εισαγγελέας
απαλλάσει τον κρατούµενο που οµολόγησε και ο άλλος τιµωρείται µε ϕυλάκιση 12 µηνών.
Αν και οι δύο κρατούµενοι οµολογήσουν, τιµωρούνται και οι δύο µε ϕυλάκιση 6 µηνών. Αν
και οι δύο δεν οµολογήσουν, οι ανακρίσεις κρατούν για 1 µήνα τον οποίο οι κρατούµενοι
περνούν στη ϕυλακή, µετά τον οποίο δε στοιχειοθετείται κατηγορία και αφήνονται αµφότε-
ϱοι ελεύθεροι. Οι στρατηγικές για κάθε κρατούµενο είναι : {Οµολογώ, ∆εν οµολογώ} και ο
πίνακας των αποδόσεων έχει ως παραπάνω.

1.5 Λύσεις παιγνίων στρατηγικής µορφής

1.5.1 Κυριαρχία

Οι δύο πιο ισχυρές λύσεις µη συνεργατικών παιγνίων είναι κατά σειρά οι κυρίαρχες στρατη-
γικές και η διαδοχική απαλοιφή κυριαρχούµενων στρατηγικών. Για να εξετάσουµε τις δύο
µορφές πρέπει πρώτα να καταλάβουµε τι είναι κυριαρχία. Ξεχωρίζουµε δύο ϐασικές έννοιες :
κυρίαρχη και κυριαρχούµενη στρατηγική.

Κυρίαρχες στρατηγικές

Ορισµός 1.5 Κυρίαρχη είναι µια στρατηγική όταν αποφέρει στον παίκτη περισσότερες α-
ποδόσεις από όλες τις άλλες στρατηγικές του ο,τιδήποτε κι αν παίξουν οι άλλοι παίκτες.
΄Η πιο αυστηρά: Η στρατηγική si του παίκτη i, κυριαρχεί αυστηρώς όλες τις άλλες στρα-
τηγικές του παίκτη i εάν για κάθε άλλη στρατηγική s′i του παίκτη i και για κάθε προφίλ
στρατηγικών s−i όλων των υπόλοιπων παικτών πλην του i, ισχύει :

πi(si,s−i)> πi(s′i,s−i) (1.1)

Η ασθενής κυριαρχία ορίζεται ανάλογα, αλλά αντί για αυστηρή ανισότητα, έχουµε ασθενή
ανισότητα (≥).

Προσέξτε το εξής : στην ϑεωρία παιγνίων είναι χρήσιµος ο εξής συµβολισµός : όταν µιλο-
ύµε για τον παίκτη i, συµβολίζουµε µε −i όλους τους άλλους παίκτες. Είναι σηµαντικό να
κατανοήσετε ότι για να είναι µια στρατηγική κυρίαρχη για έναν παίκτη πρέπει να «νικάει»
όλες τις άλλες στρατηγικές του παίκτη, ό,τι κι αν κάνουν οι υπόλοιποι παίκτες.

t1 t2 t3 t4
s1 5, 3 4, 4 10, 5 7, -2
s2 -1, 2 1, 3 9, 4 5, -5
s3 2, 5 3, 6 0, 9 1, 12
s4 4, -2 0, -1 3, 21 2, 7

Πίνακας 1.2: Παίγνιο µε κυρίαρχη στρατηγική

Παρατηρήστε ότι στον πίνακα 1.2, οι αποδόσεις του παίκτη γραµµή είναι µεγαλύτερες
όταν παίζει s1 από τις αποδόσεις που του δίνει οποιαδήποτε άλλη στρατηγική του (s2,s3,s4),
οποιαδήποτε στρατηγική (t1, t2, t3, t4) κι αν παίξει ο παίκτης στήλη. Αν ένας παίκτης έχει
κυρίαρχη στρατηγική τότε οπωσδήποτε ϑα παίξει αυτήν. Στο παίγνιο δηλαδή του πίνακα
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1.2, γνωρίζουµε ότι ο παίκτης γραµµή ϑα παίξει απαραιτήτως s1. Και εποµένως ο παίκτης
στήλη ϑα παίξει την στρατηγική που µεγιστοποιεί τις αποδόσεις του γνωρίζοντας ότι ο παίκτης
γραµµή ϑα τον ϕέρει στην πιο πάνω γραµµή. Εποµένως ο παίκτης στήλη ϑα παίξει t3 που
του αποφέρει 5 µονάδες χρησιµότητας, περισσότερες απ΄ ό,τι του αποφέρουν οι στρατηγικές
t1, t2 και t4.

Καταλαβαίνουµε ότι κάτι τέτοιο λύνει αυτοµάτως ένα παίγνιο, αλλά δεν είναι πολύ πιθανό
να συµβεί. Μια στρατηγική για να είναι κυρίαρχη πρέπει να πληροί πολύ ειδικές περιπτώσεις.
Επιπλέον είναι και συζητήσιµο κατά πόσον µια τέτοια περίπτωση έχει ιδιαίτερο στρατηγικό
ενδιαφέρον (όταν έχω κυρίαρχη στρατηγική, δεν υπάρχει ουσιαστική αλληλεπίδραση: ϑα
παίξω αυτήν ό,τι κι αν κάνουν οι υπόλοιποι παίκτες).

Ορισµένες ϕορές, ακόµα κι αν δεν υπάρχει µία κυρίαρχη στρατηγική και άρα δεν υ-
πάρχει µοναδικός και αδιαµφισβήτητος τρόπος να παιχτεί το παίγνιο από έναν ορθολογικό
παίκτη, ενδέχεται να έχουµε κυριαρχούµενες στρατηγικές. ∆ηλαδή µπορεί να µην υπάρχει
µια στρατηγική που ϑέλω οπωσδήποτε να παίξω, αλλά µπορεί να υπάρχουν, µία ή περισ-
σότερες στρατηγικές που δεν ϑέλω να παίξω.

Κυριαρχούµενες στρατηγικές

Ορισµός 1.6 Κυριαρχούµενη είναι µια στρατηγική όταν υπάρχει κάποια άλλη στρατηγική
που αποφέρει στον παίκτη περισσότερες αποδόσεις από από αυτήν ο,τιδήποτε κι αν παίξουν
οι άλλοι παίκτες.
΄Η πιο αυστηρά: Η στρατηγική si του παίκτη i, είναι κυριαρχούµενη, εάν υπάρχει κάποια
άλλη στρατηγική s′i του παίκτη i τέτοια ώστε για κάθε προφίλ στρατηγικών s−i όλων των
υπόλοιπων παικτών πλην του i, ισχύει :

πi(si,s−i)≤ πi(s′i,s−i) (1.2)

Για να είναι κυριαρχούµενη µια στρατηγική δεν είναι απαραίτητο να είναι «χειρότερη» απ΄
όλες τις άλλες στρατηγικές του παίκτη i. Αρκεί να ϐρεθεί µία στρατηγική που είναι κα-
λύτερη από κάποια άλλη, ανεξάρτητα του τί παίζουν οι άλλοι, και η στρατηγική αυτή είναι
κυριαρχούµενη. Τα το ϑέσουµε αλλιώς για να µην επιλέξω την στρατηγική, ας πούµε t1, δεν
είναι απαραίτητο αυτή να είναι χειρότερη από όλες τις άλλες (t2, . . . tn). Αρκεί να ϐρεθεί µία
έστω (π.χ. t5) από την οποία η t1 δίνει αυστηρώς µικρότερες αποδόσεις ό,τι κι αν παίξουν
οι υπόλοιποι παίκτες, και η στρατηγική t1 είναι κυριαρχούµενη. Στον πίνακα 1.3 δίνουµε
παράδειγµα αυστηρώς κυριαρχούµενης στρατηγικής

t1 t2 t3 t4
s1 5, 3 4, 4 0, 5 3, -2
s2 -1, 2 6, 3 9, 4 5, -5
s3 2, 5 3, 6 0, 9 1, 12
s4 4, -2 0, -1 3, 21 2, 7

Πίνακας 1.3: Παίγνιο µε κυριαρχούµενη στρατηγική

Παρατηρήστε ότι η στρατηγική t1 του παίκτη στήλη είναι αυστηρώς κυριαρχούµενη αφού
υπάρχει άλλη (για την ακρίβεια άλλες δύο) στρατηγικές που του δίνουν αυστηρώς µεγαλύτε-
ϱες αποδόσεις, ανεξαρτήτως του τί ϑα παίξει ο γραµµή. Παρατηρήστε ότι η t1 δεν κυριαρχείται
από όλες τις άλλες στρατηγικές του στήλη: Ας πούµε δεν είναι παντού χειρότερη από την
στρατηγική t4. Ωστόσο ποτέ ένας ορθολογικός παίκτης-στήλη δεν ϑα έπαιζε t1 ενώ υπάρχουν
οι στρατηγικές t2 και t3 που του δίνουν παντού αυστηρώς µεγαλύτερες αποδόσεις.

Παρατηρήστε επίσης ότι και ο γραµµή έχει µία ασθενώς κυριαρχούµενη στρατηγική, την
s3. Η s3 δίνει το πολύ όσο και η s1 στον γραµµή. Για την ακρίβεια αν ο παίκτης στήλη παίξει
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t1, t2 ή t4 η στρατηγική s1 δίνει στον γραµµή αυστηρώς µικρότερες αποδόσεις απ΄ ό,τι η s1.
Αν όµως ο παίκτης στήλη παίξει t3, του δίνει τις ίδιες αποδόσεις (0) µε την s1. Αυτή ακριβώς
είναι και η έννοια της ασθενώς κυριαρχούµενης στρατηγικής.

∆ιαγραφή αυστηρώς κυριαρχούµενων στρατηγικών και εκλογικεύσιµες (rationalizable) στρατηγικές

΄Ενας ορθολογικός παίκτης δεν ϑα έπαιζε ποτέ µια αυστηρώς κυριαρχούµενη στρατηγική (δεν
µπορούµε να κάνουµε τον ίδιο ισχυρισµό και για µια ασθενώς κυριαρχούµενη στρατηγική.
Για τις ασθενώς κυριαρχούµενες στρατηγικές, αυτό που ϑα πούµε εδώ είναι ότι καλό είναι
να µην τις διαγράφουµε. Για περισσότερες λεπτοµέρεις, δείτε Kreps 2009). Εποµένως αν
οι παίκτες είναι όλοι ορθολογικοί και όλοι γνωρίζουν την ορθολογικότητα όλων κ. ο. κ.,
µπορούµε να διαγράψουµε όποιες στρατηγικές του παιγνίου είναι κυριαρχούµενες.

Παρατήρηση: ΄Οταν διαγράφουµε αυστηρώς κυριαρχούµενες στρατηγικές, δεν έχει σηµα-
σία από ποιον παίκτη αρχίζουµε να διαγράφουµε. Επίσης αν ένας παίκτης έχει περισσότερες
από µία αυστηρώς κυριαρχούµενες στρατηγικές, τις διαγράφουµε όλες.

Κάποιες ϕορές, διαγράφοντας µία αυστηρώς κυριαρχούµενη στρατηγική για κάποιον
παίκτη i, κάποια στρατηγική ενός άλλου παίκτη j καθίσταται αυστηρώς κυριαρχούµενη (ενώ
πριν δεν ήταν απαραίτητα. ∆είτε παράδειγµα που ακολουθεί). Σε αυτήν την περίπτωση αφού
διαγράψουµε την στρατηγική του i, µπορούµε να συνεχίσουµε διαγράφοντας την αυστη-
ϱώς κυριαρχούµενη στρατηγική του j. Και αν διαγράφοντας την αυστηρώς κυριαρχούµενη
στρατηγική του j προκύψει κάποια άλλη στρατηγική άλλου παίκτη ως αυστηρώς κυριαρ-
χούµενη, µπορούµε να συνεχίσουµε έτσι διαδοχικά έως ότου µείνουµε µε ένα υποσύνολο
του παιγνίου στο οποίο δεν υπάρχει πια αυστηρώς κυριαρχούµενη στρατηγική. Η διαδικα-
σία αυτή ονοµάζεται διαδοχική διαγραφή αυστηρώς κυριαρχούµενων στρατηγικών (∆. ∆. Κ.
Σ.) και οι στρατηγικές που επιβιώνουν αυτής της διαδικασίας ονοµάζονται εκλογικεύσιµες
στρατηγικές (rationalizable strategies).

τ1 τ2 τ3 τ4 τ5
σ1 5, 3 4, 4 0, 5 3, -2 7, 6
σ2 -1, 2 6, 3 9, 4 5, -5 5, -5
σ3 2, 5 3, 6 0, 9 1, 12 1, 12
σ4 4, -2 11, -1 3, 21 2, 7 6, 7
σ5 15, 4 3, 21 3, 5 4, 2 4, 0

Πίνακας 1.4: ∆ιαγραφή κυριαρχούµενων στρατηγικών και εκλογικεύσιµες στρατηγικές

Στο παίγνιο που παρουσιάζεται στον πίνακα 1.4, η στρατηγική τ1 του παίκτη στήλη ε-
ίναι αυστηρώς κυριαρχούµενη. Αν την διαγράψουµε προκύπτει ένα νέο παίγνιο : Στο νέο

τ2 τ3 τ4 τ5
σ1 4, 4 0, 5 3, -2 7, 6
σ2 6, 3 9, 4 5, -5 5, -5
σ3 3, 6 0, 9 1, 12 1, 12
σ4 11, -1 3, 21 2, 7 6, 7
σ5 3, 21 3, 5 4, 2 4, 0

παίγνιο, παρατηρούµε ότι η στρατηγική σ5 του παίκτη γραµµή είναι επίσης αυστηρώς κυ-
ϱιαρχούµενη. Την διαγράφουµε. Προκύπτει ένα παίγνιο 4x4 στο οποίο η στρατηγική τ2
του στήλη είναι αυστηρώς κυριαρχούµενη (επιβεβαιώστε !). Στο νέο παίγνιο που προκύπτει,
η στρατηγική σ3 είναι αυστηρώς κυριαρχούµενη για τον παίκτη γραµµή και διαγράφεται.
Τέλος στο παίγνιο που προκύπτει, παρατηρούµε ότι η στρατηγική τ4 του στήλη µπορεί να
διαγραφεί. Καταλήγουµε τελικά µε ένα παίγνιο 3x2 στο οποίο δεν µπορούµε να ϐρούµε
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άλλες κυριαρχούµενες στρατηγικές. Οι στρατηγικές που επιβίωσαν είναι οι εκλογικεύσιµες
στρατηγικές των δύο παικτών.

τ3 τ5
σ1 0, 5 7, 6
σ2 9, 4 5, -5
σ4 3, 21 6, 7

Πίνακας 1.5: Εκλογικεύσιµες στρατηγικές

Οι εκλογικεύσιµες στρατηγικές είναι οι στρατηγικές που επιβιώνουν όταν υποθέτουµε
ότι τέλεια ορθολογική παίκτες αποκλείεται να παίξουν στρατηγικές που δεν τους συµφέρουν
γνωρίζοντας πάντα ότι και οι τέλεια ορθολογικοί συµπαίκτες τους δεν ϑα έπαιζαν ποτέ αυ-
στηρώς κυριαρχούµενες στρατηγικές.

Κάποιες ϕορές η ∆ιαδοχική ∆ιαγραφή Κυριαρχούµενων Στρατηγικών (∆∆ΚΣ) µπορεί να
οδηγήσει σε ένα µοναδικό προφίλ στρατηγικών. Τότε αυτό το προφίλ είναι ο.µοναδικός
τρόπος που ϑα παιχθεί το παιχνίδι εάν οι παίκτες είναι τέλεια ορθολογικοί. ΄Αλλες ϕορές
όµως ενδέχεται είτε να µην υπάρχουν κυριαρχούµενες στρατηγκές, είτε το οι εκλογικέυσιµες
στρατηγικές να µην είναι µοναδικές και άρα ορθολογικοί παίκτες ϑα µπορούσαν να πα-
ίξουν οποιαδήποτε από αυτές. Σε αυτές τις περιπτώσεις η ϑεωρία χρειάζεται ένα εργαλείο
που να προβλέπει ποια από τα προφίλ στρατηγικών που προκύπτουν από εκλογικεύσιµες
στρατηγικές είναι πιο πιθανόν να παικτούν.

Α ∆
Π 0, 0 9, 21
Κ 32, 4 0, 0

Πίνακας 1.6: Παίγνιο στο οποίο η ∆∆ΚΣ δεν οδηγεί σε µοναδικό προφίλ

∆είτε για παράδειγµα το παίγνιο του πίνακα 1.6. Εδώ η ∆∆ΚΣ δεν µπορεί να προβλέψει
µοναδικό τρόπο να παιχτεί το παίγνιο. Τα προφίλ που επιβιώνουν είναι 4. Είναι όλα όµως
εξίσου πιθανόν να παιχτούν ; Υπάρχουν κάποια που ξεχωρίζουν ως πιο πιθανός τρόπος να
παιχτεί το παιχνίδι ; Η έννοια που απαντάει σε αυτό ακριβώς το ερώτηµα είναι η ισορροπία
Nash.

1.5.2 Ισορροπία Nash

Είδαµε αµέσως πριν ότι κάποια παίγνια δεν µπορούν να λυθούν ως το τέλος µε τη µέθοδο
της ∆∆ΚΣ. Χρειαζόµαστε κάποια έννοια λύσης ενός παιγνίου που να µπορεί να µας δίνει µια
πρόβλεψη για το πώς µπορεί να παιχτεί µια µεγάλη γκάµα παιγνίων. Η λύση ήρθε από
τον John Nash ο οποίος έδειξε ότι όλα τα πεπερασµένα παίγνια έχουν λύση, την λεγόµενη
ισορροπία Nash. Η ισορροπία Nash µπορεί να υπάρχει είτε σε αµιγείς, είτε σε µεικτές
στρατηγικές.1

Ισορροπία Nash σε αµιγείς στρατηγικές

Αµιγείς στρατηγικές είναι οι στρατηγικές που υπαγορεύουν στον παίκτη πώς να παίξει ένα
παίγνιο ντετερµινιστικά. ∆ηλαδή χωρίς τυχαιότητα (ϑα επανέλθουµε και ϑα γίνει πιο κατα-
νοητή η έννοια της αµιγούς στρατηγικής µόλις κατανοήσετε τις µεικτές στρατηγικές).

1Για την ακρίβεια ο Nash έδειξε ότι κάθε πεπερασµένο παίγνιο έχει ισοροπία Nash σε µεικτές στρατηγικές.
Οι αµιγείς στρατηγικές είναι ειδική περίπτωση των µεικτών στρατηγικών.
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Υπάρχουν διαφορετικοί και ισοδύναµοι τρόποι για να περιγράψει κανείς την ισορροπία
Nash. Θα δώσουµε τρεις συµπληρωµατικές ερµηνείες που µπορούν η κάθε µία από την
πλευρά της να δώσει καλύτερη κατανόηση της έννοιας.

1. Η ισορροπία Nash ως προφίλ στρατηγικών από το οποίο κανένας παίκτης δεν
ϕεύγει µονοµερώς. ΄Ισως ο πιο απλός και κατανοητός τρόπος να ορίσουµε την ισορ-
ϱοπία είναι ως ένας τρόπος να παίξουµε το παιχνίδι από τον οποίο κανένας από τους
παίκτες δεν ϕεύγει µονοµερώς. ∆ηλαδή µπορούµε να σκεφτούµε την ισορροπία Nash
ως ένα προφίλ στο οποίο αν οι παίκτες ϐρεθούν, το παιχνίδι ϑα παιχτεί έτσι. Κανένας
δεν έχει κίνητρο από µόνος του να αλλάξει τον τρόπο που παίζει. Αυτή η ερµηνεία
έχει το πλεονέκτηµα ότι µας δίνει έναν έυκολο τρόπο να ελέγχουµε αν ένα προφίλ
είναι ισορροπία ή όχι : ϑεωρούµε ότι είµαστε στο προφίλ και ϱωτάµε αν οποιοσδήποτε
παίκτης έχει κίνητρο να ϕύγει ή όπως λέµε στην ϑεωρία παιγνίων να παρεκκλίνει από
αυτό το προφίλ. Αν η απάντηση είναι αρνητική για όλους τους παίκτες, το προφίλ
είναι ισορροπία Nash. Αν έστω κι ένας παίκτης µπορεί να ϐελτιώσει τις αποδόσεις του
παρεκκλίνοντας από το προφίλ µόνος του, τότε το προφίλ δεν είναι ισορροπία.

2. Εναλλακτικά, ϑα µπορούσαµε να ορίσουµε την ισορροπία ως ένα προφίλ στρατηγικών
ή αλλιώς µια στρατηγική για κάθε παίκτη, τέτοιο/τέτοιες ώστε δεδοµένων των στρα-
τηγικών όλων των άλλων παικτών, ο παίκτης i ϑέλει να παίξει τη στρατηγική που
υπαγορεύει το προφίλ της ισορροπίας Nash. Ας πούµε στην περίπτωση δύο παικτών,
του Α και του Β, µια ισορροπία Nash είναι µια στρατηγική, ας πούµε α για τον παίκτη
Α και µια στρατηγική, ας την πούµε ϐ, για τον παίκτη Β τέτοιες ώστε : ∆εδοµένης
της στρατηγικής ϐ, ο Α ϑέλει να παίξει α (δεν έχει άλλη στρατηγική που προτιµάει)
ΚΑΙ δεδοµένης της στρατηγικής α, ο παίκτης Β ϑέλει να παίξει ϐ (δεν υπάρχει άλλη
στρατηγική που ο Β να την προτιµάει από την ϐ).

3. Για τον τρίτο ορισµό της ισορροπίας, χρειαζόµαστε την έννοια της άριστης απόκρισης.

Ορισµός 1.7 — ΄Αριστες αποκρίσεις. Μια στρατηγική s1 είναι άριστη απόκριση σε ένα
διάνυσµα στρατηγικών s−i των υπολοίπων παικτών εάν

ui(si,s−i)≥ ui(s′i,s−i) για κάθε s′i στο σύνολο στρατηγικών του i (1.3)

Η άριστη απόκριση ενός παίκτη i είναι µια στρατηγική ως απάντηση στις στρατηγικές
των άλλων παικτών. Και αυτή η απάντηση είναι άριστη, δηλαδή δεν υπάρχει άλλη
που να δίνει στον i µεγαλύτερες αποδόσεις. Για παράδειγµα, στο παίγνιο «Πέτρα-
Ψαλίδι-Χαρτί», η άριστη απόκριση ενός παίκτη στην στρατηγική Ψαλίδι του άλλου
είναι Πέτρα, ενώ η άριστη απόκριση στην Πέτρα είναι Χαρτί κ.ο.κ. Θα µπορούσαµε να
συµβολίσουµε: R(Π) = Χ, R(Χ) = Ψ, R(Ψ) = Π.
΄Εχοντας αυτό υπ΄ όψιν και συµβολίζοντας τη (αµιγή) στρατηγική του παίκτη i µε si, ε-
ίµαστε σε ϑέση να δώσουµε έναν επίσηµο ορισµό της ισορροπίας Nash:

Ορισµός 1.8 — Ισορροπία Nash. ΄Ενα προφίλ στρατηγικών (s1,s2, . . .sI) αποτελεί ισορ-
ϱοπία Nash ενός παιγνίου I παικτών µε στρατηγικές Si και αποδόσεις ui, αν για
κάθε παίκτη i = 1, . . . I, ισχύει :

ui(si,s−i)≥ ui(s′i,s−i) (1.4)

για κάθε άλλη στρατηγική s′i ̸= si στο σύνολο στρατηγικών Si του παίκτη i.

ή ισοδύναµα:
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Ορισµός 1.9 — Ισορροπία Nash. ΄Ενα προφίλ στρατηγικών (s1,s2, . . .sI) αποτελεί ισορ-
ϱοπία Nash ενός παιγνίου I παικτών µε στρατηγικές Si και αποδόσεις ui, αν για
κάθε παίκτη i = 1, . . . I, ισχύει ότι η στρατηγική si αποτελεί άριστη απόκριση στις
στρατηγικές s−i του προφίλ.

Οι παραπάνω ορισµοί ουσιαστικά µας λένε ότι αν όλοι οι άλλοι παίκτες παίζουν το προφίλ
της ισορροπίας, και ο παίκτης i ϑέλει να επιλέξει το προφίλ της ισορροπίας. Και αυτό
συµβαίνει για κάθε παίκτη. Η ισορροπία Nash δε σηµαίνει ότι έτσι ϑα παιχτεί το παίγνιο.
Ούτε ότι ο κάθε παίκτης προτιµάει την ισορροπία από κάθε άλλη έκβαση του παιχνιδιού.
Ούτε ϐέβαια ότι δεν υπάρχουν άλλες ισορροπίες. Ο πιο σωστός τρόπος να σκεφτόµαστε την
ισορροπία Nash είναι ως αποτέλεσµα µιας σταθερής κοινωνικής σύµβασης. Αν µια κοινωνία
ϐρεθεί να παίζει στρατηγικά ένα προφίλ, κανείς δεν έχει κίνητρο να παρεκκλίνει µονοµερώς.
Για όσο περιµένουµε ότι οι υπόλοιποι ϑα συνεχίζουν να παίζουν έτσι, συνεχίζουµε και εµείς,
ακόµα κι αν όλοι ϑα προτιµούσαµε µια άλλη έκβαση.

Στο παράδειγµα 1.8, ϐλέποντας τον πίνακα πληρωµών, µπορούµε να δούµε ότι το προφίλ
ΟΟ αποτελεί µοναδική ισορροπία Nash του παιγνίου. Για να το δείτε, παρατηρήστε ότι αν ο
παίκτης στήλη παίζει Ο, τότε ο παίκτης γραµµή προτιµάει Ο που του δίνει -6 από ∆ που του
δίνει -12. Και αντίστροφα, αν ο παίκτης γραµή παίξει Ο, ο στήλη προτιµάει Ο που του δίνει
-6, από ∆, που του δίνει -12. ΄Αρα δεδοµένης της στρατηγικής του άλλου, το ΟΟ µεγιστοποιεί
τις αποδόσεις και των δύο, και άρα αποτελεί ισορροπία Nash για το παίγνιο.

΄Ισως ακόµα πιο απλά χρησιµοποιώντας την δεύτερη ερµηνεία της ισορρπίας Nash που
δώσαµε παραπάνω, παρατηρούµε ότι αν οι δύο παίκτες ϐρεθούν στο προφίλ ΟΟ, κανείς από
τους δύο δεν ϕεύγει µονοµερώς, δεν ϕεύγει δηλαδή για όσο ο άλλος παραµένει στο προφίλ.

Η ισορροπία Nash κατά κανόνα δεν είναι µοναδική. Ας εξετάσουµε το παρακάτω πα-
ϱάδειγµα:

Παράδειγµα 1.9 Πολλαπλές ισορροπίες Nash

Α Κ ∆
Π 1,2 3,5 4,10
Μ 6,3 4,8 1,0
Κ 11,3 -1,2 -1,-1

Ο παίκτης γραµµή έχει τρεις στρατηγικές, πάνω, µέση ή κάτω, ενώ ο στήλη έχει τις
στρατηγικές αριστερά, κέντρο ή δεξιά. Παρατηρούµε τρεις ισορροπίες Nash που δίνονται
στον πίνακα 1.9 µε µπλε χρώµα. Βεβαιωθείτε ότι καταλαβαίνετε γιατί η κάθε µία είναι
ισορροπία.

Παράδειγµα 1.10 Συνάντηση στην Αθήνα

Μ Λ
Μ 2,2 0,0
Λ 0,0 2,2

Ο Πέτρος και η Μαίρη έχουν κανονίσει να συναντηθούν στην Αθήνα. Ο Πέτρος δεν έχει κινητό
(πώς επιβιώνει άραγε ;) και έφυγε από το σπίτι χωρίς να κλείσουν µέρος για τη συνάντησή
τους. Συνήθως συναντιούνται είτε στο Μουσείο της Ακρόπολης, είτε στο Λυκαβηττό. Και οι
δύο ϑέλουν να συναντηθούν χωρίς να νοιάζονται πού. Αν συναντηθούν έχουν αποδόσεις 2
έκαστος κι αν χαθούν 0. Ο καθένας έχει δύο στρατηγικές : είτε µουσείο Μ, είτε Λυκαβηττός,
Λ. Ο πίνακας αποδόσεων έχει ως εξής :
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Το παραπάνω παίγνιο είναι παίγνιο συντονισµού, διότι και τα δύο µέρη έχουν κίνητρο
να καταλήξουν στο ίδιο προφίλ, αλλά µπορεί να µην το πετύχουν µόνο λόγω ελλείψεως
συντονισµού. Οι ισορροπίες Nash είναι δύο (ΜΜ, ΛΛ) και δίνονται µε µπλε χρώµα.

Σε όλα τα παραδείγµατα που έχουµε δει ως τώρα, ϐρήκαµε τουλάχιστον µία ισορροπία
Nash σε αµιγείς στρατηγικές. Η συµβολή του Nash ήταν ότι έδειξε (ανάµεσα σε άλλα) την
ύπαρξη ισορροπίας σε µη συνεργατικά παίγνια. Αυτό σηµαίνει ότι όλα τα παίγνια έχουν
ισορροπία σε αµιγείς στρατηγικές ; Η απάντηση είναι σαφέστατα όχι, όπως δείχνει και το
επόµενο παράδειγµα:

Παράδειγµα 1.11 Χτύπηµα πέναλτι.

Επιθετικός
Α ∆

Τερµατοφύλακας Α 1,-1 -1,1
∆ -1,1 1,-1

΄Ενας επιθετικός καλείται να χτυπήσει πέναλτι απέναντι σε ένα τερµατοφύλακα. Για απλότη-
τα υποθέτουµε ότι ο επιθετικός µπορεί να στείλει τη µπάλλα είτε αριστερά, είτε δεξιά και
ανάλογα ο επιθετικός µπορεί να πέσει είτε αριστερά, είτε δεξιά. Επίσης υποθέτουµε ότι αν
ο τερµατοφύλακας πέσει σωστά, τότε σίγουρα αποκρούει το πέναλτι, ενώ αν πέσει λάθος,
µπαίνει γκολ. Επίσης υποθέτουµε ότι είναι το τελευταίο δευτερόλεπτο, αν το γκολ µπει,
προκρίνεται η οµάδα του επιθετικού, ενώ αν ο τερµατοφύλακας αποκρούσει προκρίνεται η
οµάδα του τερµατοφύλακα. Η πρόκριση αξίζει 1 ϐαθµό στην κάθε οµάδα, ενώ ο αποκλεισµός
-1. Οι αποδόσεις του παιγνίου δίνονται στον παρακάτω πίνακα.

Προσέξτε ότι το παίγνιο δεν έχει ισορροπία σε αµιγείς στρατηγικές. Για την ακρίβεια ας
αρχίσουµε από πάνω δεξιά κελί στο σχήµα 1.4. ∆είτε ότι το προφίλ ΑΑ δε µπορεί να είναι
ισορροπία διότι δεδοµένου µεν ότι ο επιθετικός παίζει Α, ο τερµατοφύλακας ϑέλει να παίξει
Α, αλλά δεδοµένου ότι ο τερµατοφύλακας παίζει Α, ο επιθετικός ϑα ϑέλει να ϕύγει και να
παίξει ∆. Ούτε το Α∆ όµως µπορεί να είναι ισορροπία διότι από εκεί ϑα ϑέλει να ϕύγει ο
τερµατοφύλακας και να πάει στο ∆∆. Ούτε αυτό µπορεί να είναι ισορροπία διότι ο επιθετικός
ϑα ϑέλει να ϕύγει µονοµερώς για το Α∆ και συνεχίζουµε έτσι επ΄ άπειρον διότι σε αµιγείς
στρατηγικές κάνουµε κύκλους.

1,   -1

1,   -1-1,    1

-1,    1

Επιθετικός

Τερματοφύλακας

Α

Α

Δ

Δ

Σχήµα 1.4: Μη ύπαρξη ισορροπίας σε αµιγείς στρατηγικές.

Το παραπάνω παράδειγµα µας δείχνει ότι δεν υπάρχει πάντα ισορροπία σε αµιγείς στρα-
τηγικές σε µη συνεργατικά παίγνια. Το εύλογο ερώτηµα είναι, µήπως υπάρχει ισορροπία σε
άλλου είδους στρατηγικές ; Τί έδειξε ο Nash; Για να απαντήσουµε χρειάζεται να εισαγάγουµε
την έννοια των µεικτών στρατηγικών:



26 Κεφάλαιο 1. Στοιχεία Θεωρίας Παιγνίων

Επιθετικός
Α ∆

Τερµατοφύλακας Α 1,-1 -1,1 p
∆ -1,1 1,-1 1− p

q 1−q

Πίνακας 1.7: Μεικτές στρατηγικές σε παίγνιο 2×2.

Μεικτές στρατηγικές

Στις µεικτές στρατηγικές, οι παίκτες κάνουν µίξη των αµιγών στρατηγικών τους. ∆ηλαδή
αντί να παίζουν µία αµιγής στρατηγική, επιλέγουν στην τύχη µε κάποια πιθανότητα µεταξύ
των αµιγών στρατηγικών τους. ΄Ολοι ξέρουµε ότι στο πέτρα ψαλίδι χαρτί όταν παίζουµε
διαλέγουµε στην τύχη µία από τις τρεις αµιγείς στρατηγικές. Αυτό ακριβώς είναι µικτή
στρατηγική: µια κατανοµή πιθανότητας ορισµένη πάνω στις αµιγείς στρατηγικές.

Ο τερµατοφύλακας που πέφτει αριστερά ή δεξιά, δεν επιλέγει µία από τις δύο στρατηγικές
µε σιγουριά. Αν κάτι τέτοιο συνέβαινε, ο επιθετικός ϑα το ήξερε και ϑα επέλεγε την άλλη
πλευρά για να σκοράρει. Αυτό που κάνει και ο τερµατοφύλακας, αλλά και ο επιθετικός
στο πέναλτι, είναι να αποφασίζουν µε κάποια συχνότητα, δηλαδή µε κάποια πιθανότητα αν
το δούµε σαν στατικό παίγνιο, να πέσουν αριστερά ή να πέσουν δεξιά. Σκεφτείτε το σα να
ϱίχνουν ένα νόµισµα που τους λέει πού να πέσει στον ένα και πού να χτυπήσει στον άλλον. Η
µεικτή στρατηγική του τερµατοφύλακα αν ϱίχνει ένα νόµισµα είναι η κατανοµή πιθανότητας
( 1

2◦Α, 1
2◦∆).

Αν επέλεγε τραβώντας κλήρο από µια κληρωτίδα µε δύο κλήρους Α και έναν κλήρο
∆, η µεικτή στρατηγική του ϑα ήταν η κατανοµή πιθανότητας ( 2

3◦Α,1
3◦∆). ΄Ετσι πρέπει να

σκέφτεστε τις µεικτές στρατηγικές, ως πιθανότητες, ή καλύτερα κατανοµές πιθανότητας, µε
τις οποίες ένας παίκτης παίζει τις αµιγείς στρατηγικές του. Σαν ένας παίκτης να διαλέγει µε
τί πιθανότητες ϑα επιλέξει µεταξύ των αµιγών στρατηγικών του, δηλαδή να διαλέγει το µείγµα
των κλήρων που ϑα τοποθετήσει στην κληρωτίδα για τραβήξει κλήρο για το τί να κάνει.

Ορισµός 1.10 — Μεικτή στρατηγική. Αν ο παίκτης i έχει n αµιγείς στρατηγικές, τις s1,s2, . . .sn,
νοµάζουµε µεικτή στρατηγική για τον παίκτη i και συµβολίζουµε σi = p1(s1), p2(s2) . . . pn(sn)
µια κατανοµή πιθανότητας που ορίζει την πιθανότητα p j(s j) µε την οποία ο παίκτης i πα-
ίζει την αµιγή στρατηγική s j. Προφανώς ∑

n
j=1 p j = 1.

΄Εχοντας καταλάβει τί είναι µεικτή στρατηγική, µπορούµε να ορίσουµε την ισορροπία
Nash σε µεικτές στρατηγικές.

Ορισµός 1.11 — Ισορροπία Nash σε µεικτές στρατηγικές. ΄Ενα προφίλ µεικτών στρατηγικών για
κάθε παίκτη (σ1,σ2, . . .σI ) είναι ισορροπία Nash ενός παιγνίου αν για κάθε παίκτη i =
1 . . . I, ισχύει :

ui(σi,σ−i)≥ ui(σ
′
i ,σ−i) (1.5)

για κάθε άλλη µεικτή στρατηγική σ ′
i ̸= σi στο σύνολο µεικτών στρατηγικών του παίκτη i.

Ας δούµε πώς στο παιχνίδι του πέναλτι ορίζονται µεικτές στρατηγικές. Μια µεικτή στρα-
τηγική για τον τερµατοφύλακα είναι µια κατανοµή πιθανότητας ορισµένη πάνω στις αµιγείς
στρατηγικές του. Μια τέτοια κατανοµή ορίζει µια πιθανότητα p µε την οποία ϑα παίξει Α και
µια πιθανότητα (προφανώς 1− p) µε την οποία ϑα παίξει ∆. Αναλόγως και για τον επιθετικό.
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Πώς λύνουµε όµως ένα παίγνιο για ισορροπίες Nash σε µεικτές στρατηγικές. Το µυστικό
είναι το εξής : Στην ισορροπία Nash, ο κάθε παίκτης επιλέγει τη µίξη που ϑα κάνει (τις πιθα-
νότητες µε τις οποίες ϑα παίξει) έτσι ώστε ΝΑ ΑΦΗΝΕΙ ΤΟΝ ΑΛΛΟΝ/ΑΛΛΟΥΣ ΠΑΙΚΤΗ/ΕΣ
Α∆ΙΑΦΟΡΟ/ΟΥΣ ΜΕΤΑΞΥ ΤΩΝ ΚΑΘΑΡΩΝ ΣΤΡΑΤΗΓΙΚΩΝ ΤΟΥ/Σ. ∆ηλαδή ο γραµµή επι-
λέγει µίξη p,(1− p), έτσι ώστε ο στήλη να είναι αδιάφορος µεταξύ Α και ∆. Και αναλόγως ο
στήλη επιλέγει µίξη q,(1−q) ανάµεσα σε Α και ∆, έτσι ώστε να αφήνει τον γραµµή αδιάφο-
ϱο µεταξύ Α και ∆. Πάντα σε ισορροπία Nash σε µεικτές στρατηγικές οι παίκτες πρέπει να
είναι αδιάφοροι µεταξύ των στρατηγικών που παίζουν µε ϑετική πιθανότητα. Μπορείτε να
σκεφτείτε γιατί ;

(Hint: Αν ο γραµµή δεν είναι αδιάφορος µεταξύ των δύο στρατηγικών του, τότε χωρίς
ϐλάβη της γενικότητας, προτιµάει την πάνω γραµµή. Γιατί τότε να κάνει µίξη ;)

Με ϐάση τα παραπάνω µπορούµε να λύσουµε για µεικτές στρατηγικές ως εξής : ΄Εστω
ότι ο στήλη παίζει Α µε πιθανότητα q και δεξιά µε πιθανότητα 1− q. Ας υπολογίσουµε την
προσδοκώµενη (µέση) χρησιµότητα του γραµµή από τη στρατηγική Α.

EUΑ
Γ = q∗1+(1−q)∗ (−1) = 2q−1

Με τονίδιο τρόπο, δεδοµένου ότι ο στήλη παίζει τη µεικτή στρατηγική q,(1− q), ας υπολο-
γίσουµε την προσδοκώµενη χρησιµότητα του γραµµή αν αυτό (ο γραµµή) παίξει ∆:

EU∆
Γ = q∗ (−1)+(1−q)∗1 = 1−2q

΄Αρα στην ισορροπία Nash, ο στήλη ϑα επιλέγει το q ώστε ο γραµµή να είναι αδιάφορος
µεταξύ Α και ∆. ΄Η αλλιώς, ϑα επιλέγει το q έτσι ώστε EUΑ

Γ = EU∆
Γ . Λύνοντας αυτήν την

εξίσωση παίρνουµε την στρατηγική ισορροπίας του στήλη, q∗:

EUΑ
Γ = EU∆

Γ ⇔ 2q−1 = 1 = 2q ⇔ q∗ =
1
2

Αναλόγως η στρατηγική p του γραµµή πρέπει να αφήνει τον στήλη αδιάφορο ανάµεσα
σε Α και ∆.

EUΑ
Σ = p∗ (−1)+(1− p)∗1 = 1−2p

EU∆
Σ = p∗1+(1− p)∗ (−1) = 2p−1

και εποµένως για να είναι ο στήλη αδιάφορος µεταξύ Α και ∆ ϑα πρέπει ο γραµµή να επιλέξει
p:

EUΑ
Σ = EU∆

Σ ⇔ 1−2p = 2p−1 ⇔ p∗ =
1
2

Η ισορροπία Nash σε µεικτές στρατηγικές είναι εποµένως (p∗,q∗) = (1
2 ,

1
2), δηλαδή ο γραµµή

παίζει Α µε πιθανότητα 1/2 και ∆ µε την ίδια πιθανότητα, και το ίδιο και ο στήλη.
Πριν κλείσουµε τις µεικτές στρατηγικές ας επισηµάνουµε ότι οι µεικτές στρατηγικές είναι

η γενική περίπτωση από την οποία οι αµιγείς στρατηγικές προκύπτουν ως ειδική περίπτωση
για p = 1 ή p = 0 (και ανάλογα για τον στήλη).

Για να γίνει αυτό πιο ξεκάθαρο, παρατηρήστε το εξής : όταν q > 1
2 , τότε EUΑ

Γ > EU∆
Γ ,

δηλαδή ο γραµµή προτιµάει να παίζει Α από ∆ και εποµένως ϑα παίζει Α µε πιθανότητα 1
και ∆ µε πιθανότητα 0 (p = 1). Ανάλογα, όταν q < 1

2 , τότε EUΑ
Γ < EU∆

Γ , δηλαδή ο γραµµή
προτιµάει να παίζει ∆ από Α και εποµένως ϑα παίζει Α µε πιθανότητα 0 και ∆ µε πιθανότητα
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Σχήµα 1.5: Μεικτή στρατηγική των δύο παικτών.

1 (p = 0). Και όταν q = 1
2 , τότε EUΑ

Γ = EU∆
Γ , δηλαδή ο γραµµή είναι αδιάφορος µεταξύ Α και

∆ και εποµένως ϑα παίζει Α µε οποιαδήποτε πιθανότητα p ∈ [0,1]. Αυτό ϕαίνεται στο σχήµα
1.5, όπου µε κόκκινο χρώµα απεικονίζεται η άριστη στρατηγική του γραµµή ως συνάρτηση
της (µεικτής) στρατηγικής του στήλη.

Αντίστοιχα η πράσινη γραµµή απεικονίζει την άριστη µίξη του στήλη ως συνάρτηση της
(µεικτής) στρατηγικής του γραµµή: ΄Οταν ο γραµµή παίζει Α µε πιθανότητα µεγαλύτερη του
1
2 τότε ο στήλη προτιµάει να παίζει ∆ µόνο δηλαδή ϑέλει να παίζει Α µε πιθανότητα q = 0.
΄Οταν ο γραµµή παίζει Α µε πιθανότητα µικρότερη του 1

2 , τότε ο στήλη προτιµάει να παίζει
Α µε πιθανότητα q = 1. Και όταν ο γραµµή παίζει Α και ∆ µε πιθανότητα 1

2 , τότε ο στήλη
είναι αδιάφορος µεταξή Α και ∆ και επιλέγει οποιοδήποτε q ∈ [0,1]. Αυτό δείχνει η πράσινη
γραµµή που δίνει την άριστη απάντηση του στήλη στις πιθανές στρατηγικές του γραµµή.

Οι δύο γραµµές µας δίνουν την άριστη απόκριση του ένα παίκτη στη στρατηγική του
άλλου. Ως άριστη απόκριση του παίκτη i ορίζουµε τη στρατηγική του i που µεγιστοποιεί τις
αποδόσεις του δεδοµένης της στρατηγικής των άλλων παικτών. ΄Αρα άριστη απόκριση για
κάθε παίκτη είναι συνάρτηση των στρατηγικών των άλλων παικτών. ΄Ενας άλλος τρόπος να
ορίσουµε την ισορροπία Nash είναι ως ένα προφίλ τέτοιο ώστε η στρατηγική του κάθε παίκτη
είναι άριστη (απόκριση) στις υπόλοιπες στρατηγικές του προφίλ.

Οι ισορροπίες Nash προκύπτουν εκεί που τέµνονται οι δύο γραµµές. ∆ιότι αυτό ακριβώς
είναι ισορροπία Nash: Ο στήλη να παίζει άριστα δεδοµένης της στρατηγικής του γραµµή
(άρα να ϐρίσκεται πάνω στην πράσσινη γραµµή) ΚΑΙ ο γραµµή να παίζει άριστα δεδοµένης
της άριστης στρατηγικής του στήλη (και άρα να ϐρίσκεται πάνω στην κόκκινη γραµµή). Η
τοµή των δύο γραµµών µας δίνει τις ισορροπίες Nash. Οι γραµµές τέµνονται σε ένα σηµείο,
το σηµείο A που αντιστοιχεί στην ισορροπία Nash σε µεικτή στρατηγική.

Γιατί όµως λέµε ότι οι αµιγείς στρατηγικές προκύπτουν ως υποπερίπτωση των µεικτών
στρατηγικών ; Για να το δούµε αυτό ας εξετάσουµε ένα τελευταίο στατικό παίγνιο, το εξής :

Παράδειγµα 1.12 Παίγνιο συντονισµού.
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Μαρία
Α Π

Γιώργος Α 1,1 0,0 p
Π 0,0 2,2 1− p

q 1−q

Η Μαρία και ο Γιώργος ϑέλουν να ϐρεθούν είτε στην Ακρόπολη Α είτε στο Πασαλιµάνι Π.
Προτιµούν το Πασαλιµάνι διότι καλός ο πολιτισµός, αλλά καλύτερη η αστακοµακαρονάδα.
Ωστόσο ϐασικό τους µέληµα είναι να ϐρεθούν (και έχουν ξεχάσει κινητά κλπ.). Το παίγνιο
έχει δύο ισορροπίες Nash σε αµιγείς στρατηγικές, τις ΑΑ και ΠΠ (ϑα πρέπει να είστε σε
ϑέση να το δείτε κατευθείαν αυτό). Θέλουµε να ϐρούµε και τις ισορροπίες Nash σε µεικτές
στρατηγικές.

Η προσδοκώµενη χρησιµότητα του Γιώργου από Α (ως συνάρτηση της µεικτής στρα-
τηγικής της Μαρίας q) είναι EUΑ

Γ = q και η προσδοκώµενη χρησιµότητά του από Π είναι
EUΠ

Γ = 1−q. Εποµένως ο Γιώργος ϑα προτιµάει την Ακρόπολη αν και µόνον αν η Μαρία µε
αρκετά µεγάλη πιθανότητα την Ακρόπολη:

EUΑ
Γ > EUΠ

Γ ⇔ q >
2
3

Ανάλογα (υπολογίστε το), η Μαρία ϑα προτιµάει την Ακρόπολη όταν :

EUΑ
Μ > EUΠ

Μ ⇔ p >
2
3

0

1

1

1
2

1
2

A

B

C

p

q

Σχήµα 1.6: Μεικτές στρατηγικές των δύο παικτών.

Οι άριστες απαντήσεις του Γιώργου (κόκκινες) στις πιθανές µίξεις της Μαρίας και της
Μαρίας (πράσινες) στις διάφορες µίξεις του Γιώργου δίνονται στο σχήµα 1.6. Οι τοµές των δύο
γραµµών µας δίνουν τα σηµεία ισορροπίας (µεικτής) κατά Nash. Προσέξτε ότι τα σηµεία είναι
τρία (A,B,C). Τα σηµεία A και C αντιστοιχούν στις ισορροπίες Nash σε αµιγείς στρατηγικές
(όπου οι δύο πάνε είτε στην Ακρόπολη µε πιθανότητα 1 είτε στο Πασαλιµάνι µε πιθανότητα
1. Το σηµείο B αντιστοιχεί στην ισορροπία Nash σε µικτές στρατηγικές όπου οι δύο πάνε
στην Ακρόπολη µε πιθανότητα 2

3 και στο Πασαλιµάνι µε πιθανότητα 1
3 .

1.5.3 Τί είναι η ισορροπία Nash;

Σε όλη την συζήτηση που προηγήθηκε, εστιάσαµε πάνω στην ισορροπία Nash ως λύση
ενός παιγνίου. Γεννιέται όµως ϕυσικά η απορία : γιατί να περιµένουµε ότι ένα παίγνιο
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ϑα παιχτεί ως ισορροπία Nash; Στο ερώτηµα αυτό υπάρχουν πολλές ανταγωνιστικές αλλά
και συµπληρωµατικές απαντήσεις. Οι Kreps 2009 και Mas-Colell, Michel Whinston και
Jerry Green 1995 έχουν πολύ καλή συζήτηση για το τί είναι η ισορροπία Nash και γιατί
ϑα περιµέναµε η λύση ενός παιγνίου ορθολογικών παικτών να είναι τελικά ισορροπία Nash.
Εδώ ϑα συζητήσουµε σύντοµα κάποια από τα πιο σηµαντικά επιχειρήµατα. ∆εν υπάρχει
ένας µοναδικός τρόπος να ερµηνεύσουµε την ισορροπία Nash σε όλα τα παίγνια. Πιθανώς η
προσέγγιση που περιγράφει καλύτερα γιατί η ισορροπία Nash είναι ικανοποιητική λύση για
ένα παίγνιο να µην δουλεύει για κάποιο άλλο. ΄Ολες όµως οι προσεγγίσεις µαζί πιθανώς µας
δίνουν µια πιο ολοκληρωµένη εικόνα για της σηµασίας της ισορροπίας Nash στην ϑεωρία
παιγνίων.

1. Η ισορροπία Nash ως αναγκαία συνθήκη επίλυσης ενός παιγνίου. Αυτή η ιδέα για την
ισορροπία Nash µας λέει ότι εάν υπάρχει κάποιος τρόπος να παιχτεί το παίγνιο, αυτό
ϑα αποτελεί απαραίτητα ισορροπία Nash. ∆ηλαδή ϱωτάει τί ιδιότητες ϑα πρέπει να έχει
µια λύση του παιγνίου και η απάντηση είναι ότι για να είναι ισορροπία ϑα πρέπει κατά
κάποιον τρόπο να «κρατάει» όλους του παίκτες σε αυτό το προφίλ. Αυτή ακριβώς είναι
και η ιδιότητα της ισορροπίας Nash. Είδαµε όταν την ορίσαµε ότι είναι ένα προφίλ
από το οποίο κανείς δεν παρεκκλίνει µονοµερώς. Αυτή είναι η ϐασική ιδιότητα που
ϑα περιµέναµε από µία λύση: αν κάποιος έχει κίνητρο να παρεκκλίνει, τότε δεν ϑα
πληροί τις απαιτήσεις της ισορροπίας, δεν ϑα µπορεί να προκύπτει ως ο τρόπος που
παίκτες τυπικά συµπεριφέρονται σε µια κοινωνία. Για να το ϑέσουµε αλλιώς, αυτό
το προφίλ δεν ϑα περιµένουµε να απαντάται όταν πραγµατικοί άνθρωποι παίζουν το
παίγνιο γιατί κάποιος ϑα έχει κίνητρο να αλλάξει την στρατηγική του.
Αυτή η ερµηνεία της ισορροπίας Nash έχει κάτι ικανοποιητικό και µη ικανοποιητικό
ταυτόχρονα. Μας λέει ότι η ισορροπία ικανοποιεί κάποιες ελάχιστες απαιτήσεις που
ϑα είχαµε από οποιαδήποτε έννοια ισορροπίας : για να είναι ισορροπία ένα προφίλ,
ϑα πρέπει να µην ϑέλουν οι παίκτες από αυτό. Ταυτόχρονα όµως δεν εξηγεί γιατί να
ϑέλουµε να παίξουµε κάποιες ισορροπίες Nash που συχνά έχουν ανεπιθύµητες ιδιότη-
τες. Για παράδειγµα δείτε το παίγνιο του πίνακα 1.8. Σε αυτό έχουµε δύο ισορροπίες
Nash: (Κ, Α) και (Π, ∆) (ϐεβαιωθείτε ότι µπορείτε να το δείτε χωρίς κανένα πρόβληµα).
Η πρώτη ισορροπία Nash µας προβληµατίζει ιδιαίτερα γιατί σε αυτήν ο παίκτης γραµ-

Α ∆
Π 3, 4 4, 15
Κ 3, 2 -100, 1

Πίνακας 1.8: Ισορροπία Nash µε ασθενώς κυριαρχούµενη στρατηγική.

µή παίζει το Κ που είναι ασθενώς κυριαρχούµενη στρατηγική. Κι αυτό είναι ιδιαίτερα
ανησυχητικό γιατί αυτή η στρατηγική στην καλύτερη του δίνει αποδόσεις ίσες µε 3,
τις οποίες µπορεί να πάρει και από Π, ενώ εάν ο στήλη κινηθεί δεξιά, ο γραµµή ϑα
έχει µεγάλες απώλειες (-100). Οποιοσδήποτε ορθολογικός παίκτης-γραµµή, δεν ϑα
διακινδύνευε ποτέ την κάτω γραµµή, γιατί µπορεί µόνο να τον οδηγήσει σε µεγάλη
Ϲηµιά. Ωστόσο το προφίλ (Κ, Α) αποτελεί ξεκάθαρα ισορροπία Nash.
Από την συζήτηση προκύπτει ότι η έννοια της ισορροπίας Nash µας ϐοηθάει να πε-
ϱιορίσουµε τον αριθµό των προφίλ που ϑεωρούµε ότι µπορεί να αποτελέσουν λύση
του παιχνιδιού (ας πούµε στο παραπάνω παράδειγµα από 4 στα 2), αλλά εφόσον την
ϐλέπουµε ως αναγκαία και όχι ικανή συνθήκη δεν εξηγεί γιατί κάποια συγκεκριµένη
ισορροπία ϑα παιχτεί.

2. Η ισορροπία Nash ως προφανής λύση όταν υπάρχει διαπραγµάτευση πριν το παιχνίδι
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(pre-play negotiation). Κάποιες ϕορές οι παίκτες ενδέχεται να µπορούν να συζητήσουν
για το πώς ϑέλουν να παίξουν το παιχνίδι. Κατά τη διάρκεια αυτής της συζήτησης ή
διαπραγµάτευσης ενδέχεται να ϕτάσουν σε µια µη δεσµευτική συµφωνία. Η συµφωνία
είναι µη δεσµευτική γιατί όπως έχουµε πει εξετάζουµε µόνο µη συνεργατικά παίγνια.
Τίποτα ϐέβαια δεν διασφαλίζει ότι οι παίκτες ϑα έρθουν σε συµφωνία σε όλα τα παίγνια.
Ωστόσο αν σε κάποιο παίγνιο οι παίκτες ϕτάσουν σε συµφωνία, ϑα περιµέναµε αυτή η
συµφωνία να είναι αυτο-πληρούµενη (self-fulfilling) µε την έννοια ότι κανείς από τους
παίκτες δεν ϑα έχει κίνητρο να την παραβεί. Αυτή ακριβώς είναι κι η ιδιότητα που µας
διασφαλίζει η ισορροπία Nash.
∆είτε για παράδειγµα την µάχη των ϕύλων. Ο Γιώργος και η Μαρία ϑέλουν να πε-
ϱάσουν το ϐράδυ µαζί. Μπορούν να πάνε είτε στην ΄Οπερα (Ο) είτε σε έναν αγώνα µποξ
(Μ). ΄Οπως ϕαίνεται από τις αποδόσεις του παιγνίου το ϐασικό τους µέληµα είναι να
ϐρεθούν. Ο Γιώργος προτιµάει ϐέβαια το µποξ ενώ η Μαρία την όπερα, αλλά εάν
γνωρίζουν ότι ο άλλος ϑα πάει στο ένα από τα δύο, ϑέλουν κι αυτοί να ϐρεθούν εκεί.

Μαρία
Ο Μ

Γιώργος Ο 2,4 0,0
Μ 0,0 4,2

Ας πούµε λοιπόν ότι ο Γιώργος µε την Μαρία συνεννοούνται πριν το παιχνίδι και ας
πούµε ότι συµφωνούν να ϐρεθούν τελικά στην ΄Οπερα. Φεύγουν από το σπίτι και
η µπαταρία των κινητών τους πέφτει, οπότε δεν έχουν τρόπο να συνεννοηθούν στον
δρόµο για να αλλάξουν την απόφασή τους. Το παίγνιο είναι πλέον στατικό. Πρέπει
ταυτόχρονα και οι δύο να κάνουν την κίνησή τους χωρίς ο ένας να γνωρίζει στα σίγουρα
τί κάνει ο άλλος. Εφόσον κατέληξαν σε συµφωνία (Ο, Ο), περιµένουµε ότι αυτή τους
η συµφωνία ϑα αυτο-επιβεβαιωθεί. ∆εν είναι λογικό για κανέναν τους να αλλάξει την
στρατηγική του εφόσον περιµένει ότι ο άλλος ϑα πάει στην ΄Οπερα. Και το Ϲευγάρι
αυτό ακριβώς περιµένει γιατί έφτασαν σε συµφωνία κατα την διαπραγµάτευση που
προηγήθηκε.
Εποµένως η ισορροπία Nash µπορεί πολλές ϕορές να πιάσει αυτήν την πτυχή της στρα-
τηγικής αλληλεπίδρασης. Ιδιαίτερα στα παίγνια συντονισµού όπως αυτό που παίζει ο
Γιώργος µε την Μαρία, η ισορροπία Nash δεν µπορεί να προβλέψει µοναδική λύση,
αλλά µας λέει ότι έαν έχουµε µια τέτοια περίπτωση ϑα περιµένουµε τα Ϲευγάρια (που
ϑέλουν να συναντηθούν και δεν αποφεύγουν ο ένας τον άλλον) να καταλήγουν τελικά
στο ίδιο µέρος. Είτε στην ΄Οπερα και οι δύο, αν αυτήν την ϕορά αποφάσισαν να κάνουν
το χατήρι της Μαρίας, είτε στο Μποξ αν ήταν η σειρά του Γιώργου. Η Ισορροπία Nash
δηλαδή µπορεί να προβλέψει τί κάνουν τα Ϲευγάρια που ϑέλουν να ϐγουν µαζί : κατα-
λήγουν στο ίδιο µέρος. Και µπορεί να µην µπορεί να προβλέψουµε ειδικά το µέρος
στο οποίο ϑα καταλήξουν, αλλά µπορούµε να πούµε ότι ξέρουµε ότι δεν ϑα είναι (Ο, Μ)
δηλαδή ο ένας εδώ κι ο άλλος εκεί, και επίσης ξέρουµε ότι αφ΄ ής στιγµής «κλειδώσουν»
σε µια συµφωνία, πχ (Μ, Μ), τελικά ϑα µείνουν αµφότεροι σε αυτήν αφού κανένας δεν
έχει κίνητρο να παρεκκλίνει.

3. Η ισορροπία Nash ως σταθερή κοινωνική σύµβαση. ΄Ισως η πιο ικανοποιητική ερ-
µηνεία της ισορροπίας Nash είναι να αντιµετωπίζουµε τα προφίλ της ισορροπίας ως
σταθερές κοινωνικές συµβάσεις. Ας πάρουµε για παράδειγµα τον τρόπο που οδηγο-
ύµε, αν δηλαδή οδηγούµε από την αριστερή ή την δεξιά πλευρά του δρόµου κι ας
προσπαθήσουµε να κατασκευάσουµε ένα χαρακτηριστικό (και σαφέστατα αφαιρετικό)
παίγνιο δύο ατόµων που αποφασίζουν από ποια πλευρά του δρόµου ϑα οδηγήσουν.
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Α ∆
Α 3, 4 -3, -3
∆ -3, -3 3, 4

Πίνακας 1.9: Συντονισµός οδήγησης.

Ο πίνακας 1.9 παρουσιάζει τις αποδόσεις που λαµβάνουν οι δύο παίκτες από κάθε
πιθανή έκβαση του παιγνίου. Εάν οι δύο παίκτες συντονιστούν και οδηγήσουν αµ-
ϕότεροι είτε στην αριστερή (Α, Α) είτε στην δεξιά (∆, ∆) πλευρά του δρόµου, ϑα ϕτάσει
ο καθένας στην δουλειά του και ϑα λάβουν ο µεν γραµµή 3 µονάδες, ο δε στήλη 4
µονάδες χρησιµότητας (υποθέτουµε ότι ο στήλη απολαµβάνει την δουλειά του περισ-
σότερο από τον γραµµή...). Εάν όµως δεν συντονιστούν και ο ένας οδηγήσει από την
δεξιά πλευρά ενώ ο άλλος από την αριστερή, ϑα συγκρουστούν και ϑα καταλήξουν να
πληρώνουν νοσοκοµεία και επισκευές αυτοκινήτων χάνοντας ο καθένας από 3 µονάδες
χρησιµότητας. Για διαφορετικούς πιθανώς ιστορικούς λόγους οι περισσότερες κοινω-
νίες µέσα από επαναλαµβανόµενη αλληλεπίδραση για δεκαετίες κατέληξαν να οδηγούν
τα κάρα και εν συνεχεία τα αυτοκίνητα στο δεξί µέρος του δρόµου. ΄Αλλες (Ηνωµένο
Βασίλειο, Κοινοπολιτεία, Ιαπωνία κλπ) συντονίστηκαν στην αριστερή πλευρά.
Η µία ισορροπία Nash προέκυψε ως σταθερή κοινωνική σύµβαση κοινωνιών που συ-
ντονίστηκαν αριστερά ενώ οι άλλη ως σταθερή κοινωνική σύµβαση που για τους δικούς
τους ιστορικούς λόγους συντονίστηκαν στην δεξιά πλευρά. Ως έννοια ισορροπίας η ι-
σορροπία Nash δεν µπορεί να προβλέψει (πιθανώς χωρίς περισσότερα κοινωνιολογικά
ή ιστορικά στοιχεία) εάν µια συγκεκριµένη χώρα ϑα παίξει (Α, Α) ή (∆, ∆). Μπορεί όµως
να περιγράψει το πού ϑα συγκλίνουν να παίζουν οι χώρες από όλα τα πιθανά προφίλ :
είτε (Α, Α) είτε (∆, ∆). Η ϑεωρία παιγνίων αποκλείει να δούµε χώρες στις οποίες ο ένας
οδηγεί αριστερά και ο άλλος δεξιά και συγκρούονται, ακόµα κι αν οι οδηγοί αφεθούν
ελεύθεροι, χωρίς νοµικούς περιορισµούς να επιλέξουν πλευρά οδήγησης.
Αν στην Ελλάδα αύριο οι νόµοι που καθορίζουν την πλευρά οδήγησης καταργούντο
και αφηνόµαστε όλοι ελεύθεροι να οδηγούµε σε όποια πλευρά ϑέλουµε, η διαίσθησή
µας µάς λέει ότι η σταθερή κοινωνική σύµβαση που έχουµε αναπτύξει ϑα µας έκανε
να συνεχίσουµε να παίζουµε (∆, ∆). Και αν κάποιος µας ϐρεθεί στο Ηνωµένο Βσίλειο,
ακόµα κι αν δεν υπάρχουν νόµοι που τον υποχρεώνουν, ακόµα και µε αριστεροτίµονο
αυτοκίνητο, ϑα υιοθετούσε την σταθερή εκεί κοινωνική σύµβαση και ϑα οδηγούσε
αριστερά. Και αν για οποιοδήποτε λόγο στην Ελλάδα πιστεύαµε όλοι ότι αύριο ϑα
αλλάξουµε πλευρά (αν για παράδειγµα χωρίς νοµοθετική παρέµβαση όλα τα κανάλια
έκαναν ϱεπορτάζ στα οποία όλοι δήλωναν ότι από αύριο οδηγούµε αριστερά και για
κάποιο αδιευκρίνηστο λόγο πιστεύαµε ότι η σύµβαση άλλαξε), τότε ϑα ήταν άριστο για
εµάς να αλλάξουµε σε (Α, Α). Η ισορροπία Nash ίσως δεν µπορεί να µας πει ποια από
τις δύο ισορροπίες ϑα παίξει η συγκεκριµένη χώρα, µπορεί όµως να προβλέψει ότι
καµία χώρα δεν ϑα παίξει (Α, ∆) ή (∆, Α)!

1.5.4 Πολλαπλές ισορροπίες και επιλογή ισορροπίας

Στα παίγνια που είδαµε, συχνά είδαµε ότι υπάρχουν περισσότερες από µία ισορροπίες Nash.
Μπορούµε να ξέρουµε ποια από αυτή ϑα επιλέξουν οι παίκτες ; ΄Η τουλάχιστον αν κάποια
είναι πιο πιθανή και πόσο ; Το Ϲήτηµα είναι πολύ σύνθετο για κάποια παίγνια για να επιχει-
ϱήσουµε έστω και µία διαισθητική απάντηση εδώ. Είναι πέρα από τις ανάγκες της ϑεωρίας
παιγνίων για ένα εισαγωγικό µάθηµα και για όσοι δεν έχετε ιδιαίτερο ενδιαφέρον για τα
παίγνια ϑα µπορούσατε να αφήσετε προς το παρόν αυτήν την συζήτηση.
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Θα µπορούσαµε ίσως να συζητήσουµε άτυπα για το αν υπάρχει κάποιος πιο προφανής
τρόπος να επιλέξουµε ανάµεσα σε πολλαπλές ισοροπίες Nash. Σε πρώτο επίπεδο έχουν
προταθεί δύο κριτήρια : κυριαρχία αποδόσεων (payoff dominance) και κυριαρχία ϱίσκου
(risk dominance). Για να δώσουµε ένα πολύ απλό παράδειγµα της πρώτης, ας σκεφτούµε το
εξής παίγνιο :

∆ Σ
∆ 1, 1 0,0
Σ 0,0 11, 11

Πίνακας 1.10: Κυριαρχία αποδόσεων

Το παίγνιο έχει δύο ισορροπίες Nash: (∆, ∆) και (Σ, Σ). Ενώ αν ϐρεθούµε στην ισορροπία
(∆, ∆) κανένας παίκτης δεν έχει κίνητρο να παρεκκλίνει µονοµερώς, ϑα περιµέναµε ότι αν
αφήναµε δύο παίκτες να παίξουν αυτό το παίγνιο, ακόµα και χωρίς συνεννόηση, να κατέλη-
γαν στην ισορροπία (Σ, Σ) την οποία προφανώς προτιµούν και οι δύο παίκτες. Είναι, όπως ϑα
συζητήσουµε αργότερα, Pareto άριστη. Το κριτήριο ωστόσο αυτό δεν µπορεί να εφαρµοστεί
πάντοτε. Ας σκεφτούµε το εξής παίγνιο όπως παρουσιάζεται στον Rapoport, Anatol 1989 και
απεικονίζεται από τον πίνακα 1.11

Α ∆
Π 99, 49 0,0
Κ 0,0 1, 51

Πίνακας 1.11: Κυριαρχία ϱίσκου

Εδώ, πάλι, (Π, Α) και (Κ, ∆) είναι ισορροπίες Nash, ωστόσο οι δύο παίκτες έχουν διαφο-
ϱετική αντίληψη για το ποια ισορροπία ϑα προτιµούσαν. Ο παίκτης γραµµή προτιµάει την
πρώτη ενώ ο παίκτης στήλη την δεύτερη. Το κριτήριο κυριαρχίας ϱίσκου δουλεύει ως εξής :
ο παίκτης γραµµή ϑα «ενέδιδε» στην πίεση του παίκτη στήλη για να πάνε στην ισορροπία
(Κ, ∆) µόνον αν πιστεύει ότι ο παίκτης στήλη ϑα επέλεγε ∆ µε πιθανότητα τουλάχιστον 0.99.
Αντιθέτως ο παίκτης στήλη ϑα «ενέδιδε» στην ισορροπία που προτιµάει ο παίκτης γραµµή
εάν πίστευε ότι ο παίκτης γραµµή ϑα επέλεγε Π µε πιθανότητα ίση ή µεγαλύτερη από 0.49.
Εποµένως είναι πιο «επικίνδυνο» για τον παίκτη στήλη να επιµείνει στην στρατηγική ∆ απ΄
ό,τι είναι για τον παίκτη γραµµή να επιµείνει στην στρατηγική Π. Εποµένως η στρατηγική
(Π, ∆) είναι η κυρίαρχη ϱίσκου στρατηγική. Για πιο σύνθετα παίγνια, η επιλογή ισορροπίας
γίνεται ένα ιδιαίτερα δύσκολο έργο. Για όποιον ενδιαφέρεται, το Harsanyi, J. C. and Sel-
ten, R. 1988 αποτελεί το σηµείο αναφοράς από δύο Νοµπελίστες που έκαναν µια τιτάνια
προσπάθεια να απαντήσουν στο ϑέµα.

Παράδειγµα 1.13 Παίγνιο διαφθοράς

∆ Σ
∆ 1, 1 -10,0
Σ 0,-10 11, 11

Ωστόσο πριν κλείσουµε καλό είναι να σκεφτούµε λίγο περισσότερο την ιδέα της επιλογές
ισορροπίας και το αν επιλέγοντας ισορροπία µε αυτά τα κριτήρια ϑα µας οδηγήσει σε ασφαλή
πρόβλεψη για το πώς ϑα έπαιζε µια κοινωνία ανθρώπων ένα παίγνιο. Ας ξαναδούµε το παίγνι
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που απεικονίζεται στο παράδειγµα 1.13 µε µια κάπως διαφορετική ανάγνωση των αποδόσεων
και των στρατηγικών. Ας ερµηνεύσουµε το παίγνιο ως την απόφαση που πρέπει να πάρει µια
κοινωνία για το αν ϑα παίξει ένα παίγνιο µε διαφθορά (∆), π.χ. αν ϑα αποφασίσει να περάσει
σε χρηµατισµό ενός λειτουργού για ίδιο όφελος, ή αν ϑα συµµορφωθεί µε τον νόµο (Ν).
Και ας το ερµηνεύσουµε υπό το πρίσµα της σταθερής κοινωνικής σύµβασης που συζητήσαµε
προηγουµένως. Υπάρχουν πάλι δύο ισορροπίες Nash η (∆, ∆) και η (Σ, Σ). Μπορούµε να
ϕανταστούµε δύο κοινωνίες να έχουν «κλειδώσει» σε δύο διαφορετικές ισορροπίες. Η κοινωνία
του Βορρά ακολουθεί τον νόµο και παίζουν (Σ, Σ). Σκεφτείτε για παράδειγµα την επιλογαή
για το αν ϑα επιχειρήσει χρηµατισµό ενός δηµοσίου υπαλλήλου που αντιµετωπίζε κάποιος
σε µια χώρα σαν την Ελβετία ή την Φινλανδία. Και σκεφτείτε ότι ένα τέτοιο παίγνιο παίζεται
από περισσότερους παίκτες. Αν είµαι ο παίκτης γραµµή και σκέφτοµαι αν ϑα προσφέρω
ένα χρηµατικό ποσό, γνωρίζω ότι όλοι στον Βορρά παίζουν Σ. Εποµένως πηγαίνοντας στο
∆, κινδυνεύω να τιµωρηθώ µε ϕυλάκιση και αποδόσεις UΓ(∆, Σ) = −10. Προφανώς ϑα
συµµορφοθώ και ϑα παίξω Σ.

Ας σκεφτούµε όµως και την αντίστροφη περίπτωση: ένας ϐόρειος επενδυτής που έρχε-
ται να επενδύσει στον Νότο. Εδώ όλοι ή σχεδόν όλοι παίζουν ∆. Εάν πιστεύω ότι ο άλλος
σίγουρα ϑα παίξει ∆, εγώ προχωρώντας µε «τον σταυρό στο χέρι» ϑα µπλέξω στα γρανάζια της
γραφειοκρατείας και ϑα καταλήξω να έχω αποδώσεις UΣ(Σ, ∆) = 0. ∆εν ϑα κάνω την δουλειά
µου. Θα προτιµήσω να παίξω ∆ αν είµαι σίγουρος ότι ο άλλος παίζει ∆ για να µπορέσω να
προχωρήσω.

Μπορεί αυτό το απλούστατο υπόδειγµα να µας εξηγήσει γιατί κάποιες κοινωνίες παίζουν
αναποτελεσµατικές ισορροπίες ; Πιθανώς µπορεί να µας δώσει αρκετά ενδιαφέρουσα δια-
ίσθηση. Κοινωνίες στις οποίες ο σεβασµός του νόµου έχει επικρατήσει ως σταθερή κοινωνική
σύµβαση, παίζουν συστηµατικά την ισορροπία ΣΣ. Οι κανόνες που ισχύουν έχουν ϑετικές
εξωτερικότητες (ϐλ. συζήτηση για εξωτερικότητες στο οµώνυµο κεφάλαιο) πάνω στην πα-
ϱαγωγικότητα, δεν σπαταλούνται πόροι για υφαρπαγή πλεονάσµατος µεταξύ των µελών της
κοινωνίας και είναι όλοι καλύτερα: U i(Σ, Σ) = 11.

Κοινωνίες όµως όπως του Νότου έχουν «κλειδώσει» σε µια «κακή» (αναποτελεσµατική)
ισορροπία. Ενώ είναι αναποτελεσµατικό για όλους µας να σπαταλάµε πόρους και χρόνο
σε παίγνια διαφθοράς αν είµαστε ϐέβαιοι ότι αυτός είναι ο µόνος τρόπος να προχωρήσουµε
(αλλιώς ϑα καταλήξουµε µε αποδόσεις 0), είναι ορθολογικό να παίξουµε ∆.

Τί ϑα χρειαζόταν για να περάσει µία κοινωνία από την ισορροπία (∆, ∆) στην ισορροπία
(Σ, Σ); Η απάντηση ϑα ήταν ότι κανένας δεν ϑα ϕύγει αν ϕύγει µονοµερώς. Θα πρέπει να
γίνει µια ταυτόχρονη µετατόπιση όλων των παικτών (ή τουλάχιστον µιας κριτικής µάζας) από
την ισορροπία (∆, ∆) στην ισορροπία (Σ, Σ). Κάτι τέτοιο απαιτεί τεράστιο συντονισµό. Κανένας
δεν το κάνει µόνος του γιατί ϑα τιµωρηθεί. Είναι ατοµικά ορθολογικό για τον κάθε πολίτη
να παίξει την κακή ισορροπία διότι αλλιώς ϑα έχει ακόµα χειρότερες αποδόσεις. Κι ας είναι
κοινωνικά επιβλαβές ή και καταστροφικό γιατί κλειδώνει την κοινωνία σε µια ισορροπία
χαµηλής ευηµερίας.

Η ύπαρξη πολλαπλών ισορροπιών µπορεί να είναι ένα χρήσιµο εργαλείο για να εξηγήσου-
µε πώς µερικές κοινωνίες οδηγούνται για ιστορικούς πιθανώς λόγους σε µία ισορροπία ενώ
άλλες κοινωνίες σε άλλη. Σκεφτείτε ας πούµε το παίγνιο σε ποια πλευρά του δρόµου οδηγο-
ύµε. Μπορείτε να κατασκευάσετε αποδόσεις ενός τέτοιου παιγνίου για 2 παίκτες ; Μπορείτε
να δείτε ότι κάποιες χώρες καταλήγουν να οδηγούν στην Αριστερή πλευρά ενώ άλλες κατα-
λήγουν στην δεξιά ;

1.6 ∆υναµικά παίγνια και τέλεια ισορροπία υποπαιγνίου

Ως τώρα µελετήσαµε παίγνια όπου οι παίκτες παίζουν ταυτόχρονα και το παιχνίδι λήγει µε-
τά την ταυτόχρονη κίνηση όλων των παικτών. Τα περισσότερα παίγνια όµως (π.χ. σκάκι)
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παίζονται στο χρόνο. Χρειαζόµαστε λοιπόν εργαλεία ανάλυσης παιγνίων που εκτυλίσσονται
στο χρόνο, δηλαδή ∆υναµικών Παιγνίων όπως τα αποκαλούµε. ΄Εχουµε την ισορροπία Nash
ως λύση των στατικών (ταυτόχρονων) παιγνίων. Μπορούµε να τη χρησιµοποιήσουµε ως λύση
δυναµικών παιγνίων ; Η απάντηση είναι µεν ϑετική, αλλά όπως ϑα δούµε η ισορροπία Nash
δεν είναι αρκετά ικανοποιητική από µόνη της ως λύσει δυναµικών παιγνίων : συχνά εµφα-
νίζονται ισορροπίες Nash που συµπεριλαµβάνουν παράλογο παίξιµο από µία ή περισσότερες
πλευρές.

Γιαυτό και ϑέλουµε µια έννοια ισορροπίας που να αποκλείει παράλογες συµπεριφορές
από παίκτες. Ας δούµε καταρχάς γιατί δε µας ικανοποιεί απόλυτα η ισορροπία Nash.

Παράδειγµα 1.14 Η απειλή των ϕοιτητών
Ξαφνικά όλοι οι ϕοιτητές της Μικροοικονοµικής ΙΙΙ, συνασπίζεστε και µου στέλνετε

έναν εκπρόσωπό σας που µου δηλώνει τα εξής : «Αν δε µας ϐάλετε πολύ εύκολα ϑέµατα
στις εξετάσεις, εµείς ϑα παραδόσουµε όλοι λευκή κόλλα. Αυτό έχει κακές συνέπειες για
σας διότι ϑα αµαυρωθεί η ϕήµη σας ως καθηγητής που δε µπορεί να διδάξει κανέναν και
έχει µηδενικό ποσοστό επιτυχίας στις εξετάσεις». Το παίγνιο απεικονίζεται σε εκτεταµένη
µορφή στο σχήµα:

E K

λ γ
-2

10( (

( (-5

-30

10

5( (

Καθηγητής

Φοιτητές
a

ξ

Η απειλή σας έχει ένα στοιχείο εκφοβιστικό για µένα διότι πραγµατικά η ϕήµη µου έχει
αξία για µένα 5, οπότε αν µου τη στερήσετε µου στερείτε αποδόσεις αξίας 5. Οι αποδόσεις
του παιγνίου δίνονται στο σχήµα 1.14. Ας τις αναλύσουµε. Το παίγνιο είναι δυναµικό
διότι πρώτα κινούµαι εγώ (αποφασίζω αν ϑα ϐάλω εύκολες εξετάσεις Ε ή κανονικές, Κ) και
εν συνεχεία κινείστε εσείς και αποφασίζεται αν ϑα πραγµατοποιήσετε την απειλή σας και
ϑα παραδώσετε λευκές κόλλες, λ ή ϑα γράψετε κανονικά, γ. Αν εγώ ενδώσω και παίξω Ε,
λαµβάνω -2 διότι ναι µεν έσωσα τη ϕήµη µου, αλλά έκανα κακά τη δουλειά µου, ενώ εσείς
περάσατε χωρίς κούραση και λάβατε απόδοση 10 (ϑεωρούµε ότι µετράτε τις αποδόσεις σας
κοντόφθαλµα και δεν ϐλέπετε τις αρνητικές επιπτώσεις που ϑα έχει η έλλειψη προσπάθειας
στο πτυχίο σας και στη Ϲωή σας). Εάν πάλι εγώ δεν ενδώσω, τότε καλείστε εσείς είτε να
πραγµατοποιήσετε την απειλή σας, είτε να γράψετε κανονικά. Στην πρώτη περίπτωση εγώ
λαµβάνω αποδόσεις -5 διότι αµαυρώθηκε η πολύτιµη ϕήµη µου και εσείς -30 διότι δεν
καταφέρατε τίποτα και έχετε άλλο ένα µάθηµα για το Σεπτέµβριο. Στη δεύτερη περίπτωση,
λαµβάνω 10 διότι έκανα καλά τη δουλειά µου και έσωσα τη ϕήµη µου και εσείς λαµβάνετε
5 διότι περάσατε το µάθηµα, αλλά µε κόπο.

Σε αυτό το παίγνιο, οι στρατηγικές είναι λίγο πιο σύνθετες απ΄ ό,τι στα στατικά παίγνια.
Για µεν τον καθηγητή, οι στρατηγικές είναι δύο: είτε Ε είτε Κ. Για τους ϕοιτητές όµως
που κινούνται δεύτεροι, οι στρατηγικές έχουν πιο πολλές υποπεριπτώσεις. Θυµηθείτε ότι
στρατηγική είναι για τους ϕοιτητές ένα πλήρες σχέδιο δράσης, δηλαδή, πρέπει να τους δίνει
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οδηγίες για κάθε περίπτωση στην οποία ϑα κληθούν να παίξουν. Πρέπει λοιπόν να τους δίνει
οδηγία για την περίπτωση που ο καθηγητής ϑα παίξει Ε. Οπότε οι στρατηγικές σας είναι οι
εξής :

Στρ. 1: [λ αν ο καθ. παίξει Κ]
Στρ. 2: [γ αν ο καθ. παίξει Κ]
Για να ϐρούµε όλες (όχι µόνο τις τέλειες) τις ισορροπίες Nashτου παιγνίου, ϐοηθάει να

απεικονίσουµε το παίγνιο σε στρατηγική µορφή:

λ γ
Ε -2, 10 -2, 10
Κ -5, -30 10, 5

Πίνακας 1.12: Η απειλή των ϕοιτητών σε απεικόνηση στρατηγικής µορφής

Οι ισορροπίες Nash είναι οι εξής δύο (ϕαίνονται µε κόκκινο στο σχήµα):
Ισορροπία Nash 1: Ε για καθ. και [λ αν Κ] για ϕοιτητές.
Ισορροπία Nash 2: Κ για καθ. και [γ αν Κ] για ϕοιτητές.
Το δεύτερο προφίλ Nash πρέπει να είναι ξεκάθαρο γιατί συνιστά ισορροπία. ∆εδοµένου

ότι εσείς γράφετε κανονικά, εγώ προτιµώ να παίξω Κ διότι λαµβάνω 10 αντί για -2. Και
δεδοµένου ότι εγώ παίζω Κ, εσείς προτιµάτε να γράψετε διότι λαµβάνετε 5 αντί -30.

Το πρώτο προφίλ όµως επίσης συνιστά ισορροπία Nash. ∆είτε γιατί. ∆εδοµένου ότι αν εγώ
παίξω Κ εσείς ϑα µε τιµωρήσετε παίζοντας λ, εγώ προτιµώ να ϐάλω Ε ϑέµατα και να πάρω
-2 αντί για -5. Και δεδοµένου ότι εγώ παίζω Ε, εσείς ό,τι κι αν απειλήσετε να κάνετε αν εγώ
έπαιζα Κ, είναι το ίδιο και το αυτό, διότι ποτέ δεν καλείστε να πραγµατοποιήσετε την απειλή
σας αφού εγώ παίζω Ε. ΄Αρα δεδοµένου ότι εγώ παίζω Ε, εσείς δεν έχετε στρατηγική που να
σας δίνει περισσότερη χρησιµότητα από τη στρατηγική 1 και άρα η Ισορροπία Nash 1 είναι
όντως ισορροπία.

Η έννοια της ισορροπίας Nash δηλαδή υπονοεί ότι αν εσείς µπορείτε να µε πείσετε
κάπως ότι εννοείτε την απειλή σας, τότε εγώ ϑα ϐάλω εύκολα ϑέµατα (αν µε πείσετε ότι εσείς
ϐρίσκεστε στη στρατηγική 1, τότε εγώ ϑέλω να παίξω Ε). Αυτή η ισορροπία ωστόσο έχει κάτι
που δε µας αρέσει : Αν παιχτεί αυτή η ισορροπία, σηµαίνει ότι ο καθηγητής «τρώει» µια
απειλή που είναι παράλογη. Πού έγκειται το παράλογο αυτής της απειλής ; Στο ότι εσείς
κάνετε µια απειλή που αν την πραγµατοποιήσετε ϐλάπτετε τον εαυτό σας. Η ισορροπία ενέχει
λοιπόν µια στρατηγική για τους ϕοιτητές που είναι ϐλαβερή γιαυτούς (τους δίνει -30 αντί για
5). Καθότι όµως η µπλόφα τους ποτέ δεν ξεσκεπάζεται, αποτελεί ισορροπία Nash.

Ως στρατηγική ωστόσο, η στρατηγική ισορροπίας των ϕοιτητών ενέχει ένα παίξιµο (ή
µάλλον µια απειλή για παίξιµο) που δεν είναι πιστευτή διότι είναι παίζοντας αυτό κάνουν
κακό στον εαυτό τους. Ο λόγος που αυτή η απειλή είναι κοµµάτι της ισορροπίας, είναι
διότι ϐρίσκεται εκτός του «µονοπατιού της ισορροπίας» (off-the-equilibrium-path). Τί είναι
τα µονοπάτια της ισορροπίας ; Είναι οι δρόµοι (κινήσεις-κόµβοι) που µας οδηγούν στις δύο
ισορροπίες. Στο σχήµα 1.14 τα δύο µονοπάτια ισορροπίας έχουν χρώµα µπλε και κόκκινο.
Βλέπετε λοιπόν ότι σε κανένα από τα µονοπάτια ισορροπίας δεν παίζεται η απειλή. Γιαυτό
και µπορούν οι ϕοιτητές να την κάνουν, διότι η µπλόφα τους δεν ξεσκεπάζεται σε ισορρο-
πία. Η έννοια της ισορροπίας Nash δε µπορεί να «πιάσει» αυτό το πρόβληµα και εποµένως
υπάρχουν συχνά σε παίγνια ισορροπίες Nash που ενέχουν µια κακή στρατηγική για έναν
ή περισσότερους παίκτες (εδώ για τους ϕοιτητές). Κάτι τέτοιο ϑα ϑέλαµε να το αποκλε-
ίσουµε και γιαυτό κάνουµε µια εκλέπτυνση της ισορροπίας Nash ώστε να αποκλείσουµε τις
ισορροπίες που έχουν αυτό το ανεπιθύµητο χαρακτηριστικό (τέτοιες ισορροπίες µπορούν να
προκύψουν µόνον αν ο ένας παίκτης δεν είναι αρκετά εκλεπτυσµένος ώστε να δεί ότι ο άλλος
παίκτης παίζει µια στρατηγική που αν κληθεί να την παίξει πραγµατικά δεν τον συµφέρει).
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Εµείς ϑέλουµε σε όλα τα σηµεία του παιγνίου να παίζεται η άριστη στρατηγική. ∆είτε ότι
η στρατηγική 1, ενέχει ένα µη ορθολογικό παίξιµο από τους ϕοιτητές αν τύχει και ϐρεθούν
στον κόµβο a, ωστόσο στην ισορροπία 1 δε ϕτάνουν ποτέ στον κόµβο a (ενώ ϑα ϑέλαµε να
παίζουν ορθολογικά και εκεί).

Η νέα έννοια ισορροπίας λοιπόν που χρησιµοποιούµε στα δυναµικά παίγνια είναι η
έννοια της ισορροπίας υποπαιγνίου (subgame perfect equilibrium) ή SPE. Για να ορίσουµε
αυτήν την ισορροπία πρέπει να ορίσουµε τί είναι υποπαίγνιο.

Ορισµός 1.12 — Υποπαίγνιο. ΄Ενα υποπαίγνιο (subgame) ενός παιγνίου σε εκτατική µορφή
είναι ένα υποσύνολο του παιγνίου που:

1. Αρχίζει από ένα σύνολο πληροφόρησης που περιέχει ένα µόνο κόµβο.
2. Περιέχει όλους τους κόµβους που έπονται.
3. Αν περιέχει έναν κόµβο x, τότε κάθε άλλος κόµβος που ανήκει στο ίδιο σύνολο

πληροφόρησης µε τον x ανήκει επίσης στο υποπαίγνιο

Στο σχήµα 1.7 δείτε δύο παραδείγµατα υποσυνόλων ενός παιγνίου που δεν είναι υπο-
παίγνια και ένα παράδειγµα υποπαιγνίου. Το κόκκινο σύνολο στο σχήµα.4.1(αʹ) παραβιάζει
την απαίτηση ένα υποπαίγνιο να αρχίζει από έναν µοναδική κόµβο.

Το υποσύνολο του παιγνίου στο σχήµα 4.1(ϐʹ) αρχίζει µεν από σύνολο πληροφόρησης
που περιέχει µοναδικό κόµβο, αλλά δεν περιλαµβάνει όλους τους επόµενους κόµβους. Τέλος
στο σχήµα 1.7(γʹ) έχουµε παραβίαση της τρίτης απαίτησης που έχουµε για να αποτελεί ένα
υποσύνολο του παιγνίου υποπαίγνιο. Στο παίγνιο αυτό κινείται πρώτα ο παίκτης 1. Στη
συνέχεια ο παίκτης 2 κινείται έχοντας δει την κίνηση του παίκτη 1. Τέλος ο παίκτης 3 κινείται
ξέροντας τί έχει επιλέξει ο παίκτης 2 αλλά µη έχοντας δει τί έχει παίξει ο παίκτης 1: δείτε
ότι ο παίκτης 3 ανάλογα µε το τί έχει προηγηθεί ϐρίσκεται είτε στο σύνολο πληροφόρησης
H1 είτε στο σύνολο πληροφόρησης H2. Αυτό σηµαίνει ότι γνωρίζει την κίνηση του παίκτη 2.
Αν ο παίκτης 2 έχει παίξει Α, ο παίκτης 3 το γνωρίζει αφού ξέρει ότι ϐρίσκεται στο σύνολο
πληροφόρησης H1. Ωστόσο δεν γνωρίζει αν ο παίκτης 1 είχε παίξει L ή R κι εποµένως δεν
γνωρίζει αν ϐρίσκεται στο b1 ή στο b2. (Ανάλογα αν ο παίκτης 2 είχει παίξει ∆).

Στο σχήµα που ακολουθεί, µε διακεκοµµένα πλαίσια ϕαίνονται όλα τα υποπαίγνια του
παιγνίου. Με πορτοκαλί χρώµα τα υποπαίγνια που αρχίζουν στους τελικούς κόµβους και µε
πράσινο το υποπαίγνιο που αρχίζει στον προτελευταίο κόµβο. Παρατηρήστε ότι, ασφαλώς,
και το όλο παίγνιο είναι υποπαίγνιο αφού πληροί όλες τις υποθέσεις που αναφέραµε στον
ορισµό του υποπαιγνίου.

Ορισµός 1.13 — Τέλεια ισορροπία υποπαιγνίου (Subgame Perfect Equilibrium - SPE). ΄Ενα προφίλ
στρατηγικών (µία για κάθε παίκτη) αποτελεί ισορροπία Τέλεια Ισορροπία Υποπαιγνίου
SPE όταν είναι ισορροπία σε κάθε υποπαίγνιο του όλου παιγνίου (και του όλου παίγνιου
ασφαλώς).

∆είτε ότι ενώ η ισορροπία 2 αποτελεί SPE, η ισορροπία 1 δεν αποτελεί γιατί στο υποπα-
ίγνιο που αρχίζει στον κόµβο a, δίνει συνταγή στρατηγικής που δεν είναι Nash ισορροπία.

Ηθικό δίδαγµα: Μην επιχειρείτε απειλές που δεν πραγµατοποιούνται σε καθηγητές
µικροοικονοµικής που ξέρουν τί σηµαίνει SPE. (∆οκιµάστε ίσως σε οικονοµέτρες)!

Για να γίνει πιο κατανοητή η λύση δυναµικών παιγνίων και η εύρεση τέλειων ισορροπιών
υποπαιγνίου ϑα περιγράψουµε την επίλυση των δυναµικών παιγνίων από το τέλος προς την
αρχή, σε µια διαδικασία που ονοµάζεται οπισθογενής επαγωγή (backwards induction).
Πηγαίνουµε στους τελικούς κόµβους και απαιτούµε από τον παίκτη που κινείται εκεί να
κρατήσει µόνο όσες κινήσεις είναι άριστες (µεγιστοποιούν την χρησιµότητά του). Μόνον
αυτές οι κινήσεις µπορούν να είναι µέρος στρατηγικής σε τέλεια ισορροπία υπό παιγνίου.
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΄Εχοντας διαγράψει από τους τελευταίους κόµβους όσες κινήσεις δεν είναι µη ϐέλτιστες,
προχωράµε στους κόµβους πριν από αυτούς. Εκεί όποιος παίκτης κινείται ξέρει ότι αν
κινηθεί οι τελικοί παίκτες ϑα παίξουν µόνο τις κινήσεις που έχουν αποµείνει. Επιλέγει λοιπόν
τις άριστες κινήσεις δεδοµένου ότι οι παίκτες που κινούνται στους τελικούς κόµβους ϑα
παίξουν επίσης άριστα, και διαγράφουµε όποια κίνηση στους κόµβους πριν από το τέλος δεν
είναι άριστες. Συνεχίζουµε την διαδικασία από το τέλος προς την αρχή έως ότου αποµείνουν
µόνο τα προφίλ στρατηγικών που περιέχουν µόνο άριστες κινήσεις σε κάθε υποπαίγνιο.

Στο επόµενο παράδειγµα δείχνουµε πώς λύνουµε για τέλεια ισορροπία υποπαιγνίου.

Παράδειγµα 1.15 ΄Εστω το παίγνιο που περιγράφεται από το σχήµα. Υπολογίστε τις τέλειες
ισορροπίες υποπαιγνίου (S.P.N.E.)

(   )8
5(   )4

6 (   )-2
4

Π1

(   )3
5

α                 δ

L R

Π2
Κ1 Κ2

α                 δ

Θα λύσουµε για τέλεια ισορροπία υποπαιγνίου µε οπισθογενή επαγωγή. Πηγαίνουµε και
εξετάζουµε έναν έναν τους τελικούς κόµβους. Το παίγνιο έχει δύο τελικούς κόµβους τον Κ1
και τον Κ2. Αρχίζουµε από τον Κ1. Εκεί παίζει ο παίκτης 2. Αν ϐρεθεί να παίζει στον Κ1,
ϑα παίξει οπωσδήποτε α γιατί αυτή η κίνηση του δίνει 6 ενώ αν παίξει δ ϑα πάρει µόνο 4.
Εποµένως στον κόµβο Κ1, µπορούµε να διαγράψουµε την κίνηση δ. Αν πάλι ο παίκτης 2
ϐρεθεί να παίζει στον άλλο τελικό κόµβο, στον Κ2, οποιαδήποτε από τις κινήσεις α και δ,
είναι πιστευτή διότι και οι δύο του δίνουν από 5 µονάδες χρησιµότητας. ΄Εχοντας σβήσει τις
κυριαρχούµενες στρατηγικές στους τελικούς κόµβους, το παίγνιό µας παίρνει την ακόλουθη
µορφή:
Εποµένως οι µοναδικές στρατηγικές του παίκτη 2 που επιβιώνουν την οπισθογενή επαγωγή
είναι οι αα και αδ ή πιο αναλυτικά:
αα = [παίξε α αν ϐρεθείς στον Κ1 και α αν ϐρεθείς στον Κ2], και
αδ = [παίξε α αν ϐρεθείς στον Κ1 και δ αν ϐρεθείς στον Κ2]

Για να ϐρούµε τις τέλειες ισορροπίες υποπαιγίου ϑα πρέπει και ο παίκτης 1 να παίζει
άριστα δεδοµένης της στρατηγικής του παίκτη 2. Αν ο παίκτης 2 παίξει αα, η άριστη στρατη-
γική για τον παίκτη 1 είναι να παίξει L. Αν πάλι ο παίκτης 2 παίξει αδ, η άριστη στρατηγική
για τον παίκτη 1 είναι να παίξει R. Εποµένως οι τέλειες ισορροπίες υποπαιγνίου είναι τα
προφίλ :
[L, αα]
[R, αδ]

Παράδειγµα 1.16 Η Σαρανταποδαρούσα. Το παρακάτω παίγνιο είναι γνωστό ως σαραντα-
ποδαρούσα (centipede) και είναι ένα δυναµικό παίγνιο κατά το οποίο 2 παίκτες εναλ-
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λάσονται στις αποφάσεις. Αν κάποιος από τους παίκτες παίξει κάτω (Κ) σε οποιοδήποτε
στάδιο, το παίγνιο τελειώνει. ΄Οσο παίζουν δεξιά (∆) συνεχίζεται για 100 ϐήµατα. Κάθε
ϕορά που κάποιος συνεχίζει προς τα δεξιά αυξάνει τις συνολικές αµοιβές των δύο παικτών
αλλά µειώνει τις δικές του. ΄Ετσι οι παίκτες έχουν κίνητρο να πάνε ως κοινωνία δεξιά
(µεγέθυνση) αλλά έχουν ταυτόχρονα κι ένα διανεµητικό κίνητρο να λήξουν το παίγνιο για
να πάρουν µεγαλύτερο κοµµάτι της πίτας από τον άλλο παίκτη. Τί προβλέπει η τέλεια
ισορροπία υποπαιγνίου για την Σαρανταποδαρούσα ;

(   )1
1 (   )0

3 (   )2
2 (   )1

4 (    )98
101

(     )100
100

(    )99
99(    )97

100(    )98
98

Π1 Π2 Π1 Π2 Π1 Π2 Π1 Π2Δ Δ Δ Δ Δ Δ Δ Δ

Κ Κ Κ Κ Κ Κ Κ Κ

Για να λύσουµε την Σαρανταποδαρούσα µε οπισθογενή επαγωγή, ϑα πάµε στον τελικό
κόµβο στον οποίον ο παίκτης 2 επιλέγει είτε δεξιά µεγιστοποιώντας το συνολικό κοινωνικό
πλεόνασµα (200) το οποίο ισοµοιράζεται, είτε κάτω µεγιστοποιώντας τις δικές του αποδόσεις
(101) µε µικρή αρνητική επίπτωση πάνω στο συνολικό κοινωνικό πλεόνασµα που κάτω είναι
199. Προφανώς ένας παίκτης που µεγιστοποιεί τις αποδόσεις του ϑα επέλεγε κάτω. Επο-
µώνς στον τελικό κόµβο, το ∆ για τον παίκτη 2 δεν ϑα επιλεγεί ποτέ και µπορούµε να το
διαγράψουµε:

(   )1
1 (   )0

3 (   )2
2 (   )1

4 (    )98
101(    )99

99(    )97
100(    )98

98

Π1 Π2 Π1 Π2 Π1 Π2 Π1 Π2Δ Δ Δ Δ Δ Δ Δ

Κ Κ Κ Κ Κ Κ Κ Κ

Προχωρώντας ένα επίπεδο, πάνω, στον προτελευταίο κόµβο κινείται ο παίκτης 1. Αυτός
γνωρίζει ότι εάν παίξει ∆, ο παίκτης 2 ϑα πάει κάτω δίνοντάς στον παίκτη 1 µόνο 98 µονάδες
χρησιµότητα. Αν όµως ο παίκτης 1 στον προτελευταίο κόµβο λήξει αυτός το παίγνιο επιλέγο-
ντας Κ, ϑα πάρει 99. ΄Ενας ορθολογικός παίκτης 1 ποτέ δεν ϑα έπαιζε ∆ στον προτελευταίο
κόµβο. Συνεχίζοντας έτσι την συλλογιστική µας από το τέλος προς την αρχή, διαγράφουµε
πάντα το ∆ έως ότου ϕτάσουµε στον αρχικό κόµβο:

(   )1
1 (   )0

3

Π1 Π2Δ

Κ Κ

Στον αρχικό κόµβου του παιχνιδιού ένας τέλεια ορθολογικός παίκτης που γνωρίζει ότι
και ο άλλος παίκτης είναι τέλεια ορθολογικός κ.ο.κ., δεν ϑα έπαιζε ποτέ ∆ γιατί γνωρίζει ότι
λόγω ακριβώς της οπισθογενούς επαγωγής ο παίκτης 3 ϑα επέλεγε Κ, αφήνοντας τον παίκτη
2 µε αποδόσεις 0. Αν όµως ο παίκτης 1 παίξει Κ, ϑα πάρει 1 που το προτιµάει. Βλέπουµε
εδώ ότι δυο τέλεια ορθολογικοί παίκτες µε γνώση της ορθολογικότητάς τους λήγουν την
Σαρανταποδαρούσα µε πολύ χαµηλές αποδόσεις σε σχέση µε το τί ϑα µπορούσαν να λάβουν
εάν συνέχιζαν προς τα δεξιά.

Η Σαρανταποδαρούσα είναι ένα ιδιαίτερα ενδιαφέρον παίγνιο για πολλούς λόγους. Α-
ϕενός πιάνει την ανταλλαγή µεταξύ µεγεθυντικού και αναδιανεµητικού κινήτρου σε µια
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κοινωνία. Η κίνηση ∆ είναι µια κίνηση συνεργασίας που µεγεθύνει το συνολικό µέγεθος
της πίτας, Η κίνηση Κ είναι κίνηση που αυξάνει το µερίδιο που λαµβάνει ο παίκτης που
κινείται, ϑυσιάζοντας όµως την δυνατότητα να µεγεθυνθεί περαιτέρω το συνολικό κοινωνικό
πλεόνασµα. Το παίγνιο σχεδιάστηκε και χρησιµοποιήθηκε για πολύ καιρό ως παράδειγµα
αποτυχίας της ϑεωρίας παιγνίων να προβλέψει το πώς ϑα έπαιζανν δυναµικά ορθολογικοί
παίκτες. ΄Εχει ασκηθεί δριµύτατη κριτική για το κατά πόσο είναι ορθολογικός ο τρόπος που
προβλέπει η ϑεωρία παιγνίων ότι ϑα παικτεί ένα τέτοιο παίγνιο. Στο επόµενο κεφάλαιο, ϑα
ξαναεπισκεφτούµε την σαρανταποδαρούσα για να δούµε πως παίχτηκε σε µια σειρά κλασι-
κών αλλά και πιο προσφάτων, καινοτόµων πειραµάτων.

Παράδειγµα 1.17 Παίγνιο εισόδου Το σχήµα απεικονίζει ένα παίγνιο εισόδου επιχείρησης
σε εγκαθιδρυµένο κλάοδ. Ο παίκτης 1, η εισερχόµενη επιχείρηση αποφασίζει αν ϑα
µπει σε έναν κλάδο στον οποίον δραστηριοποιείται ήδη µια κατεστηµένη επιχείρηση.
Ο παίκτης 2 (κατεστηµένη επιχείρηση παρατηρεί την κίνηση του εισερχόµενου και σε
περίπτωση εισόδου απογασίζει είτε να διευκολύνει (δ) την είσοδο χωρίς πόλεµο τιµών, είτε
να προβεί σε πόλεµο τιµών (π). Σε περίπτωση πολέµου από την κατεστηµένηε επιχείρηση,
η εισερχόµενη µπορεί είτε να υποχωρήσει (υ), είτε να κλιµακώσει (κ) τον πόλεµο.
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εκτός

δ                 π

Π2

εντός
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Π1
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Ο πίνακας 1.13 απεικονίζει το παίγνιο σε κανονική µορφή. Εύκολα ϐλέπουµε ότι το παίγνιο
έχει τρεις ισορροπίες Nash. Οι αποδόσεις στις ισορροπίες απεικονίζονται µε κόκκινο χρώµα.

δ π
εκτος, υ 0, 6 0, 6
εκτός, κ 0, 6 0, 6
εντός, υ 5, 2 -2, 4
εντός, κ 5, 2 -4, 0

Πίνακας 1.13: Παίγνιο εισόδου
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∆είτε ότι ενώ ο παίκτης 2 έχει δύο µόνο στρατηγικές (διευκόλυνση, πόλεµο), οι στρατηγι-
κές του παίκτη 1 είναι πιο σύνθετες. Κάθε στρατηγική του παίκτη 1 πρέπει να προσδιορίζει
µια δράση του στον αρχικό κόµβο και µια δράση του στον κόµβο που αυτός ϑα κληθεί να
παίξει αν ο παίκτης 1 κάνει πόλεµο τιµών. Εποµένως ο παίτκης 1 έχει 4 στρατηγικές. Πα-
ϱόλου που οι πρώτες δύο στρατηγικές του αποφέρουν πανοµοιότυπες αποδόσεις στους 2
παίκτες, τις παραθέτουµε γιατί στο δυναµικό παίγνιο το τί ϑα παίξει ο παίκτης 1 στον κόµβο
Κ3 µπορεί να έχει επίπτωση στη επιλογή του παίκτη 2 στον κόµβο Κ2.

Ιδιαίτερα µας ενδιαφέρει η ισορροπία (εντος κ, δ) διότι περιέχει µια µη πιστευτή απειλή.
Στην ισορροπία αυτή, ο παίκτης 1 µπαίνει στην αγορά και απειλεί ότι σε περίπτωση που
η κατεστηµένη επιχείρηση αρχίσει πόλεµο τιµών, αυτός ϑα κλιµακώσει. Κάτι τέτοιο όµως
ϑα ήταν πολύ πιο Ϲηµιογόνο και για τον δύο και κανένας ορθολογικός παίκτης δεν ϑα
πραγµατοποιούσε αυτήν την απειλή.

Για να λύσουµε αυτό το παίγνιο για τέλειες ισορροπίες υποπαιγνίου, πάµε στον κόµβο
Κ3 όπου παρατηρούµε ότι αν ϐρεθεί στην ϑέση να επιλέξη ο παίκτης 1 ϑα υποχωρήσει,
υφιστάµενος Ϲηµιές -2, που είναι προτιµότερο από τις Ϲηµιές που ϑα υποστεί αν κλιµακώσει
(-4). Εποµένως σε περίπτωση πολέµου τιµών, η κατεστηµένη επιχείρηση γνωρίζει ότι ο εισερ-
χόµενος ϑα υποχωρήσει αναγκαστικά. Εποµένως στον κόµβο Κ2, η κατεστηµένη επιχείρηση
ϑα επιλέξει πόλεµο τιµών αντί για διευκόλυνση αφού έτσι καταλήγει µε 4 αντί 2 µονάδες
κερδών. Αυτό µε την σειρά του οδηγεί την εισερχόµενη επιχείρηση να µείνει εκτός µε µηδε-
νικά κέρδη, κάτι προτιµότερο από τις Ϲηµίες που ϑα υποστεί αν εισέλθει (-2). Εποµένως η
µοναδική στρατηγική της εισερχόµενης επιχείρησης που είναι συµβατή µε τελειότητα, είναι
(εκτός, υ) και η µοναδική τέλεια ισορροπία υποπαιγνίου είναι η [(εκτός, υ), π], στην οποία η
κατεστηµένη επιχείρηση δεν «τρώει» την απειλεί της εισερχόµενης.

Με τα δυναµικά παίγνια τέλειας πληροφόρησης κλείνουµε την εισαγωγή στην Θεωρία
Παιγνίων. Καλύψαµε τα ϐασικά εργαλεία που ϑα µας επιτρέψουν να δούµε υποδείγµατα
ολιγοπωλίου καθώς και στρατηγικές αλληλεπιδράσεις στην παραγωγή δηµοσίων αγαθών.
Οι εφαρµογές της ϑεωρίας παιγνίων είναι πολλές και στην Μικροοικονοµική ΙΙΙ ϑα µας
ϐοηθήσουν να κατανοήσουµε καλύτερα µια σειρά οικονοµικών εφαρµογών που αφορούν σε
καταστάσεις στρατηγικής αλληλεπίδρασης.

1.7 Βιβλιογραφία θεωρίας παιγνίων

Καλά προπτυχιακά εγχειρίδια ϑεωρίας παιγνίων είναι οι Dutta 1999 και Osborne 2003.
Ο Gibbons 2009 είναι κλασικό παλιό εγχειρίδιο µε ίσως λίγο ξεπερασµένη µατιά. Ακόµα
καλύτεροι ίσως οι Mas-Colell, Michel Whinston και Jerry Green 1995. Αν και µεταπτυ-
χιακό εγχειρίδιο, τα κοµµάτια που µας ενδιαφέρουν σε παίγνια εξήγούνται πολύ καλά. Οι
Maschler, Eilon Solan και Shmuel Zamir 2020 είναι ένα ό,τι πιο πλήρες, αν και αρκετά πιο
προχωρηµένο εγχειρίδιο. Ο Kreps 2009 αποτελεί από τις πιο διεισδυτικές µατιές στην ϑεω-
ϱία παιγνίων. Είναι µεταπτυχιακό ανάγνωσµα από έναν πολύ µεγάλο παιγνιοθεωρητικό. Οι
συζητήσεις και τα παραδείγµατά του µπορούν να σας ϐοηθήσουν να κατανοήσετε ϐαθύτερα
λεπτές έννοιες της ϑεωρίας παιγνίων και συνιστάται ιδιαίτερα σε δεύτερη ή τρίτη ανάγνωση.
Για όσους ϑέλουν πραγµατικά να εµβαθύνουν σε ϑεωρία παιγνίων οι Myerson 1991 και Fu-
denberg και Tirole 1991 είναι δύο πολύ προχωρηµένα και µαθηµατικά απαιτητικά ϐιβλία
γραµµένα από δύο νοµπελίστες που καλύπτουν µε τεχνικό τρόπο τόσο τις ϐασικές έννοιες
όσο και ειδικά ϑέµατα.

1.8 Ασκήσεις

1.1. Απεικονίστε την µάχη των ϕύλων σε αναπαράσταση εκτεταµένης µορφής.
1.2. Βρείτε τις µεικτές ισορροπίες Nash (Ι. Ν.) για το ακόλουθο παίγνιο :
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Α ∆
Π 2,1 0,2
Κ 1,2 3,0

1.3. Στο ακόλουθο παίγνιο, ποιες στρατηγικές επιβιώνουν από ∆.∆.Κ.Σ. (iterated elimination
of strictly dominated strategies); Ποιες είναι οι Ι. Ν. του παιγνίου ;

Α Κ ∆
Π 2,0 1,1 4,2
Μ 3,4 1,2 2,3
Κ 1,3 0,2 3,0

1.4. Στο παχνίδι η µάχη των ϕύλων (µεταξύ όπερας και ποδοσφαίρου) µε τις ακόλουθες
αποδόσεις ϐρείτε όλες τις Ι. Ν. (Σε αµιγείς και µικτές στρατηγικές)

Ο Α
Ο 2,1 0,0
Α 0,0 1,2

1.5. ΄Εστω το παρακάτω παίγνιο :

Α Μ ∆
Π 3,0 0,-3 0,-4
Κ 2,4 4,5 -1,8

(αʹ) Υπάρχουν κυρίαρχες αµιγείς στρατηγικές ; Η στρατηγική κέντρο για τη στήλη
κυριαρχείται από αµιγείς στρατηγικές ;

(ϐʹ) *Μπορείτε να ϐρείτε κάποια στρατηγική που κυριαρχείται από µικτές στρατηγι-
κές ;

1.6. * ΄Εστω το παρακάτω στατικό παίγνιο πλήρους πληροφόρησης:

Α ∆
Π c1, c2

c1
2 , 0

Κ 0,0 3, 2

(αʹ) Για ποιες τιµές των παραµέτρων c1,c2 είναι το προφίλ (Π,Α) µοναδική ισορροπία
nash του παραπάνω παιχνιδιού ;

(ϐʹ) Για ποιες τιµές των παραµέτρων είναι το (Κ,∆) µοναδική ισορροπία του παιγνίου ;
(γʹ) Υπάρχουν τιµές των παραµέτρων c1,c2, για τις οποίες το (Π,Α) και το (Κ,∆) αποτε-

λούν και τα δύο ισορροπίες Nash του παιγνίου.
(δʹ) **Βρείτε τις µεικτές ισορροπίες Nash του παιγνίου.

1.7. Για τα πιο πάνω 2x2 παίγνια, σχεδιάστε τις άριστες αντιδράσεις στο χώρο των µεικτών
στρατηγικών των δύο παικτών.

1.8. *Για τα παραπάνω παίγνια σχεδιάστε τις αποδόσεις των καθαρών στρατηγικών του
παίκτη i ως συνάρτηση των µεικτών στρατηγικών του παίκτη j ̸= i (όπως κάναµε στην
παρουσίαση του άρθρου για τους τερµατοφύλακες και τους επιθετικούς).

1.9. (∆όθηκε στην τάξη) Βρείτε την Ι. Ν. του ολιγοπωλίου Cournot µε n συµµετρικούς ως
προς το οριακό κόστος ολιγοπωλητές (ci(qi) = c̄qi) και αντίστροφη συνάρτηση Ϲήτησης
P(Q) = 1−Q.

1.10. Βρείτε την Ι. Ν. του ολιγοπωλίου Cournot µε δύο και τρεις µη συµµετρικούς ολιγο-
πωλητές µε οριακό κόστος ci(qi) = ciqi υποθέτοντας εσωτερική λύση, µε συνάρτηση
Ϲήτησης P(Q) = A−Q, A µεγάλο.
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1.11. Βρείτε την Ι. Ν. για το δυοπώλιο Bertrand (οι δυοπωλητές αποφασίζουν την τιµή στην
οποία ϑα παραγάγουν) όπου οι δύο ολιγοπωλητές έχουν οριακό κόστος c1 και c2, µε
c1 < c2 και η αντίστροφη συνάρτηση Ϲήτησης είναι P = 1−Q.

1.12. Για το παίγνιο που απεικονίζεται στο σχήµα 1.10, ϐρείτε όλες τις ισορροπίες Nash.
Ποιες από αυτές είναι Subgame Perfect Nash Equilibria;

1.13. ΄Εστω το παρακάτω παίγνιο σε κανονική µορφή:

b1 b2 b3
a1 10, 10 2, 12 0, 13
a2 12, 2 5, 5 0, 0
a3 13, 0 0, 0 1, 1

(αʹ) Ποιες είναι οι Ι. Ν. του παραπάνω παιγνίου ;
(ϐʹ) *΄Εστω ότι οι δύο παίκτες παίζουν το παραπάνω παίγνιο δύο ϕορές. Μπορεί το

a1,b1 να προκύψει ως µέρος ισορροπίας Nash την πρώτη ϕορά που παίζεται το
παίγνιο ; Πώς ;

(γʹ) **Η παραπάνω ισορροπία (που περιλαµβάνει το a1,b1), είναι subgame perfect;
Γιατί ναι ή γιατί όχι ;

(δʹ) Μπορείτε να σκεφτείτε άλλες τέλειες ισορροπίες υποπαιγνίου για το επαναλαµβα-
νόµενο παίγνιο·

1.14. *Στο σχήµα 1.11 ο Παίκτης 1 κινείται στους κόµβους 1 και 3 (εάν ο Π 2 τον ϕέρει στον
3), ενώ ο παίκτης 2 κινείται στον κόµβο 2. Υποθέστε ότι σ =−1. Βρείτε τις ισορροπίες
Nash για αυτό το παίγνιο.

1.15. Ποιες από τις παραπάνω ισορροπίες επιβιώνουν του κριτηρίου του subgame perfection;
1.16. *Αν τώρα σ = 2 ποιες είναι οι ισορροπίες Nash και ποιες από αυτές είναι Subgame

perfect;

1.17. (Παίγνιο µε συνεχείς στρατηγικές). ΄Εστω το εξής παίγνιο διαπραγµάτευσης για το
µοίρασµα ενός ποσού. ∆ύο παίκτες ϑέλουν να µοιράσουν €100 µεταξύ τους. Ο µηχα-
νισµός που επιλέγουν είναι ο εξής : και οι δύο ταυτόχρονα γράφουν σε ένα χαρτί ένα
ποσό µεταξύ 0 και €100 ο καθένας. Εάν τα ποσά των δύο παικτών αθροίζουν συνολικά
σε ποσό µικρότερο ίσο των €100, οι δύο παίκτες λαµβάνουν το ποσό που έγραψε ο
καθένας στο χαρτί. Εάν τα ποσά αθροίζουν σε ποσό µεγαλύτερο των €100 δεν λαµβάνει
κανείς τίποτα. Βρείτε τις ισορροπίες Nash του παιγνίου.



44 Κεφάλαιο 1. Στοιχεία Θεωρίας Παιγνίων

(αʹ) ∆εν αρχίζει από ένα κόµβο. (ϐʹ) ∆εν περιλαµβάνει όλους τους επόµενους
κόµβους.

a
Παίκτης 2

Παίκτης 1

Α Δ

gd e f

Π             Κ Π             Κ

a

Παίκτης 3

Α Δ

gd e f

Π             Κ Π             Κ

c1
b2 c2

L R

H1

H2

b1

(γʹ) Σπάει τα σύνολα πληροφόρησης H1,H2.

Σχήµα 1.7: Παραδείγµατα υποσυνόλων που δεν είναι υποπαίγνια
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Σχήµα 1.8: Παράδειγµα σωστών υποπαιγνίων.
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Π2
Κ1 Κ2

Σχήµα 1.9: Τέλειες στρατηγικές για παίκτη 2.
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Σχήµα 1.10
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Α Δ
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Σχήµα 1.11



2. Η Θεωρία Παιγνίων στην Πράξη

2.1 Πόσο καλά περιγράφει η θεωρία παιγνίων την πραγµατικότητα;

Στο προηγούµενο κεφάλαιο αναπτύξαµε µια σειρά εργαλείων που µας ϐοηθούν να προ-
ϐλέψουµε τις ισορροπίες στις οποίες ϑα τείνει µια κοινωνία ορθολογικών ατόµων σε κατα-
στάσεις στρατηγικής αλληλεπίδρασης. ΄Οταν δηλαδή οι δράσεις του ενός ατόµου ή της µίας
µονάδος αν παραδείγµατος χάριν µιλάµε για εταιρίες ή άλλες συλλογικές οντότητες, επηρε-
άζουν άµεσα τις αποδόσεις ή την ευηµερία άλλων ατόµων ή οικονοµικών µονάδων και όταν
οι δρώντες έχουν επίγνωση αυτών των αλληλεπιδράσεων και τις λαµβάνουν υπόψιν κατά την
λήψη των αποφάσεων.

Είδαµε ότι αν οι δρώντες είναι πλήρως ορθολογικοί, µπορούν να προβλέπουν την σκέψη
και τις δράσεις των άλλων, να αποφεύγουν παγίδες ή «άδειες απειλές» και να µην υποπίπτουν
σε λογικά σφάλµατα. ΄Οταν µιλούσαµε για την λήψη αποφάσεων υπό καθεστώς αβεβαιότητας
ωστόσο, συζητήσαµε την συµβολή των συµπεριφορικών οικονοµικών στην µικροοικονοµική
ϑεωρία και είδαµε ότι πολύ συχνά οι άνθρωποι δεν Ϲυγίζουν µόνο κόστος και οφέλη, αλλά
υπόκεινται και σε συµπεριφορικές µεροληψίες ακόµα κι αν αυτό τους στοιχίζει σε όρους
αποδόσεων. ΄Ενα κύριο ερώτηµα που προκύπτει ξανά στην ανάλυση των παιγνίων, είναι
το κατά πόσον οι προβλέψεις στις οποίες µας οδηγεί η παιγνιοθεωρητική ανάλυση και οι
διάφορες παραλλαγές της ισορροπίας Nash που έχουµε εξετάσει ως τώρα επιβεβαιώνονται
στην πράξη όταν άτοµα ή οικονοµικές µονάδες αλληλεπιδρούν στην καθηµερινότητά τους.

Επιβεβαιώνονται λοιπόν οι προβλέψεις της ϑεωρίας παιγνίων ή µήπως οι άνθρωποι συ-
µπεριφέρονται διαφορετικά στην πράξη ; Σε µια µεγάλη σειρά υποδειγµάτων, οι προβλέψεις
της ϑεωρίας παιγνίων έχουν δεχτεί αυστηρή κριτική ως µη ϱεαλιστικές. Θα προσπαθήσουµε
να εξετάσουµε κατά πόσο η παιγνιοθεωρητική ανάλυση ανταποκρίνεται στην πραγµατικότη-
τα, την χρησιµότητά της ως εργαλείο ανάλυσης και τις αστοχίες της µε στόχο να αρχίσουµε να
αποκτούµε µια καλύτερη αίσθηση της χρησιµότητάς της ως εργαλείο ανάλυσης στρατηγικής
συµπεριφοράς.
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2.2 Εµπειρικός έλεγχος προβλέψεων της θεωρίας παιγνίων

Για να καταλάβουµε που αποκλίνουν οι προβλέψεις της ϑεωρίας από την παρατηρούµενη
συµπεριφορά ϑα συζητήσουµε µια σειρά δυναµικών κυρίως παιγνίων και το πώς οι προ-
ϐλέψεις της ϑεωρίας ελέγχθηκαν εµπειρικά. Το πρώτο παίγνιο που ϑα εξετάσουµε εδώ είναι
το παίγνιο του «Τελεσιγράφου» (ultimatum game).

2.2.1 Το παίγνιο του τελεσιγράφου

Ας δούµε το παίγνιο του τελεσιγράφου, ένα παίγνιο που συναντάµε συχνά σε διαπραγµατε-
ύσεις. ΄Ενα µέρος κινείται και δίνει ένα τελεσίγραφο στο άλλο µέρος. Σκεφτείτε ένα παίγνιο
διαπραγµάτευσης στο οποίο δύο παίκτες καλούνται να µοιράσουν µεταξύ τους ένα πλεόνα-
σµα αξίας €10. Ο παίκτης 1 κινείται πρώτος και κάνει στον άλλον µια πρόταση τελεσίγραφο
για την µοιρασιά. Του προτείνει ένα ποσό από τα €10. Το υπόλοιπο ποσό ϑα το κρατήσει ο
ίδιος. ΄Ετσι αν για παράδειγµα ο παίκτης 1 προτείνει «€3», η πρόταση που κάνει είναι : «ϑα
κρατήσω εγώ τα €7 και ϑα πάρεις εσύ τα €3».

Αφού ο παίκτης 1 κάνει την κίνησή του, κινείται ο παίκτης 2, ο οποίος µπορεί είτε να
αποδεχτεί την πρόταση του παίκτη 1 (Ναι), είτε να την απορρίψει (όχι). Στην πρώτη περίπτωση
πραγµατοποιείται η διανοµή που προτείνει ο πρώτος παίκτης και ο καθένας λαµβάνει τα ευρώ
της πρότασης. Εάν ο παίκτης 2 απορρίψει την πρόταση καταλήγουν και οι δύο µε µηδενικές
αποδόσεις. Το παίγνιο απεικονίζεται σε εκτεταµένη µορφή στο σχήµα 2.1.

Λύση παιγνίου του τελεσιγράφου
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Σχήµα 2.1: Το παίγνιο του τελεσιγράφου

Πώς ϑα λυθεί αυτό το παίγνιο ; Αν ψάξουµε για ισορροπίες Nash παρατηρήστε ότι ο
παίκτης 2, εάν πείσει τον παίκτη 1 ότι είναι διατεθειµένος να απορρίψει οποιαδήποτε προ-
σφορά δεν ϑεωρεί καλή, µπορεί να αποσπάσει την µερίδα του λέοντος. Για παράδειγµα,
εάν ακολουθήσει την στρατηγική «δεν ϑα δεχτώ τίποτα λιγότερο από €9», ή αν προτιµάτε την
στρατηγική (ΟΟΟΟΟΟΟΟΟΝΝ), τότε η µοναδική ισορροπία του παιχνιδιού είναι ο παίκτης
1 να προσφέρει €9 και ο παίκτης 2 να δεχθεί. Ωστόσο όπως εξηγήσαµε στο προηγούµενο
κεφάλαιο µια τέτοια στρατηγική δεν είναι τέλεια γιατί υπονοεί ότι ο παίκτης 2 ϑα ϐλάψει τον
εαυτό του εάν ϐρεθεί µε µια πρόταση 5-5.

Για να ϐρούµε τις τέλειες ισορροπίες υποπαιγνίου λύνουµε από τους τελικούς κόµβους
προς τα πίσω µε οπισθογενή επαγωγή. Εάν ο παίκτης 2 ϐρεθεί σε οποιονδήποτε τελικό
κόµβο πλην του πρώτου, το άριστο είναι να δεχθεί το ποσό που είναι προτιµότερο από το να
ϕύγει µε µηδενικές αποδόσεις. Εποµένως σε κάθε κόµβο εκτός από τον πρώτο ο παίκτης 2.
εάν ϐρισκόταν και ήταν ορθολογικός, ϑα δεχόταν την πρόταση του παίκτη 1.

Εποµένως ο παίκτης 1 γνωρίζει ότι πηγαίνοντας τον παίκτη 2 σε οποιονδήποτε κόµβο από
τον 2ο έως τον τελικό, ο παίκτης 2 ϑα απαντήσει Ν. Στον πρώτο κόµβο ο παίκτης 2 µπορεί
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να απαντήσει είτε Ν, είτε Ο. Η οπισθογενής επαγωγή δηλαδή µας οδηγεί στο απλούστερο
παίγνιο του σχήµατος 2.2.
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Σχήµα 2.2: Οπισθογενής επαγωγή στο παίγνιο του τελεσιγράφου

Οι µοναδικές δύο στρατηγικές του παίκτη 21 που επιβιώνουν στην οπισθογενή επαγωγή
είναι οι στρατηγικές (ΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝ) και (ΟΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝ) και άρα οι µοναδικές δύο
τέλειες ισορροπίες υποπαιγνίου είναι :

[0, (ΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝ)] και [1, (ΟΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝ) ]

΄Οταν το παίγνιο του τελεσιγράφου παίζεται από δύο ορθολογικούς παίκτες, περιµένουµε ο
παίκτης 1 να καταλήξει µε ολόκληρο ή σχεδόν ολόκληρο το ποσό και ο παίκτης 2 το πολύ
µε ένα ελάχιστο ποσό.

Το παίγνιο του τελεσιγράφου σε πειράµατα

Πόσο καλή είναι η πρόβλεψη αυτή για την ϑεωρία παιγνίων ; Για να µπορέσουµε να κρίνουµε
εάν και σε περιπτώσεις η παιγνιοθεωρητική ανάλυση είναι ικανοποιητική για το παίγνιο του
τελεσιγράφου καλό είναι να δούµε πώς έχουν παίξει το παίγνιο αυτό διαφορετικοί παίκτες
σε πειραµατικές µελέτες.

Στην πλειοψηφία των πειραµατικών µελετών, οι προβλέψεις της ϑεωρίας παιγνίων α-
πέχουν σηµαντικά από την παρατηρούµενη συµπεριφορά των παικτών. Γιαυτό και το πα-
ίγνιο του τελεσιγράφου έχει αποτελέσει την αιχµή του δόρατος στην κριτική που έχει υποστεί
η ϑεωρία παιγνίων ως προς τις υποθέσεις και τα συµπεράσµατά της. Οι αποκλίσεις από
τις προβλέψεις που παρατηρούµε στα πειράµατα σχετίζονται µε την στρατηγική ισρροπίας
τόσο του παίκτη 1 όσο και του παίκτη 2. Πιο συγκεκριµένα παρατηρούµε τόσο παίκτες 1
που προσφέρουν πολύ µεγαλύτερο ποσοστό του συνολικού ποσό, όσο και παίκτες 2 που
απορρίπτουν συχνά µεγαλύτερα ποσά από το 10%.

Ας δούµε τόσο τα σηµεία συγκέντρωσης των προσφορών όσο και τα ποσοστά απορρίψεων
σε µία από τις πρώτες και πιο κλασικές πειραµατικές µελέτες του παιγνίου του τελεσιγράφου
(Forsythe κ.ά. 1994). Το σχήµα 2.3 παρουσιάζει τόσο την συχνότητα των προσφορών του
παίκτη 1 όσο και τα ποσοστά απορρίψεων από τον παίκτη 2 όπως εµφανίζονται στο άρθρο
Forsythe κ.ά. 1994. Το πείραµα έπαιξε το παιχνίδι του τελεσιγράφου µε συνολικό ποσό $5.

∆ύο παρατηρήσεις ξεχωρίζουν. Καταρχάς, παρατηρούµε µεγάλη συγκέντρωση προσφο-
ϱών κοντά στο 50% του συνολικού ποσού: πολύ συχνά ο παίκτης 1 προσφέρει είτε $2.5
είτε $2 στον παίκτη 2. Παρατηρήστε ότι υπάρχουν και προσφορές πάνω από το 50% του
συνολικού ποσού. Εποµένως η προσδοκία ότι ο παίκτης 1 ϑα κρατά την µερίδα του λέοντος

1Παρατηρήστε ότι στο παίγνιο ο παίκτης 2 έχει 211 στρατηγικές αφού οι κόµβοι είναι 11 και σε κάθε κόµβο
έχει 2 κινήσεις.
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για τον εαυτό του δεν δείχνει να επιβεβαιώνεται εµπειρικά. Η δεύτερη παρατήρηση είναι ότι,
αντίθετα µε τις προβλέψεις της δυναµικής ανάλυσης στην ϑεωρία παιγνίων, οι παίκτες 2 πολύ
συχνά απορρίπτουν χαµηλές προσφορές. Βλέπουµε ότι οι προσφορές κάτω του 50% έχουν
συντριπτικά ποσοστά απόρριψης από τον παίκτη 2 (πράσινο χρώµα). Προσφορές κοντά ή
πάνω από το 50% γίνονται πάντα αποδεκτές.
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Σχήµα 2.3: Πειραµατικά αποτελέσµατα του παιγνίου του τελεσιγράφου

Πώς εξηγούνται οι παρατηρούµενες αποκλίσεις στο παίγνιο του τελεσιγράφου;

Οι παρατηρούµενες αποκλίσεις στο παίγνιο του τελεσιγράφου είναι συχνές και τα αποτε-
λέσµατα που ϑέλουν τις προσφορές να συγκεντρώνονται κοντά στο 50% και τις απορρίψεις
για χαµηλότερες προσφορές να είναι συχνές επιβεβαιώνονται από πολλές µελέτες (ϐλ. για
παράδειγµα Camerer και Thaler 1995). Σηµαίνει αυτό ότι οι προβλέψεις της ϑεωρίας παι-
γνίων είναι άστοχες και άχρηστες ; Εδώ είναι χρήσιµο να λάβουµε υπόψιν κάποια ϐασικά
σηµεία :

1. Οι αποδόσεις των παικτών όπως έχουµε συζητήσει και στην ϑεωρία καταναλωτή αλλά
και στην ϑεωρία επιλογής σε περιβάλλον αβεβαιότητας, δεν ταυτίζονται µε τα χρηµα-
τικά τους κέρδη. Εποµένως εάν κάποια πειράµατα χρησιµοποιούν χρηµατικά ποσά
για να πιάσουν τις αποδόσεις, τότε κατά πάσα πιθανότητα αποτυγχάνουν να απει-
κονίσουν τις πραγµατικές αποδόσεις των παικτών. Θυµηθείτε ότι τις αποδόσεις τις
ορίσαµε ως την χρησιµότητα που λαµβάνει ο κάθε παίκτης σε κάθε πιθανή έκβαση του
παιγνίου. Εποµένως για τους δύο παίκτες του παιγνίου του τελεσιγράφου οι πραγ-
µατικές (ψυχολογικές) αποδόσεις τους όπως µετριούνται από την χρησιµότητα επί των
εκβάσεων, εν γένει ϑα διαφέρουν από τα ποσά που λαµβάνουν αυτοί σε κάθε έκβαση.
Για παράδειγµα στην µοιρασιά €9-€1, οι αποδόσεις των δύο παικτών ϑα είναι εν γένει
[U1(9,1),U2(9,1)] ̸= (9,1). Εφόσον για µένα ως παίκτη 2 είναι σηµαντική η ισότητα,
όταν λαµβάνω 1 ενώ ό συµπαίκτης µου λαµβάνει 9, η χρησιµότητά µου δεν ϑα είναι
µεγαλύτερη απ΄ ό,τι όταν λαµβάνουµε και οι δύο 0: U2(9,1)<U2(0,0). Αυτό ασφαλώς
σηµαίνει ότι τα πειράµατα δεν είναι σχεδιασµένα να απεικονίζουν τις πραγµατικές α-
ποδόσεις από το παίγνιο του τελεσιγράφου και ότι πρέπει να είµαστε πολύ προσεκτικοί
όταν ταυτίζουµε τις χρηµατικές µε τις ψυχολογικές αποδόσεις των παικτών.

2. Αν για κάποιους παίκτες εκτός από την χρηµατική αµοιβή, η ψυχολογική ικανοποίηση
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εξαρτάται και από παράγοντες όπως δικαιοσύνη ή ισότητα, τότε αυτοί ϑα είναι διατεθει-
µένοι πιθανώς να ϑυσιάσουν κάποιο ποσό από τα κέρδη τους για να τιµωρήσουν αυτόν
που αισθάνονται ότι τους αδικεί γιατί ϐρίσκεται σε ϑέση ισχύος (παίζει πρώτος). Αυτή
η τιµωρητική διάθεση όµως ϑα συνεχίσει να επικρατεί εάν. οι χρηµατικές αποδόσεις
ανεβούν ; Τί ϑα γίνει αν αντί για µια διανοµή €9-€1, οι αποδόσεις του παιγνίου στο
σχήµα 2.1 είναι €9.000-€1.000; ΄Η αν οι αριθµοί του σχήµατος συµβολίζουν όχι ευρώ
αλλά εκατοµµύρια ευρώ ; Θα περιµέναµε έναν παίκτη 2 στον οποίον προσφέρεται µια
διανοµή €9.000.000 προς €1.000.000 να ϑυσιάσει ένα εκατοµµύριο για να τιµωρήσει
αυτόν που τον αδίκησε ; Ποια τιµή ακριβώς. έχει η αίσθηση δικαιοσύνης ; Μήπως
οι προβλέψεις της ϑεωρίας παιγνίων αρχίζουν να επιβεβαιώνονται όταν το διακύβευµα
αρχίζει να µεγαλώνει πολύ ;

3. Θα περιµέναµε ο τρόπος που παίζονται διαφορετικά παίγνια να είναι πανοµοιότυπος
για κοινωνίες µε διαφορετικό πολιτισµό, αξίες, ήθη και παραδόσεις ; Πόσο επηρεάζουν
παράγοντες όπως πολιτισµός, παραδόσεις αλλά και παραγωγικό µοντέλο τον τρόπο που
αλληλεπιδρούν στρατηγικά διαφορετικοί πληθυσµοί ;

Η πρώτη απάντηση στην κριτική είναι ξεκάθαρη, ορθή και δεν επιδέχεται ουσιαστική
αµφισβήτηση. Εφόσον οι αποδόσεις εκ κατασκευής απεικονίζουν τις προτιµήσεις των παι-
κτών, τότε οι χρηµατικές αποδόσεις που χρησιµοποιούνται ως προσέγγιση των ψυχολογικών
προτιµήσεων στο παίγνιο προφανώς αποτυγχάνουν να τις προσεγγίσουν επαρκώς. Και άρα
η απόδοση χρηµατική απόδοση 1 σε σχέση µε 0, απεικονίζει την ψυχολογική απόδοση. Εάν
είχαµε το ίδιο παίγνιο µε ψυχολογικές αποδόσεις (π.χ. σε έναν απόλυτα ατοµιστικό πληθυ-
σµό, του οποίου τα µέλη δεν ενδιαφέρονται καθόλου για το τί κάνει ο άλλος παίκτης και τους
απασχολούν µόνο οι δικές τους αποδόσεις), τότε ϑα περιµέναµε να ισχύουν οι προβλέψεις
της ϑεωρίας παιγνίων.

Παρατηρήστε εδώ την συνάφεια µε τα συµπεριφορικά οικονοµικά που συζητήσαµε: κα-
τά πάσα πιθανότητα, οι homo sapiens δεν ενδιαφέρονται αποκλειστικά και µόνον για την
ατοµική τους κατανάλωση αλλά σχηµατίζουν σηµεία αναφοράς για το τί ϑα έπρεπε να κα-
ταναλώσουν παρατηρώντας τι λαµβάνουν και οι άλλοι. Αυτό δεν σηµαίνει ότι οι προβλέψεις
της ϑεωρίας παιγνίων είναι λάθος, αλλά µάλλον ότι αποτύχαµε να απεκονίσαµε µέσα στις
παρενθέσεις του σχήµατος 2.1 τις πραγµατικές (ψυχολογικές) αποδόσεις των δύο παικτών.

Ως προς την δεύτερη παρατήρηση, ϑα λέγαµε ότι η εµπειρική εξέταση του αν η συµπερι-
ϕορά αλλάζει όταν µεγαλώνουν τα ποσά που «παίζονται», είναι απλή: σχεδιάστε πειράµατα
µε µεγαλύτερα ποσά. Κάτι τέτοιο ωστόσο ακούγεται πιο εύκολο απ΄ ό,τι είναι στην πραγ-
µατικότητα: σκεφτείτε το δείγµα που χρειαζόµαστε ώστε να έχουµε αρκετή διακύµανση
προσφορών σε όλες τις κατηγορίες. ∆ηλαδή ας πούµε ότι χωρίζουµε το ποσό που προσφέρε-
ται σε 10 κατηγορίες (0-10%, 10-20%, . . . 90-100%). Για να κάνουµε στατιστική ανάλυση
του τί συµβαίνει στις χαµηλές προσφορές (0-10%), ϑέλουµε ικανό δείγµα προσφορών σε
αυτήν την κατηγορία. ΄Οµως δεδοµένου ότι οι άνθρωποι δείχνουν για δάφορους λόγους να
συγκεντρώνουν τις προσφορές τους γύρω από το 50%, για να πάρουµε π.χ. 50-60 προσφο-
ϱές στο κατώτερο κλιµάκιο, ϑα πρέπει να έχουµε πιθανώς εκατοντάδες προσφορές γύρω από
το 50%. Σκεφτείτε τώρα να πρέπει να δώσουµε στους δύο παίκτες σε κάθε γύρο που γίνε-
ται αποδεκτή η προσφορά από €1.000, σε δείγµα ας πούµε 1.000 γύρων ενός παιχνιδιού.
Ακόµα κι αν απορρίπτονται 20-30% των προσφορών, ϑα πρέπει να έχουµε προϋπολογισµό
αρκετών εκατοντάδων χιλιάδων ευρώ για να τρέξουµε το πείραµα. Τα πειραµατικά οικονοµι-
κά έχουν ϐρει τρόπους µέσα από τυχαιοποίηση των πληρωµών να µειώνουν τα τελικά ποσά
που πληρώνονται αλλά και πάλι ένα πείραµα µε υψηλά ποσά είναι απαγορευτικά ακριβό για
να ελεγθεί στην πράξη.

Παρά την δυσκολία να ελεγχθεί εάν η συµπεριφορά των παικτών προσεγγίζει τις προ-
ϐλέψεις της ϑεωρητικής ανάλυσης, µια σειρά άρθρων έχουν προσπαθήσει να εξετάσουν το
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παίγνιο του τελεσιγράφου όταν οι αποδόσεις µεγαλώνουν. Για καιρό οι µελέτες επιβεβαίωναν
ότι η συµπεριφορά δεν αλλάζει σηµαντικά όταν µεγαλώνουν τα ποσά, επιβεβαιώνοντας την
«ανωµαλία» που επεσήµαναν οι Camerer και Thaler 1995 και Forsythe κ.ά. 1994.2 Αυτό έχει
οδηγήσει στην εδραίωση µιας πεποίθησης ότι σε µεγάλο ϐαθµό ακόµα και σε καταστάσεις
στρατηγικής αλληλεπίδρασης, οι άνθρωποι επιδεικνύουν συµπεριφορικές τάσεις που δεν
συµβαδίζουν µε ορθολογισµό, ανεξαρτήτως του ύψους των κερδών που διακυβεύονται.

Πρόσφατα ωστόσο µια νέα µελέτη ήρθε να δείξει ότι τα πράγµατα αλλάζουν όταν τα ποσά
αυξάνονται σηµαντικά. Οι Andersen κ.ά. 2011 διοργάνωσαν πειράµατα µε το παίγνιο του
τελεσιγράφου σε ϕτωχά χωριά στην Ινδία. Αυτό τους επέτρεψε να δώσουν χρηµατικές απο-
δόσεις στους συµµετέχοντες που ανέρχονταν σε πολύ υψηλά ποσά για τα τοπικά στάνταρντς.
Οι αποδόσεις σε µισθούς έφταναν έως και µισθούς επτά µηνών. Οι Andersen κ.ά. 2011
προσέφεραν τέσσερα διαφορετικά «µεγέθη πίτας». Στις χαµηλές αποδόσεις οι συµµετέχοντες
µοίραζαν µια πίτα 20 ϱουπίων. Το πείραµα είχε επίσης παίγνια των 200, 2.000 και 20.000
ϱουπιών. Στο σχήµα ;;, παρουσιάζουµε την κατανοµή των προσφορών για τα 4 διαφορετικά
µεγέθη αποδόσεων.

Φαίνεται σε πρώτη µατιά ότι όσο οι αποδόσεις µεγαλώνουν, η κατανοµή συγκεντρώνεται
προς τα αριστερά. Εποµένως όσο µεγαλύτερο ποσό διακυβεύεται, τόσο οι προσφορές γίνονται
µικρότερες, επιβεβαιώνοντας την πρόβλεψη του ϑεωρητικού υποδείγµατος ότι οι προσφορές
ϑα είναι µικρές στο παίγνιο του τελεσιγράφου. Αυτό επιβεβαιώνεται αν κοιτάξουµε τις µέσες
προσφορές αλλά και το µέσο ποσοστό απορρίψεων ανά µέγεθος πίτας που διένειµαν οι
παίκτες στο σχήµα 2.4

Σχήµα 2.4: Προσφορές και απορρίψεις για διαφορετικά µεγέθη πίτας

Παρατηρούµε ότι όσο µεγαλώνει το ποσό που διανέµεται, τόσο µειώνονται οι µέσες προ-
σφορές από τον παίκτη 1 (διάγραµµα αριστερά στο σχήµα 2.4). Επιπρόσθετα παρατηρούµε
στο δεξί διάγραµµα ότι οι πτώση των ποσσοστών απόρριψης είναι πολύ µεγαλύτερη, παρά
το γεγονός ότι οι προσφορές έχουν µειωθεί. Εποµένως τόσο ο παίκτης 1 όσο και ο παίκτης
2 δείχνουν να συµµορφώνονται στις επιταγές του παιγνιοθεωρητικού υποδείγµατος όσο τα
κέρδη και οι απώλειες αρχίζουν να αυξάνουν.

Στο σχήµα 2.5, απεικονίζεται η εκτιµηθείσα πιθανότητα να απορρίψει ο παίκτης 2 την
προσφορά του παίκτη 1 καθώς η προσφορά µεγαλώνει. Αριστερά απεικονίζεται η πιθανότη-
τα απόρριψης λαµβάνοντας υπόψιν µόνο το µέγεθος της προσφοράς. ∆εξιά η πιθανότητα
εκτιµάται ως συνάρτηση της προσφοράς του παίκτη 1 αλλά και του µεγέθους της συνολικής
πίτας.

2Για πειράµατα µε «µεγάλο διακύβευµα» δείτε Slonim και E. Roth 1998, Cameron 1999 και Munier και
Zaharia 1999.
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Σχήµα 2.5: Εκτιµώµενη πιθανότητα απόρριψης από τον παίκτη 2 ως συνάρτηση της προ-
σφοράς εκφρασµένης σε ηµέρες εργασίας.

Το σχήµα δείχνει ξεκάθαρα ότι η ίδια ακριβώς προσφορά, όταν το µέγεθος της πίτας
αυξάνει απορρίπτεται µε µικρότερη πιθανότητα. Τα ποσοστά απόρριψης για παιχνίδια µε
µεγάλες αποδόσεις είναι γενικότερα πιο χαµηλά.

Η συζήτηση ως τώρα µας δείχνει δύο ϐασικές κατευθύνσεις που ίσως ϐοηθήσουν στην
κατανόηση της προσφοράς της ϑεωρίας παιγνίων στην ανάλυση οικονοµικών αποφάσεων. Η
πρώτη είναι η ύπαρξη συµπεριφορικών στοιχείων στην ανάλυση. Ιδιαίτερα για παίγνια µε
µικρότερες αποδόσεις, οι άνθρωποι δείχνουν να λαµβάνουν αποφάσεις όχι µόνο µε γνώµονα
την ορθολογική ανάλυση κέρδους-Ϲηµίας αλλά και µε κριτήρια όπως η ισότητα ή η δικαιο-
σύνη. Ωστόσο όταν τα κέρδη ή οι απώλειες κερδών µεγαλώνουν το ορθολογικό κοµµάτι της
απόφασης δείχνει να υπερισχύει και οι προβλέψεις της ϑεωρίας παιγνίων να επιβεβαιώνο-
νται. ΄Οταν τα κέρδη στο παίγνιο του τελεσιγράφου στην Ινδία ήταν της τάξεως 6-7 µισθών,
οι παίκτες 2, έπαψαν να απορρίπτουν χαµηλές προσφορές και τις δέχονταν µε πολύ µε-
γάλη πιθανότητα. Αυτό δείχνει οι συµµετέχοντες ήταν σε ϑέση να ϐάλουν στην άκρη την
δυσαρέσκειά τους από την ανισότητα της προσφοράς όταν το ποσό που ϑα έχαναν αν την
απέρριπταν άρχιζε να γίνει σηµαντικό. Η διαίσθηση που αποκοµίζουµε από αυτά τα πει-
ϱαµατικά παίγνια είναι ότι αφενός οι ψυχολογικές αποδόσεις του παιγνίου δεν συµπίπτουν
κατ΄ ανάγκην µε τις χρηµατικές, ιδιαίτερα για παίγνια µε µικρές αποδόσεις και αφετέρου ότι
όταν οι χρηµατικές αποδόσεις αυξάνουν, οι ψυχολογικές αποδόσεις τείνουν να έρθουν πολύ
πιο κοντά στις χρηµατικές : ΄Ενας παίκτης 2 ϑα απορρίψει πολύ πιο εύκολα µια προσφορά
ίση µε 5% της πίτα έχει µέγεθος €10 απ΄ ό,τι ϑα απέρριπτε το 5% ενός εκατοµµυρίου ευρώ !

2.2.2 Πολιτισµικές διαφορές και στρατηγική αλληλεπίδραση

΄Ενα άλλο µεγάλο ερώτηµα που ϑίξαµε προηγουµένως έχει να κάνει µε τον τρόπο που παί-
Ϲονται τα παίγνια από παίκτες µε ετερόκλητες παραδόσεις, πολιτισµό ή και παραγωγικά
µοντέλα. Θα περιµέναµε το ίδιο παίγνιο να παιχθεί µε τον ίδιο τρόπο από κατοίκους της
Νέας Υόρκης ή από κατοίκους της υποσαχάριας Αφρικής ; Σε ένα άρθρο που παρουσιάζει τα
αποτελέσµατα µιας τεράστιας έρευνας πεδίου, οι Henrich κ.ά. 2001 εξετάζουν πώς παίζουν το
παίγνιο του τελεσιγράφου µικρές τροφοσυλλεκτικές κοινωνίες. Στον χάρτη του σχήµατος 2.6
απεικονίζεται η γεωγραφική διασπορά µερικών από τις κοινωνίες αυτές που ϑα εξετάσουµε
εδώ ως προς τις διαφορές τους στον τρόπο µε τον οποίον έπαιξαν το παίγνιο του τελεσιγράφου.

Ο πίνακας 2.1 δίνει τις προσφορές του παίκτη 1 και τις απαντήσεις του παίκτη 2 σε
κάποιες χαρακτηριστικές περιπτώσεις ενδεικτικά.

Οι Henrich κ.ά. 2001 κάνουν κάποιες επισηµάνσεις µε ιδιαίτερο ενδιαφέρον για το πώς
παίζεται το παίγνιο του τελεσιγράφου. Η πρώτη παρατήρηση έχει να κάνει µε την διακύµαν-
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Σχήµα 2.6: Μερικές από τις κοινωνίες των Henrich κ.ά. 2001. Πηγή: Henrich κ.ά. 2005.

ση των προσφορών. Οι προσφορές των τροφοσυλλεκτών απο διαφορετικές κοινωνίες έχουν
µεγάλη διακύµανση µε άλλες κοινωνίες (ϐλ. ενδεικτικά Machiguenga από το Περού) να προ-
σφέρουν πολύ µικρότερα ποσοστά του ποσού από τα ποσά που παρατηρούνται σε δυτικές
κοινωνίες, και άλλες να προσφέρουν κατά µέσο όρο πάνω από τη µισή πίτα (π. χ. Lamerara
από την Ινδονησία). Ακόµα πιο ενδιαφέρον είναι ότι η κατανοµή των προσφορών στις µέσα
στις κοινωνίες δεν είναι µονοκόρυφη, αλλά συχνά έχει πολλαπλές κορυφές (multimodal),
παρατήρηση που δείχνει ότι οι στρατηγικές των παικτών συγκεντρώνονται γύρω από δύο
διακριτούς πόλους που απέχουν ο ένας από τον άλλον. Ανάλογο ενδιαφέρον έχει και η
κατανοµή των απορρίψεων, κυρίως των χαµηλών προσφορών που κυµαίνονται από 0% σε
κοινωνίες όπως οι Acht ή οι Lamelare, έως και 100% σε κοινωνίες όπως οι Au από την
Παπούα Νέα Γουινέα.

Σχήµα 2.7: Στρατηγικές παικτών στο παίγνιο του τελεσιγράφου όπως παίχθηκε σε µικρές
τροφοσυλλεκτικές κοινωνίες.

Το σχήµα 2.7 παρουσιάζει την κατανοµή των στρατηγικών των δύο παικτών µεταξύ των
διαφορετικών µικρών τροφοσυλλεκτικών κοινωνιών. Το αριστερό γράφηµα παρουσιάζει την
κατανοµή των µέσων προσφορών (στρατηγική παίκτη 1) ανά κοινωνία ενώ το δεξί γράφηµα
την κατανοµή των µέσων απορρίψεων (στρατηγική παίκτη 2) απέναντι σε χαµηλές προσφορές
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Οµάδα χώρα µέση προσφορά απόρριψη απόρριψη χαµηλών
προσφορών

Machiguenga Περού 0.26 4.8% 10%
Hadza Τανζανία 0.40 19% 80%
Tsimane Βολιβία 0.37 0% 0%
Quichua Ισηµερινός 0.27 15% 50%
Au Π.Ν.Γ. 0.43 27% 100%
Gnau Π.Ν.Γ. 0.38 40% 50%
Sangu Τανζανία 0.42 5% 100%
Achuar Ισηµερινός 0.42 0% 0%
Aché Παραγουάη 0.51 0% 0%
Lamerara Ινδονησία 0.58 0% 0%

Πίνακας 2.1: Προσφορές και απορρίψεις στο παίγνιο του τελεσιγράφου από µικρές τροφο-
συλλεκτικές κοινωνίες.
Πηγή: Henrich κ.ά. 2001.

του παίκτη 1. Παρατηρούµε ότι οι µικρές τροφοσυλλεκτικές κοινωνίες διαφέρουν πολύ η µία
από την άλλη τόσο στις µέσες προσφορές του παίκτη 1 όσο και στα ποσοστά απορρίψεων του
παίκτη 2. Είναι χαρακτηριστικό ότι υπάρχουν κοινωνίες που δεν απορρίπτουν ποτέ ούτε τις
χαµηλότερες προσφορές, ενώ άλλες κοινωνίες απορρίπτουν κάθε χαµηλή προσφορά. ΄Οπως
επίσης είναι αξιοσηµείωτο ότι υπάρχουν κοινωνίες που προσφέρουν λιγότερο από 30% ενώ
άλλες προσφέρουν κατά µέσο όρο περισσότερο από το µισό ποσό στον παίκτη 2.

Η συµβολή των Henrich κ.ά. 2001 είναι µεγάλη γιατί µας δίνει συστηµατική ανάλυση,
µε το ίδιο πρωτόκολλο στο ίδιο παίγνιο και µε συγκρίσιµες αµοιβές, του τρόπου µε τον οποίο
πολιτισµικοί και οικονοµικοί παράγοντες επηρεάζουν την αντίληψη και την συµπεριφορά
δρώντων σε καταστάσης στρατηγικής αλληλεπίδφρασης. Τί είναι αυτό που προσδιορίζει το
ϐαθµό συνεργασίας ή αλτρουισµού στο παίγνιο του τελεσιγράφου όπως παίζεται από µέλη
διαφορετικών µικρών τροφοσυλλεκτικών κοινωνιών ; Οι Henrich κ.ά. 2001 κάποιους πολύ
ενδιαφέροντες παράγοντες που επηρεάζουν σηµαντικά το πώς παίζεται το παιχνίδι :

1. Τα τοπικά ήθη και έθιµα που επηρεάζουν τον τρόπο που οι παίκτες ερµηνεύουν το
παιχνίδι. Για παράδειγµα οι Au και Gnau από την Παπούα Νέα Γουινέα, έκαναν πολύ
µεγάλες προσφορές (συχνά πάνω από 50% και είχαν πολύ µεγάλα ποσοστά απόρριψης.
Αυτό σχετίζεται µε τις συνήθειες προσφοράς και αποδοχής δώρων στην κοινωνία. Στις
κοινωνίες της Νέας Γουινέας, η αποδοχή δώρων, ιδιαίτερα µεγάλων δώρων, ακόµα κι
αν δεν έχει Ϲητηθεί, αφενός υποχρεώνει τον αποδέκτη να ανταποδώσει και αφετέρου
τον τοποθετεί σε ϑέση υποτέλειας. ΄Ηταν λοιπόν εύλογο οι συγκεκριµένες οµάδες να
απορρίπτουν πολύ γενναιόδωρες προσφορές µε πολύ µεγάλο ποσοστό.

2. Η σηµασία της συνεργασίας στην παραγωγή. Το πόσο αποφέρει η συνεργασία στις συν-
ϑήκες παραγωγής της συγκεκριµένης κοινωνίας, επηρέασε και τον τρόπο που έπαιξαν
το παιχνίδι και οι δύο παίκτες. Σε κοινωνίες στις οποίες η συνεργασία είναι απαραίτη-
τη για την συλλογή ϑηραµάτων, οι άνθρωποι ϑα είναι συνηθισµένη να µοιράζονται και
ϑα περιµένουµε να παίζουν το παιχνίδι του τελεσιγράφου µε µεγαλύτερη γενναιοδω-
ϱία. Αντίθετα κοινωνίες µε αυτάρκεια στην παραγωγή σε επίπεδο οικογένειας, ϐλέπουν
τη διανοµή του εισοδήµατός τους εχθρικά. Χαρακτηριστικό είναι το παράδειγµα των
Lamerara, µας ϕαλαινοθηρικής ϕυλής από την Ινδονησία. Για τους ϕαλαιοθήρες η
συνεργασία αποτελεί συνθήκη επιβίωσης, καθότι χωρίς συνεργασία σε επίπεδο ϕυλής,
δεν µπορούν να αλιεύσουν. Οι Lamerara έκαναν τις πιο γενναιόδωρες προσφορές, και
ποτέ δεν απέρριπταν την προσφορά ως παίκτης 2.
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3. Ο ϐαθµός αγοραίας ολοκλήρωσης της κοινωνίας. ΄Οσο περισσότερες αγοραίες συναλ-
λαγές κάνει κάποιος, τόσο πιο εξοικειωµένος ϑα είναι µε τους κανόνες ανταλλαγής
και µε την διανοµή πλεονάσµατος µε αγνώστους, κάτι που γίνεται και στο παίγνιο του
τελεσιγράφου.

Συνδυασµένα, ο ϐαθµός συνεργασίας στην παραγωγή και ο ϐαθµός αγοραίας ολοκλήρωσης
µπορούν να εξηγήσουν 68% της διακύµανσης των προσφορών, τη στιγµή που ατοµικοί πα-
ϱάγοντες όπως ϕύλο, ηλικία, σχετικός πλούτος δεν είχαν στατιστικά σηµαντικό αποτέλεσµα
στο ύψος των προσφορών.

Η τεράστιας έκτασης και σηµασίας έρευνα των Henrich κ.ά. 2001 καταδεικνύει τον ϱόλο
που παίζουν στις στρατηγικές µας αποφάσεις πολιτισµικοί παράγοντες. Συνδέει ένα παίγνιο
που στο προηγούµενο κεφάλαιο περιγράψαµε ως προϊόν καθαρής λογικής ανάλυσης µε τα
ήθη, την κοινωνική και πολιτιστική πρόσληψη της διανοµής και της προσφοράς και µε δο-
µικά παραγωγικά χαρακτηριστικά. Η παιγνιοθεωρητική ανάλυση αποτελεί µία ορθολογική
συνιστώσα της συµπεριφοράς µας. Για να αποκτήσουµε µια πιο πλήρη εικόνα ϑα πρέπει
πάντα να συνεκτιµούµε και όλους τους αλλους ανθρωπολογικούς, πολιτιστικούς, οικονοµι-
κούς και κοινωνικούς παράγοντες. Συνεχίζουµε µε συζήτηση πειραµατικών και εµπειρικών
παρατηρήσεων σε ένα άλλο παίγνιο που είδαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο, της σαρανταπο-
δαρούσας, του οποίου οι προβλέψεις µας οδήγησαν να αναρωτηθούµε για την ακρίβεια και
την χρησιµότητα της έννοιας της τέλειας ισορροπίας και της οπισθογενούς επαγωγής. Γιατί
η σαρανταποδαρούσα είπαµε οδηγεί σε µη ϱεαλιστικές προβλέψεις για το πως ϑα παικτεί το
παίγνιο. ΄Η µήπως όχι ;

2.2.3 Η Σαρανταποδαρούσα στην πράξη

Στο προηγούµενο κεφάλαιο, στο παράδειγµα 1.16, είδαµε το παίγνιο της σαρανταποδα-
ϱούσας και αναφέραµε εν συντοµία ότι το παίγνιο αποτελεί ένα πλήγµα στην οπισθογενή
επαγωγή. Ο οπισθογενής ανάλυση για εκατό ϐήµατα οδηγεί σε αποδόσεις που είναι συντα-
ϱακτικά µικρότερες απ΄ ό,τι ϑα λάµβαναν οι παίκτες αν έπαιζαν µη ορθολογικά. Και διαισθη-
τικά είναι δύσκολο να αποτινάξουµε την αίσθηση ότι η τέλεια ισορροπία του παιγνίου δεν
συµπίπτει µε τον τρόπο που ϑα έπαιζε το παίγνιο η πλειοψηφία των ανθρώπων.

Βεβαιώνουν οι εµπειρικές παρατηρήσεις την διαίσθησή µας ότι οι περισσότεροι άνθρωποι
δεν ϑα εγκατέλειπαν το παίγνιο στον κόµβο 1; ΄Η µήπως η παιγνιοθεωρητική πρόβλεψη
επαληθεύεται σε κάποιες περιπτώσεις και ποιες ;

Οι McKelvey και Palfrey 1992, διοργάνωσαν ένα πείραµα στο Κολλέγιο της Passadena
και στο California Institute of Technology µε το παίγνιο της Σαρανταποδαρούσας. Καθότι οι
αµοιβές της Σαρανταποδαρούσας στο παίγνιο µε τους εκατό κόµβους µπορεί να είναι πολύ
υψηλές για να διοργανωθεί ένα πείραµα µε αρκετούς γύρους για στατιστική ανάλυση, το
παίγνιο των McKelvey και Palfrey 1992 παίχτηκε µε µειωµένους κόµβους σε δύο παραλλαγές,
µε τέσσερις (συν τον τελικό) και έξι (συν τον τελικό) κόµβους. Τα δύο παίγνια των McKelvey
και Palfrey 1992 απεικονίζονται στο σχήµα 2.8.

Αν υπάρχει ένα συµπέρασµα από την ανάλυση των McKelvey και Palfrey 1992, αυτό ε-
ίναι ότι το παίγνιο δεν παίζεται όπως προβλέπει η ϑεωρία για παίγνιο τέλειας πληροφόρησης.
Συγκεκριµένα, η συντριπτική πλειοψηφία των παιχνιδιών δεν έληξαν ούτε στον πρώτο κόµ-
ϐο, όπως προβλέπει η δυναµική ανάλυση µε τέλεια πληροφόρηση, ούτε στον τελικό κόµβο
που µεγιστοποιεί τις συνολικές κοινωνικές αποδόσεις. Η κατανοµή των κόµβων εξόδου του
παιχνιδιού δίνεται στο σχήµα 2.9.

΄Οπως ϕαίνεται ξεκάθαρα, οι παίκτες που κλήθηκαν να παίξουν την Σαρανταποδαρούσα,
δεν συµπεριφέρθηκαν ούτε πλήρως ορθολογικά µε κριτήρια τέλειας πληροφόρησης, αλλά
ούτε πλήρως αλτρουιστικά, ϕτάνοντας στον τελικό κόµβο που µεγιστοποιεί τις αποδόσεις της
κοινωνίας, ακόµα κι αν ϑυσίαζαν προσωπικά κέρδη. Αντιθέτως η συντριπτική πλειοψηφία
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Σχήµα 2.8: Το παίγνιο της σαρανταποδαρούσας των McKelvey και Palfrey 1992

κυµάνθηκε κάπου στην µέση. Παρατηρήστε ότι στο παίγνιο µε τους περισσότερους κόµβους
(δεξιά) και τις υψηλότερες πληρωµές. Το ποσοστό των παιγνίων που τελείωσε στον πλήρως
ορθολογικό κόµβο (n1) είναι εξαιρετικά µικρό (≤ 1%).

Πώς µπορούµε να εξηγήσουµε την απόκλιση της πράξης από τις προβλέψεις της ϑεωρίας
παιγνίων ; Σηµαίνει ότι οι παίκτες δεν είναι ορθολογικοί ; Η µία εξήγηση πιθανώς µας λέει
ότι η ορθολογικότητα είναι µόνο µία συνιστώσα της συµπεριφοράς των ανθρώπων. Υπάρχουν
και άλλες συνιστώσες όπως ο αλτρουισµός.

Μια άλλη εξήγηση λέει ότι πιθανώς οι παίκτες έχουν περιορισµένη ορθολογικότητα και
δεν µπορούν να δουν ευθύς εξαρχής το τέλος από τον πρώτο κόµβο. Αλλά γιαυτό και δεν
παίζουν έξω από την αρχή. Ωστόσο όσο πλησιάζουν προς τον τελικό κόµβο, αρχίζουν και
συνειδητοποιούν ότι στρατηγικά τους συµφέρει να ϐγουν πριν προλάβει ο άλλος παίκτης και
εγκαταλείπουν το παιχνίδι σε ενδιάµεσους κόµβους.

Οι McKelvey και Palfrey 1992 δίνουν µια άλλη εξήγηση: εάν υπάρχει ένα µικρό ποσο-
στό αλτρουιστών, οι παίκτες δεν γνωρίζουν ποιον έχουν απέναντί τους και τότε παίζουν ένα
παίγνιο ελλιπούς πληροφόρησης στο οποίο υιοθετούν µεικτές στρατηγικές. Οι McKelvey και
Palfrey 1992 εκτιµούν διαφορετικές παραµετροποιήσεις µε την µέθοδο της µεγίστης πιθα-
νοφάνειας και καταλήγουν ότι το υπόδειγµα µε ύπαρξη αλτρουιστών είναι αυτό που εξηγεί
καλύτερα την παρατηρούµενη συµπεριφορά και υπολογίζουν ένα επίπεδο αλτρουισµού της
τάξης του 5%.

Οι McKelvey και Palfrey 1992 µπορούν να συµβιβάσουν την παρατηρούµενη συµπερι-
ϕορά µε ορθολογισµό χρησιµοποιώντας ένα µάλλον σύνθετο υπόδειγµα και µε την υπόθεση
ύπαρξης αλτρουιστικών παικτών. Πιο πρόσφατα οι Palacios-Huerta και Volĳ 2009 παρου-
σίασαν µια νέα και καινοτόµα προσέγγιση στην Σαρανταποδαρούσα. Για να τσεκάρουν το
εάν η ικανότητα των παικτών για ορθολογική ανάλυση επηρεάζει τον τρόπο µε τον οποίο πα-
ίζουν την σαρανταποδαρούσα. Οι Palacios-Huerta και Volĳ 2009 παρουσιάζουν µια ϐερσιόν
του παιγνίου των McKelvey και Palfrey 1992 µε επτά κόµβους που παρουσιάσαµε πιο πάνω,
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Σχήµα 2.9: Κατανοµή εκβάσεων στο παίγνιο της σαρανταποδαρούσας των McKelvey και
Palfrey 1992

µε τις αποδόσεις πολλαπλασιασµένες επί 10. Το παίγνιο απεικονίζεται στο σχήµα
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Σχήµα 2.10: Το παίγνιο των Palacios-Huerta και Volĳ 2009

Η καινοτοµία ωστόσο των Palacios-Huerta και Volĳ 2009 συνίσταται στην επιλογή των
παικτών. ΄Οπως και οι McKelvey και Palfrey 1992, έτσι και οι Palacios-Huerta και Volĳ 2009
χρησιµοποίησαν ϕοιτητές για την µελέτη της σαρανταποδαρούσας. Οι ϕοιτητές ως πληθυ-
σµός πιάνουν το πώς παίζουν το παιχνίδι παίκτες µε αντίληψη αλλά πιθανώς χωρίς τέλεια
µελλοντική όραση. Η σαρανταποδαρούσα χρειάζεται να µπορεί ένας παίκτης να προβλέψει
πιθανές ϐαριάντες του παιχνιδιού στο µέλλον (όπως ακριβώς κάνουν οι παίκτες στο σκάκι).
Για να δουν πώς συγκρίνονται οι ϕοιτητές µε παίκτες που έχουν πολύ µεγάλη υπολογιστι-
κή ικανότητα για µελλοντικά µονοπάτια, οι Palacios-Huerta και Volĳ 2009 διοργάνωσαν
και γύρους του παιχνιδιού µε συµµετέχοντες σκακιστές διαφόρων επιπέδων. Το πείραµα
διοργνώθηκε σε 2 ϕάσεις. Στην πρώτη ϕάση δύο διαφορετικές οµάδες έπαιξαν χωριστά. Φοι-
τητές έπαιξαν εναντίον ϕοιτητών και σκακιστές εναντίον σκακιστών. Τα αποτελέσµατα του
πειράµατός τους ήταν αποκαλυπτικά.

Το σχήµα 2.11 παρουσιάζει τον τρόπο που έπαιξαν το παιχνίδι ϕοιτητές. ΄Οπως και στα
αποτελέσµατα των McKelvey και Palfrey 1992, η µεγάλη µάζα των παιγνίων κατέληξαν σε
ένα κόµβο µεταξύ του πρώτου και του τελευταίου, που επιβεβαιώνει την ϑέση ότι οι παίκτες
δεν δείχνουν τέλεια ορθολογικότητα στον τρόπου που παίζουν την σαρανταποδαρούσα.

΄Οταν οι Palacios-Huerta και Volĳ 2009 επανέλαβαν το παίγνιο σε τουρνουά σκακιού,
έβαλαν αντιµέτωπους ως παίκτες 1 και πάκτες 2 σκακιστές διαφορετικών δυνατοτήτων. Οι
τίτλοι των σκακιστών (Grandmaster - GM, International Master - IM και Federation Master
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Σχήµα 2.11: Κατανοµή εκβάσεων Palacios-Huerta και Volĳ 2009 όπως παίχτηκε από ϕοι-
τητές.

- FM αντικατοπτρίζουν τους υψηλότερου (κατά ϕθίνουσα σειρά) τίτλους που µπορεί να λάει
ένας σκακιστής από την Παγκόσµια Σκακιστική Οµοσπονδία. GM είναι ο υψηλότερος τίτλος
που µπορεί να χορηγηθεί σε έναν σκακιστή, ακολουθεί ο τίτλος IM, κατόπιν ο FM και οι
υπόλοιποι σκακιστές είναι αδιαβάθµητοι. Το σχήµα 2.12 δείχνει πώς έπαιξαν το παίγνιο οι
σκακιστές :

΄Ολοι οι σκακιστές της υψηλότερης ϐαθµίδας ανεξαιρέτως τελείωσαν το παιχνίδι στον
πρώτο κόµβο. Οι σκακιστές µε ϐαθµίδα GM είναι εκπαιδευµένοι στην αναλυτική σκέψη και
στην πρόβλεψη ϐαριάντων πολλές κινήσεις µπροστά. ΄Ολοι τους έπαιξαν το παίγνιο ακριβώς
όπως προλέπει η τέλεια ισορροπία υποπαιγνίου. Οι χαµηλότερες ϐαθµίδες έπαιξαν πολύ
κοντά στην προλεπόµενη τέλεια ισορροπία µε τους παίκτες να αποκλίνουν περισσότερο όταν
ανήκαν σε χαµηλότερη ϐαθµίδα.

΄Οταν το παίγνιο επαναλήφθηκε στο εργαστήριο και οι σκακιστές αναµίχθηκαν µε ϕοιτη-
τές, τα αποτελέσµατα ήταν επίσης πολύ ενδιαφέροντα :

Οι σκακιστές ήταν πολύ πιο κοντά στην προβλεπόµενη ισορροπία απ΄ ό,τι οι ϕοιτητές.
Μάλιστα όταν έπαιξαν επαναλαµανόµενους γύρους όλοι οι σκακιστές που αντιµετώπισαν
σκακιστές συνέκλιναν στην τέλεια ισορροπία έως την 5η επανάληψη του παιγνίου. ΄Οταν οι
σκακιστές αντιµετώπιζαν ϕοιτητές, και πάλι το παίξιµό τους ήταν πολύ κοντά στην προλε-
πόµενη τέλεια ισορροπία υποπαιγνίου.

Αντιθέτως οι ϕοιτητές που αντιµετώπισαν ϕοιτητές έπαιξαν όπως και στις προηγούµε-
νες µελέτες µε ποσοστό µόνο 3% να συγκλίνει στην τέλεια ισορροπία και χωρίς να υπάρχει
σύγκλιση προς την ισορροπία προς τους τελευταίους γύρους. ΄Οταν οι ϕοιτητές ως παίκτης
1 αντιµετώπισαν σκακιστές, το ποσοστό των παιγνίων που έληξαν στην πρώτη κίνηση δεκα-
πλασιάστηκε και µάλιστα στους τελευταίους δύο γύρους το ποσοστό που έληξε στον κόµβο 1
ήταν 70%.

Βλέπουµε δηλαδή ότι παίκτες εξασκηµένοι στην λογική ανάλυση κινήσεων και στην
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Σχήµα 2.12: Κατανοµή εκβάσεων Palacios-Huerta και Volĳ 2009 όπως παίχτηκε από σκα-
κιστές.

πρόλεψη µελλοντικών κινήσεων του αντιπάλου συγκλίνουν σε πολύ µεγάλο ϐαθµό στις προ-
λέψεις της ϑεωρίας παιγνίων, ενώ παίκτες που δεν έχουν ανάλογη εκπαίδευση αποκλίνουν
συστηµατικά. Επιπλέον όταν παίκτες όπως οι ϕοιτητές µατσάρονται µε παίκτες µε πείρα
στον υπολογισµό των µελλοντικών γύρων όπως οι σκακιστές, το παίξιµό τους πλησιάζει πολύ
περισσότερο στις προλέψεις της ϑεωρίας παιγνίων. Η ανάλυση των Palacios-Huerta και Volĳ
2009 προσφέρει ισχυρότατες ενδείξεις ότι, σε πολλά παίγνια, η απόκλιση από τις προβλέψεις
της ϑεωρίας παιγνίων µπορεί να µην οφείλονται σε αποκλίσεις από την ορθολογικότητα αλλά
σε δυσκολία των παικτών να υπολογίσουν µε συνέπεια την τέλεια ισορροπία και όταν είτε
από εξάσκηση, είτε επειδή ϐρίσκονται αντιµέτωποι µε παίκτες που παίζουν ορθολογικά, το
παίξιµό τους πλησιάζει στις προβλέψεις της ϑεωρίας.

2.3 Μεικτές στρατηγικές: παίζουν οι επαγγελµατίες minimax;

Οι µεικτές στρατηγικές έχουν συχνά δεχθεί δριµεία κριτική που ϐασίζεται κυρίως στην «τυ-
χαιοποίηση» που κάνουν οι παίκτες (Aumann 1985, Rubinstein 1991). Η κριτική εστιάζει
κυρίως σε δύο σηµεία : αφενός ότι ο ένας παίκτης πρέπει να επιλέξει την ακριβή πιθανότητα
που κάνει τον άλλον παίκτη αδιάφορο µεταξύ των στρατηγικών που πρέπει να χρησιµοποι-
ήσει. Αυτό σηµαίνει ότι εγώ επιλέγω την ακριβή µίξη ώστε εσείς να είστε αδιάφοροι µεταξύ
των στρατηγικών που παίζετε µε ϑετική πιθανότητα. Πόσες ϕορές όµως έχουµε εµπειρία
παικτών που επιλέγουν το πώς παίζουν ώστε να είναι ο αντίπαλός τους αδιάφορος µεταξύ των
στρατηγικών του ; Επιπλέον, στην ισορροπία κάθε παίκτης είναι ακριβώς αδιάφορος µεταξύ
αυτών των στρατηγικών. Γιατί λοιπόν αφού είναι αδιάφορος να εστιάζει ακριβώς σε αυτήν την
µίξη και όχι σε οποιαδήποτε άλλη ;

Ως προς το πρώτο ερώτηµα µπορούµε να σκεφτούµε πολλές περιπτώσεις στις οποίες
ϑέλουµε ο αντίπαλος να είναι ακριβώς αδιάφορος µεταξύ των στρατηγικών του. Σκεφτείτε τα
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παίγνια αµιγούς σύγκρουσης/ανταγωνισµού, όπως το πέτρα-ψαλίδι-χαρτί, ή η απόφαση του
πού ϑα σερβίρει ένας τενίστας σε έναν αγώνα. Εάν ο αντίπαλος δεν είναι αδιάφορος µεταξύ
δύο στρατηγικών του, πχ Α και Β, αυτό σηµαίνει ότι ϑα προτιµάει την µία, ας πούµε την
Α. Αν δηλαδή ο τενίστας στην υποδοχή προτιµάει να κινηθεί προς τα δεξιά, αυτό σηµαίνει
ότι καταλαβαίνει ότι δεξιά έχει µεγαλύτερη πιθανότητα να νικήσει. Μα όσο µεγαλώνει η
πιθανότητα να νικήσει αυτός, τόσο ελαττώνεται η πιθανότητα να νικήσει αυτός που σερβίρει.
Και ο server δεν το ϑέλει αυτό. Για να µεγιστοποιήσει την πιθανότητα νίκης του, ϑα πρέπει ο
αντίπαλος να µην προτιµάει καµία από τις δύο πλευρές. ΄Η στο πέτρα ψαλίδι χαρτί : αν εσείς
προτιµάτε την πέτρα από το ψαλίδι ή το χαρτί, αυτό σηµαίνει ότι µε την πέτρα µε νικάτε πιο
συχνά, αλλιώς δεν ϑα την προτιµούσατε. Εγώ λοιπόν ως αντίπαλος ϑέλω να σας κάνω να µην
προτιµάτε κάποια από τις τρεις στρατηγικές. Αν την προτιµάτε, ϑα πει ότι σας αρέσει και
αυτό δεν αρέσει σε µένα !

Το παραπάνω επιχείρηµα εν µέρει απαντά και στην δεύτερη κριτική: από όλες τις στρα-
τηγικές µου µεταξύ των οποίων είµαι αδιάφορος, επιλέγω ακριβώς την µίξη που σας κάνει
κι εσάς αδιάφορους γιατί το να προτιµάτε κάτι από τα δύο είναι κακά νέα. Ο Harsanyi
1973 δίνει και µια άλλη πολύ ενδιαφέρουσα ερµηνεία για τις µεικτές στρατηγικές : οι µικτές
ισορροπίες Nash είναι το όριο µιας Bayes-ανής ισορροπίας Nash, δηλαδή µιας ισορροπίας
Nash σε ένα παίγνιο ελλιπούς πληροφόρησης, όταν η αβεβαιότητα είναι πολύ µικρή. Φυσι-
κά για να καταλάβουµε καλύτερα αυτήν την ερµηµεία, ϑα πρέπει να συζητήσουµε παίγνια
ελλιπούς πληροφόρησης, κάτι που είναι πέρα από τις δυνατότητες ενός γενικού εγχειριδίου
µικροοικονοµικής. Για όσους ενδιαφέρεστε περισσότερο, για Bayesian Nash ισορροπίες,
µπορείτε να απευθυνθείτε στην ϐιβλιογραφία που συζητήσαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο.

΄Ενα ερώτηµα που γεννιέται εύλογα είναι εάν έχουµε λόγους να πιστεύουµε ότι οι µεικτές
ισορροπίες παίζονται στην πραγµατικότητα. Κι εδώ ϑα µπορούσαµε να συζητήσουµε µια
σειρά από πειραµατικές δοκιµές που έχουν γίνει σε εργαστήρια. ΄Ισως όµως είναι πιο ενδια-
ϕέρον να στραφούµε σε ένα παράδειγµα από τον επαγγελµατικό αθλητισµό, και µάλιστα ένα
παράδειγµα που όλοι κάποια στιγµή έχουµε παρακολουθήσει : το χτύπηµα των πέναλτυ.
Ο Palacios-Huerta 2003 από τον οποίο δανείζοµαι και τον τίτλο της παρούσας ενότητας,
µελέτησε το πώς χτυπούν πέναλτυ και πώς επιλέγουν πλευρά οι τερµατοφύλακες σε µεγάλα
Ευρωπαϊκά πρωταθλήµατα (Ιταλία, Ισπανία, Αγγλία κ.α.). Ο Ο Palacios-Huerta 2003 µε-
λέτησε 1417 χτυπήµατα πέναλτυ και συγκεκριµένα ποια πλευρά επιλέγει ο επιθετικός για
να στείλει την µπάλα και ποια πλευρά ο τερµατοφύλακας για να πέσει. Ποιες είναι οι απο-
δόσεις αυτού του παιγνίου ; Ας δούµε πώς ϑα ήταν το παίγνιο σε απλουστευµένη µορφή στον
πίνακα 2.2.

Τερµατοφύλακας
Α ∆

Επιθετικός Α 0, 1 1, 0
∆ 1, 0 0, 1

Πίνακας 2.2: Το χτύπηµα του πέναλτυ µε απόλυτη επιτυχία ή αποτυχία.

Ο επιθετικός ϑέλει να ξεγελάσει τον τερµατοφύλακα και να τον στείλει στην αντίθετη
πλευρά από την πλευρά που ϑα χτυπήσει το πέναλτυ. Αντίθετα ο τερµατοφύλακας ϑέλει να
µαντέψει σωστά. Στον πίνακα 2.2 παρουσιάζουµε µια απλουστευµένη µορφή του παιγνίου
στην οποία ϑεωρούµε ότι αν ο επιθετικός κατορθώσει να ξεγελάσει τον τερµατοφύλακα (πχ
τον στείλει αριστερά αλλά χτυπήσει την µπαλλα δεξιά), τότε σκοράρει µε πιθανότητα 100%.
Αν πάλι ο τερµατοφύλακας δεν ξεγελαστεί, αλλά µαντέψει σωστά, τότε σίγουρα πιάνει την
µπάλα. ΄Ετσι για παράδειγµα στο προφίλ ∆∆, ο επιθετικός λαµβάνει 0 αφού δεν σκόραρε και
ο τερµατοφύλακας 1 αφού µάντεψε σωστά.
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Ωστόσο στην πραγµατικότητα τα πράγµατα είναι πιο σύνθετα. Στην πραγµατικότητα ο
επιθετικός µπορεί να ξεγελάσει τον τερµατοφύλακα, και παρόλαυτά να µην σκοράρει (γιατί
για παράδειγµα έστειλε την µπάλα στο δοκάρι ή έξω). ΄Η και αντίθετα : ο τερµατοφύλακας
µπορεί να πέσει στην σωστή πλευρά και να µπει το γκολ γιατί το χτύπηµα ήταν πολύ δυνατό
και δεν πρόλαβε να σταµατήσει την µπάλα. ΄Ετσι πιο σωστά, οι αναθεωρηµένες αποδόσεις
σε κάθε προφίλ µας δίνουν την πιθανότητα να µπει το γκολ ανάλογα µε το τί κάνουν οι δύο
αντίπαλοι. Το αναθεωρηµένο παίγνιο ϕαίνεται στον πίνακα 2.3

Τερµατοφύλακας
Α ∆

Επιθετικός Α 58.3, 41.7 94.97, 5.03 p
∆ 92.91, 7.09 69.92, 30.08 1− p

q 1−q

Πίνακας 2.3: Το χτύπηµα του πέναλτυ µε πραγµατική παρατηρούµενη επιτυχία.

Στον πίνακα οι αποδόσεις των δύο παικτών είναι οι πιθανότητες επιτυχίας τους. Για πα-
ϱάδειγµα όταν ο επιθετικός χτυπάει την µπάλα Αριστερά και ο τερµατοφύλακας µαντεύει
σωστά (Α), η πιθανότητα να µπει γκολ είναι 58.3%. Εποµένως η απόδοση του επιθετικού
είναι 58.3 ενώ η απόδοση του τερµατοφύλακα είναι η πιθανότητα να πιάσει την µπάλα, δη-
λαδή 41.7. Θα παρατηρήσετε ότι σε κάθε έκβαση, οι αποδόσεις των δύο παικτών αθροίζουν
στο 100%. Είναι ξεκάθαρο ότι στα παρατηρούµενα παίγνια όταν ο επιθετικός αποτυγχάνει
να ξεγελάσει τον αντίπαλό του σκοράρει πολύ λιγότερο (58.3% και 69.92%) απ΄ ό,τι αν τον
στείλει σε διαφορετική πλευρά από το χτύπηµά του (95.97% και 92.91% αντίστοιχα). ΄Οπως
είναι προφανές από απλή επισκόπηση και των δύο παραλλαγών του παιγνίου, το παίγνιο
δεν έχει ισορροπία Nash σε αµιγείς στρατηγικές. Μπορούµε όµως να υπολογίσουµε την
ισορροπία σε µεικτές στρατηγικές : Για να υπολογίσουµε την ισορροπία του παιγνίου σε µει-
κτές στρατηγικές, ψάχνουµε τις κατανοµές πιθανότητας p,(1− p) και q,(1−q) για τις οποίες
κανείς δεν ϑέλει να παρεκκλίνει. Θυµηθείτε ότι για να υπολογίσουµε τις στρατηγικές ισορ-
ϱοπίας, ϑέλουµε η µίξει που κάνει ο επιθετικός (p) να αφήνει τον τερµατοφύλακα αδιάφορο
µεταξύ Α και ∆, και αντίστοιχα η µίξη (q) να αφήνει τον επιθετικό αδιάφορο µεταξύ του να
στείλει την µπάλα αριστερά ή δεξιά. Εποµένως ο επιθετικός επιλέγει p έτσι ώστε :

EUΤ
Α = EUΤ

∆ ⇔ 41.7p+7.09(1− p) = 4.03p+30.08(1− p)⇔ p∗ = 38.54% (2.1)

Αντίστοιχα, ο τερµατοφύλακας επιλέγει το q έτσι ώστε ο επιθετικός να είναι αδιάφορος µεταξύ
Α και ∆:

EUΕ
Α = EUΕ

∆ ⇔ 58.3q+94.97(1−q) = 92.91q+69.92(1−q)⇔ q∗ = 41.99% (2.2)

Πόσο καλά περιγράφει η λύση του ϑεωρητικού υποδείγµατος την παρατηρούµενη συχνότητα
µε την οποία οι επαγγελµατίες παίζουν το χτύπηµα του πέναλτυ ;

q 1−q p 1− p
Προβλεπόµενες συχνότητες Nash 41.99% 58.01% 38.54% 61.46%
Παρατηρούµενες συχνότητες 42.31% 57.69% 39.98% 60.02%

Πίνακας 2.4: Προβλεπόµενες και παρατηρούµενες συχνότητες του παιγνίου πέναλτυ.

Ο πίνακας 2.4 δίνει τις προβλέψεις της ϑεωρίας για τις µεικτές στρατηγικές ισορροπίας
και τις συχνότητες µε τις οποίες οι παίκτες παίζουν το παίγνιο στα µεγάλα Ευρωπαϊκά πρω-
ταθλήµατα. Βλέπουµε ότι τα δύο είναι πολύ κοντά το ένα στο άλλο. Για την ακρίβεια η
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υπόθεση ότι οι παίκτες χτυπούν (και πέφτουν) τα πέναλτυ µε τις συχνότητες που προβλέπει
η µεικτή ισορροπία Nash δεν µπορεί να απορριφθεί. Για την ακρίβεια µε p-values σταθε-
ϱά πάνω από 35% και σε πιο ειδικά τεστ να πλησιάζουν το 90%, οι δύο συχνότητες είναι
ουσιαστικά πανοµοιότυπες.

Η έρευνα του Palacios-Huerta 2003 είναι σηµαντική γιατί έξω από το εργαστήριο, σε
πραγµατικές συνθήκες µε επαγγελµατίες που είναι εκπαιδευµένοι να παίζουν το παίγνιο
όσο καλύτερα γίνεται, δείχνει ότι οι προβλέψεις της ϑεωρίας παιγνίων επιβεβαιώνονται µε
εντυπωσιακή ακρίβεια. Η έρευνά του προσφέρει στιβαρή υποστήριξη στην ισορροπία Na-
sh σε µεικτές στρατηγικές και µας διδάσκει ότι οι τελευταίες είναι ένα εργαλείο ανάλυσης
που. µπορεί να περιγράψει µε µεγάλη ακρίβεια το πώς παίζουν επαγγελµατίες παίγνια µε
σηµαντικές αποδόσεις.

2.4 Χρόνος και συνεργασία

Στο παράδειγµα 2.5 του κεφαλαίου 2.5, είδαµε το δίληµµα του κρατουµένου, ένα από τα πιο
γνωστά και χρησιµοποιηµένα παίγνια. ∆εν πρέπει να υπάρχει ϐιβλίο η εισαγωγικό κεφάλαιο
σε ϑεωρία παιγνίων που να µην αναφέρει το δίληµµα του κρατουµένου. Γιατί µας ενδιαφέρει
τόσο το παίγνιο αυτό ; Θυµίζουµε το παίγνιο σε στρατηγική µορφή:

Σ Α
Σ -1,-1 -12,0
Α 0, -12 -6,-6

Πίνακας 2.5: ∆ίληµµα του κρατουµένου

Το δίληµµα του κρατουµένου απεικονίζει ξεκάθαρα την σύγκρουση ανάµεσα στο κίνητρο
της συνεργασίας και στο κίνητρο της αποσκίρτησης. Σε στατικό περιβάλλον, η λύση του παι-
γνίου είναι ξεκάθαρη. Η στρατηγική αποσκίρτηση είναι κυρίαρχη στρατηγική ανεξαρτήτως
του τί ϑα πράξει ο άλλος παίκτης, είναι πάντοτε αυστηρώς αποδοτικότερο και για τους δύο
παίκτες να αποσκιρτήσουν. Ταυτόχρονα όµως η λύση του παιγνίου είναι αναποτελεσµατική
καθώς οι συνολικές κοινωνικές αποδόσεις είναι πολύ µικρότερες σε σχέση µε το προφίλ στο
οποίο και οι δύο παίκτες συνεργάζονται.

Το δίληµµα του κρατουµένου προκαλεί µια αναστάτωση σε όσους έρχονται σε επαφή
για πρώτη ϕορά µε το παίγνιο. Κάτι µέσα µας, µάς ενοχλεί σε ϐαθύ επίπεδο για το ότι
µια κοινωνία των κρατουµένων που αποζητούν τη µέγιστη δυνατή ευηµερία, καταλήγουν
να ϐλάπτουν ο ένας τον άλλον και συνεπώς και το σύνολο της κοινωνίας τους τόσο πολύ.
Οι δύο κρατούµενοι καταλήγουν ο καθένας 5 µήνες περισσότερο στην ϕυλακή απ΄ ό,τι αν
συνεργάζονταν, κι ωστόσο τίποτα δεν µπορεί να αποτρέψει αυτήν την εξέλιξη στο στατικό
παίγνιο, παρότι οι αποδόσεις αλλά και η λύση είναι γνωστές σε όλους. Κι αυτή η κατάληξη
εναντιώνεται στην διαίσθηση που έχουµε ότι οι άνθρωποι συνεργάζονται συχνά µε ευεργετικά
αποτελέσµατα.

Πώς µπορεί εποµένως να συµβιβαστεί το δίληµµα του κρατουµένου µε την παρατήρηση
ότι η συνεργασία προκύπτει συχνά σε καθηµερινό επίπεδο, ακόµα και σε µη συνεργατικά
(υπό την παιγνιοθεωρητική έννοια) περιβάλλοντα ; Θα εξετάσουµε δύο προσεγγίσεις που επι-
χειρούν να δείξουν ότι το δίληµµα του κρατουµένου µπορεί να έχει συνεργατική κατάληξη.
Και οι δύο είναι δυναµικές και απαιτούν µελλοντικό χρόνο για να τιµωρήσουν παρεκκλίνου-
σες συµπεριφορές.
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2.4.1 ΄Απειρα επαναλαµβανόµενα παίγνια, υποµονή και «λαΪκά» θεωρήµατα (folk theorems)

Η πρώτη προσέγγιση ϐασίζεται στον Friedman 1971 και προτείνει ως λύση στο επαναλαµ-
ϐανόµενο παίγνιο την λύση της συνεργασίας και από τους δύο παίκτης. Ο Friedman 1971
ορίζει ως «υπερπαίγνιο» (supergame), το άπειρα επαναλαµβανόµενο παίγνιο στο οποίο οι
παίκτες προεξοφλούν το µέλλον µε κάποιον συντελεστή προεξόφλησης δ . Το παίγνιο πα-
ίζεται από τώρα και για άπειρο ορίζοντα και αν για το προφίλ στρατηγικών st στην t-οστή
επανάληψη του παιγνίου ο παίκτης i λαµβάνει αποδόσεις ui

t(st), τότε η παρούσα αξία των
µελλοντικών προφίλ s1,s2, . . .sT , . . .. για τον παίκτη i είναι ∑

∞
j=0 δ jui

j(s j). Ο Friedman 1971
ουσιαστικά δείχνει ότι οποιοδήποτε προφίλ είναι προτιµότερο από µια ισορροπία Nash και
για τους δύο παίκτες, µπορεί να προκύψει ως στρατηγική ισορροπίας σε κάθε στάδιο του
υπερπαιγνίου, αρκεί οι παίκτες να είναι αρκετά υποµονετικοί (το δ να είναι αρκετά υψηλό,
ή αλλιώς να µην προεξοφλούν πολύ έντονα τις µελλοντικές αποδόσεις).

Ας προσπαθήσουµε να το καταλάβουµε λίγο καλύτερα αυτό. Σκεφτείτε το δίληµµα το
κρατουµένου στον πίνακα 2.5. Το στατικό παίγνιο έχει µοναδική ισορροπία Nash (Α, Α).
Ωστόσο, προφανώς, το προφίλ στρατηγικών (Σ, Σ) είναι προτιµότερο και για τους δύο παίκτες
ή όπως ϑα συζητήσουµε αργότερα, στην γενική ισορροπία, είναι Pareto προτιµότερο. Το
προτιµότερο προφίλ (Σ, Σ) µπορεί να προκύψει ως προφίλ ισορροπίας σε κάθε στάδιο στο
υπερπαίγνιο. Ας δούµε πώς. Σκεφτείτε την στρατηγική si που για κάθε στάδιο του επαναλαµ-
ϐανόµενου παιγνίου υπαγορεύει : «εάν είσαι στον αρχικό στάδιο ή εάν σε όλα τα στάδια ως
τώρα έχει παιχτεί (Σ, Σ) , παίξε Σ. Εάν έστω και µία ϕορά κάποιος παρέκκλινε από το προφίλ
(Σ, Σ) παίξε Α». Αυτή είναι µια στρατηγική γιατί για κάθε στάδιο του επαναλαµβανόµενου
παιγνίου όποια κι αν είναι η ιστορία (σε όποιον κόµβο κι αν ϐρεθεί ένας παίκτης) περιγράφει
µια κίνηση. Πάµε να δούµε εάν και υπό ποιες προϋποθέσεις το προφίλ που ορίζει αυτήν την
στρατηγική για τους δύο παίκτες αποτελεί τέλεια ισορροπία υποπαιγνίου.

Το προφίλ στο οποίο και οι δύο παίκτες παίζουν την παραπάνω στρατηγική, ϑα είναι
τέλεια ισορροπία υποπαιγνίου εάν σε κάθε στάδιο ένας παίκτης παρεκκλίνοντας µονοµερώς
δεν κερδίζει περισσότερα απ΄ ό,τι λαµβάνει µένοντας στο προφίλ (δεδοµένου ότι ο άλλος παίζει
το προφίλ). Οι αποδόσεις του να µείνει στο προφίλ ένας παίκτης δεδοµένου ότι ο άλλος είναι
στο προφίλ είναι u(si,s−i) = (−1)+ δ (−1)+ δ 2(−1)+ . . . = (−1)(1+ δ + δ 2 + . . .) = − 1

1−δ

αφού παίζοντας το προφίλ, ο κάθε παίκτης λαµβάνει από (-1) σε κάθε στάδιο. Παρεκκλίνο-
ντας, ένας παίκτης λαµβάνει για µία περίοδο 0, ωστόσο για τις υπόλοιπες περιόδους ϑα
παιχτεί η ισορροπία Nash του παιγνίου-σταδίου και ϑα λάβει (-6). Εποµένως οι αποδόσεις
του παίκτη που παρεκκλίνει ϑα είναι : u(παρέκκλιση,s−i) = 0 + δ (−6) + δ 2(−6) + . . . =
−6δ (1+δ +δ 2 + . . .) =− 6δ

1−δ
.

Για να προκύψει το προφίλ ως τέλεια ισορροπία, ϑα πρέπει οι αποδόσεις της παρέκκλισης
να είναι µικρότερες από τις αποδόσεις του προφίλ και για τους δύο παίκτες :

u(si,s−i)≥ u(παρέκκλιση,s−i)⇔− 1
1−δ

≥− 6δ

1−δ
⇔ δ ≥ 1

6
(2.3)

Η εξίσωση (2.3) µας λέει ότι εφόσον οι παίκτες είναι στοιχειωδώς υποµονετικοί και δεν
προεξοφλούν συµαντικά τα µελλοντικά κέρδη, δηλαδή εάν για τους παίκτες 1 µονάδα α-
πόδοσης του χρόνου είναι τουλάχιστον όσο καλή όσο 1

6 της µονάδας απόδοσης σήµερα,
τότε στο άπειρα επαναλαµβανόµενο παίγνιο, ϑα παίξουν συνεργασία αντί για απόσχιση που
προέβλεπε το στατικό παίγνιο.

Η λύση του επαναλαµβανόµενου διλήµµατος του κρατουµένου για υποµονετικούς πα-
ίκτες επιβεβαιώνει την διαίσθησή µας ότι η συνεργασία µπορεί να προκύψει και σε µη συ-
νεργατικά παίγνια για υποµονετικούς παίκτες που αξιολογούν τα µελλοντικά οφέλη από την
συνεργασία περισσότερο απ΄ ό,τι ένα ϐραχυπρόθεσµο κέρδος που ϑα προκύψει από εξαπάτη-
ση του άλλου παίκτη. Το ίδιο αποτέλεσµα, µέσα από µια αρκετά διαφορετική προσέγγιση
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προκύπτει και από την ανάλυση της συνεργασίας ως µη συνεργατικό αποτέλεσµα του Axelrod
2006 που περιγράφεται παρακάτω.

Πριν όµως προχωρήσουµε στην ανάλυση του Axelrod 2006, µια τελευταία επισήµανση
για τα υπερπαίγνια και τον άπειρο χρονικό ορίζοντα. Μπορεί η υπόθεση του άπειρου µελ-
λοντικού χρονικού ορίζοντα να ϕαίνεται υπερβολική. Εξάλλου, ποιος συµπεριφέρεται σαν
να έχει άπειρο µέλλον ; Εάν ϑέλουµε να είµαστε ϱεαλιστικοί ϑα πρέπει να υποθέσουµε για
τους παίκτες πεπερασµένο χρονικό ορίζοντα. Κι αν το κάνουµε λύνοντας µε οπισθογενή
επαγωγή ϑα καταλήξουµε αναγκαστικά στην απόσχιση γιατί καµία απειλή τιµωρίας δεν ϑα
είναι πιστευτή στο τελικό στάδιο. Εποµένως και στο προτελευταίο στάδιο, η απειλή ότι ϑα
τιµωρηθώ αν δεν παίξω Σ δεν είναι πιστευτή: ξέρω ότι στο τελευταίο ϑα τιµωρηθώ ούτως ή
άλλως γιατί κανένας παίκτης στο τελευταίο στάδιο δεν ϑα έπαιζε Σ που είναι κυριαρχούµενη
στρατηγική. Προχωρώντας έτσι προς την αρχή η µόνη τέλεια ισορροπία υποπαιγνίου είναι
να παιχτεί παντού (Α, Α).

Ο άπειρος χρονικός ορίζοντας είναι απαραίτητη προϋπόθεση για να υπάρξει τέλεια ισορ-
ϱοπία υποπαιγνίου στο επαναλαµβανόµενο παίγνιο, στην οποία όλοι συνεργάζονται. Ωστόσο
είναι ϱεαλιστική υπόθεση, ιδιαίτερα καθότι τα παίγνια παίζονται από ϑνητούς ανθρώπους που
κάποια στιγµή αναγκαστικά ϑα πάψουν να παίζουν ; Η πιο πειστική απάντηση που συχνά
δίνεται από την ϑεωρία παιγνίων είναι ότι ο άπειρος ορίζοντας είναι λιγότερο προβληµατικός
απ΄ ό,τι µπορεί να δείχνει σε πρώτη µατιά.

Καταρχάς, πολλές ϕορές µια συνεργασία συνεχίζεται και µετά το ϕυσικό τέλος ενός πα-
ίκτη. Παραδείγµατος χάριν, µια επιχείρηση µπορεί να συνεχίζει την συνεργασία µε µια άλλη
επιχείρηση ϑεωρητικά για πάντα, ακόµη και µετά το ϕυσικό τέλος των ιδιοκτητών της. Αλλά
ίσως πιο ουσιαστικά, αυτό που απαιτούµε από τους παίκτες δεν είναι να έχουν άπειρο ο-
ϱίζοντα, αλλά να µην µπορούν να δουν το ορατό τέλος. Σκεφτείτε πώς παίρνουµε αποφάσεις
όταν δεν ξέρουµε πόσο χρόνο έχουµε µπροστά µας: είναι σχεδόν αδύνατον να σκεφτούµε τον
τελικό κόµβο όταν δεν ξέρουµε πότε ϑα ϕτάσουµε σε αυτόν. Πώς ακριβώς λοιπόν ϑα ορίσουµε
την οπισθογενή επαγωγή όταν δεν έχουµε τελικό κόµβο στο ορατό µέλλον. Σε περιπτώσεις
µε αρκετά µεγάλο χρονικό ορίζοντα, όταν οι παίκτες δεν ϐλέπουν το τέλος του παιχνιδιο-
ύ στο ορατό µέλλον, µπορούµε χωρίς να καταφεύγουµε σε µη ϱεαλιστικές υποθέσεις να
υποθέσουµε ότι οι παίκτες συµπεριφέρονται σαν να έχουν άπειρο χρονικό ορίζοντα.

2.4.2 Εξελικτικές στρατηγικές και η εξέλιξη της συνεργασίας

Το 1984, ένας πολιτικός επιστήµονας, ο Robert Axelrod εξέδωσε ένα ϐιβλίο για την προέλευση
της συνεργασίας µέσα από παιγνιοθεωρητική σκοπιά. Το έργο του (Axelrod 2006) ήρθε να
προεκτείνει την έρευνα που είχαν δηµοσιεύσει νωρίτερα στο περιοδικό Science οι Axelrod
και Hamilton 1981 σχετικά µε την συνεργασία που προκύπτει σε ένα επαναλαµβανόµενο
δίληµµα του κρατουµένου. Το ϐιβλίο του Axelrod είχε τεράστιο αντίκτυπο σε µεγάλο εύρος
επιστηµών, µε ίσως κορυφαία επιτυχία στις ϑετικές επιστήµες και κυρίως στην ϐιολογία.

Ποια είναι η καινοτοµία του Axelrod 2006; Η καινοτοµία του συνίσταται στο ότι προ-
σεγγίζει το δίληµµα του κρατουµένου από την σκοπιά της εξελικτικής ϑεωρίας παιγνίων.

Η εξελικτική ϑεωρία παιγνίων (evolutionary game theory), όπως αναπτύχθηκε από τον
Smith 1982, προσεγγίζει κάπως διαφορετικά την ϑεωρία παιγνίων και τις στρατηγικές. Αντί
για «συνειδητές» στρατηγικές που οι παίκτες επιλέγουν ορθολογικά, στην εξελικτική ϑεωρία
παιγνίων, υποθέτουµε ότι ένας πληθυσµός Ϲώων ή οργανισµών, είναι γενετικά προγραµµα-
τισµένος να «παίζει» µια συγκεκριµένη στρατηγική. Παραδείγµατος χάριν, κάποια αρσενικά
είναι γενετικά προγραµµατισµένα να είναι επιθετικά στην περιοχή τους ή στην προστασία του
ϑηλυκού απέναντι σε υποψήφιους µνηστήρες, ενώ άλλα µπορεί να είναι προγραµµατισµένα
να παίζουν µια «υποτελή» στρατηγική. Και ϕυσικά υπάρχουν και µεικτές στρατηγικές.

Εποµένως στην εξελικτική ϑεωρία παιγνίων ϑεωρούµε ότι τα Ϲώα ή οι οργανισµοί είναι
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προγραµµατισµένοι να παίζουν µε µια συγκεκριµένη στρατηγική. Μια τέτοια στρατηγική x
είναι εξελικτικά σταθερή (ESS - evolutionarily stable strategy), εάν δεν µπορεί να «προσβλη-
ϑεί» από καµία άλλη στρατηγική y που παίζει ένας µικρός µεταλλαγµένος πληθυσµός. Για να
το καταλάβουµε καλύτερα: ας πούµε ότι έχουµε έναν πληθυσµό που παίζει οµοιόµορφα την
στρατηγική x. Η x είναι ESS εάν όταν εµφανίζεται µια σπάνια µετάλλαξη στον πληθυσµό που
παίζει την y, η x έχει µεγαλύτερες αποδόσεις από την y. Και εποµένως η y ϑα εξαφανιστεί.

Σκεφτείτε δηλαδή ότι ένα είδος είναι γενετικά προγραµµατισµένο να παίζει x, π.χ. σε
ένα παίγνιο ανταγωνισµού, τύπου hawk and dove (chicken), να επιτίθεται όταν ο άλλος α-
ποφεύγει και να αποφεύγει όταν ο άλλος επιτίθεται. Και σκεφτείτε ότι µια τυχαία γενετική
µετάλλαξη κάνει ένα µικρό µέρος του πληθυσµού να συµπεριφέρεται διαφορετικά, π.χ. να
επιτίθεται στην επίθεση. Εάν η αρχική στρατηγική αποφέρει µεγαλύτερες αποδόσεις από
την συγκρουσιακή νέα στρατηγική, τότε η x είναι ESS. Ο αρχικός πληθυσµός που παίζει
την εγκαθιδρυµένη στρατηγική έχει υψηλότερες αποδόσεις (π.χ. τροφή), κάνει περισσότε-
ϱους απογόνους και εποµένως έχει εξελικτικό πλεονέκτηµα. Σύντοµα η στρατηγική που δεν
αποδίδει ϑα εξαφανιστεί από τον πληθυσµό.

΄Εχοντας κάνει αυτήν την παρένθεση για να εξηγήσουµε τί είναι εξελικτική στρατηγική
στην ϑεωρία παιγνίων, µπορούµε να επιστρέψουµε στην συνεισφορά του Axelrod 2006. Ο
Axelrod 2006 διοργάνωσε τουρνουά σε µια παραλλαγή του διλήµµατος του κρατουµένου
που παρουσιάζεται στον πίνακα 2.6. Μπορούµε να δούµε ότι ξεκάθαρα η απόσκίρτηση είναι
κυρίαρχη στρατηγική καθώς και ότι αν οι δύο παίκτες έπαιζαν το προφίλ (Σ, Σ), ϑα ήταν
οφεληµένοι ιδιαίτερα εάν το παίγνιο επαναλαµβάνεται.

Σ Α
Σ 3,3 0,5
Α 5,0 1,1

Πίνακας 2.6: ∆ίληµµα του κρατουµένου στον Axelrod 2006.

Ο Axelrod λοιπόν διοργάνωσε ένα τουρνουά µε ηλεκτρονικούς υπολογιστές, στο οποίο το
παραπάνω παίγνιο ϑα παιζόταν επαναλαµβανόµενα και απέτεινε ανοιχτή πρόσκληση προς
παγνιοθεωρητικούς αλλά και αργότερα (στην δεύτερη παραλλαγή του παγνίου) προς όποιον
ήθελε να καταθέσει την στρατηγική του. Στρατηγική ϑα ήταν οποιοσδήποτε κώδικας ϑα υ-
παγόρευε στον υπολογιστή πώς να παίξει το παίγνιο σε κάθε γύρο ανάλογα µε την ιστορία
του παιγνίου ως τον γύρο αυτό. Οι παίκτες ϑα είχαν τέλεια µνήµ η, δηλαδή ϑα ϑυµούνταν
αν έχουν ξαναπαίξει µε τον συγκεκριµένο παίκτη. Στο παίγνιο υπάρχουν άπειρες στρατη-
γικές και στο κάλεσµα ανταποκρίθηκαν πολλοί επιστήµονες από διάφορους κλάδους αλλά
και συµµετέχοντες από το ευρύτερο κοινό. Κατατέθηκαν 63 στρατηγικές. Και το παίγνιο
παίχτηκε πολλές ϕορές µε µικρή πιθανότητα διακοπής σε κάθε γύρο.

Για να προσώσει εξελικτική χροιά στο παίγνιο ο Axelrod έκανε το εξής : έφτιαξε πλη-
ϑυσµούς µε παίκτες. Στον πρώτο γύρο, όλες οι στρατηγικές άρχιζαν µε τον ίδιο αριθµό
ατόµων. Και τυχαία κάθε άτοµο αντιστοιχίστηκε µε ένα άλλο άτοµο του πληθυσµού. Στον
δεύτερο γύρο, ο πληθυσµός µοιράστηκε στις στρατηγικές ανάλογα µε το πόσο καλά πήγε η
κάθε στρατηγική στον πρώτο γύρο. Αν παραδείγµατος χάριν µία στρατηγική συγκέντρωσε 30
ϐαθµούς στον πρώτο γύρο, ενώ µια άλλη 10, η πρώτη στρατηγική ϑα είχε τριπλάσιο αριθµό
απογόνων στον 2ο γύρο. Στον 2ο γύρο, κάθε άτοµο (που ήταν προγραµµατισµένο να παίζει
µία και µόνο µία στρατηγική), αντιστοιχίστηκε τυχαία µε ένα άλλο άτοµο από τον πληθυσµό
κ.ο.κ.

Μπορούµε να καταλάβουµε γιατί ο Axelrod µίλησε για εξέλιξη και συνεργασία. Οι
στρατηγικές που στην πράξη πετυχαίνουν υψηλότερες αποδόσεις, είναι εξελικτικά ανώτερες :
κάνουν περισσότερους απογόνους και εκπροσωπούνται µε µεγαλύτερο ϐάρος στον πληθυ-
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σµό. Οι στρατηγικές που δεν είναι πετυχηµένες, έχουν λιγότερους απογόνους και αν συνε-
χίσουν να µην είναι πετυχηµένες συγκριτικά, τότε µε την πάροδο των γύρων, σιγά σιγά ϑα
τείνουν προς εξαφάνιση. Παραµένουν λοιπόν µόνον οι πιο πετυχηµένες εξελικτικά στρατη-
γικές. Ο Axelrod δείχνει τόσο ϑεωρητικά όσο και πρακτικά µέσα από τα τουρνουά του ότι
υπάρχουν εξελικτικά σταθερές στρατηγικές που περιλαµβάνουν συνεργασία.

Πριν συζητήσουµε ποια στρατηγική κέρδισε πανηγυρικά το τουρνουά, ας συζητήσουµε
κάποιες ενδιαφέρουσες στρατηγικές. Μια χαρακτηριστική στρατηγική ήταν η τυχαία RAN-
DOM η οποία έπαιζε τελείως στην τύχη. Υπήρχε η DEFECT, η οποία αποσκιρτούσε σε κάθε
γύρο, ή η FRIEDMAN η οποία ποτέ δεν επιτίθετο πρώτη, αλλά αν κάποιος αποσκιρτούσε, η
FRIEDMAN τον τιµωρούσε αποσκιρτώντας για πάντα σε κάθε επόµενο γύρο που τον συνα-
ντούσε. Υπήρχε η DOWNING που προσπαθούσε τους πρώτους γύρους να καταλάβει τί τύπος
ήταν ο αντίπαλος και ανάλογα να αποσκιρτήσει αν την «έπαιρνε» ή να συνεργαστεί µε τύπους
που τιµωρούσαν, οι TESTER και TRANQUILIZER που «κοίµιζαν» τον αντίπαλο παίζοντας
συνεργασία και προσπαθούσαν που και που να ξεκλέψουν τα κέρδη µιας αποσκίρτησης και
πολλές άλλες.

Η στρατηγική που κέρδισε χωρίς ουσιαστικό ανταγωνισµό σχεδόν όλα τα τουρνουά ήταν
η στρατηγική TIT FOR TAT που κατατέθηκε από τον καθηγητή ψυχολογίας Anatol Rapoport
από το πανεπιστήµιο του Τορόντο. Η TIT FOR TAT είναι µια πολύ απλή και ξεκάθαρη
στρατηγική: την πρώτη ϕορά που συναντάς κάποιο άτοµο, άρχισε παίζοντας Σ. Σε κάθε
επόµενο γύρο που τον ξανασυναντάς, παίξε ό,τι έπαιξε αυτός στην προηγούµενη συνάντησή
σας. Η στρατηγική TIT FOR TAT έχει συζητηθεί εκτενώς και η επιτυχία της αναλύεται µε
µεγάλη σαφήνεια από τον Axelrod 2006. Η πορεία των ϐασικών στρατηγικών στον χρόνο
ϕαίνεται στο σχήµα 2.13.

Βλέπουµε ότι το TIT FOR TAT είχε την µεγαλύτερη εξελικτική επιτυχία αφού είχε το
υψηλότερο ποσοστό εκπροσώπησης στον πληθυσµό (άνω του 14%). Μια σηµαντική επι-
σήµανση ήταν ότι όλες ανεξαιρέτως οι καλύτερες 8 στρατηγικές ήταν «καλές», δηλαδή δεν
επιτίθεντο ποτέ πρώτες. Μια πολύ ενδιαφέρουσα στρατηγική για να καταλάβουµε την εξε-
λικτική δυναµική των στρατηγικών στον πληθυσµό και το πώς επέρχεται ένας οικολογικός
αφανισµός είναι η στρατηγική HARRINGTON, την µόνη µη καλή στρατηγική ανάµεσα στις
15 πρώτες. Η HARRINGTON ήταν µια στρατηγική που προσπαθούσε να εκµεταλλευτεί την
αδυναµία του αντιπάλου. Για περίπου 200 γενιές (γύρους) κι ενώ τόσο το TIT FOR TAT
όσο και οι άλλες πετυχηµένες καλές στρατηγικές αύξαναν τα ποσοστά εκπροσώπησής τους
στον γενικό πληθυσµό, η HARRINGTON πήγαινε επίσης καλά. Αυτό γιατί στην αρχή του
τουρνουά η HARRINGTON µπορούσε ακόµα να ϐρει «αφελείς» στρατηγικές τις οποίες εξαπα-
τούσε και κέρδιζε αποδόσεις 5. Καθώς όµως οι γύροι προχωρούσαν οι αφελείς στρατηγικές
δεν τα πήγαιναν καλά και άρχισαν να εξαφανίζονται από τον πληθυσµό. Εκεί λοιπόν και
η HARRINGTON έπαψε να ϐρίσκει ϑύµατα και η εκπροσώπησή της στον γενικό πληθυσµό
ϐυθίστηκε. Απέναντι σε τιµωρητικές στρατηγικές η εκµεταλλευτική HARRINGTON τα πήγε
άσχηµα και µη έχοντας πια ϑύµατα να αποµυζήσει, έτεινε προς εξαφάνιση.

Ποια χαρακτηριστικά καθιστούν το TIT FOR TAT τόσο πετυχηµένη στρατηγική ; Ο A-
xelrod 2006 ξεχωρίζει µερικά ϐασικά χαρακτηριστικά του που ϐοηθούν στην εξελικτική του
επιτυχία :

1. Η «καλοσύνη» του. ΄Οντας καλή στρατηγική (δηλαδή µη επιτιθέµενο ποτέ πρώτο) TIT
FOR TAT απέφευγε περιττές συγκρούσεις µε άλλες τιµωρητικές στρατηγικές.

2. Η καθαρότητά του. Το TIT FOR TAT είναι τελείως ξεκάθαρο σαν στρατηγική. Στρατη-
γικές που προσπαθούσαν να δοκιµάσουν τους αντιπάλους τους, διάβαζαν εύκολα και
σωστά το TIT FOR TAT και απέφευγαν περαιτέρω άχρηστες συγκρούσεις µαζί του.

3. Είναι συγχωρητικό. Ενώ δεν αφήνει κανέναν να το εκµεταλλευτεί περισσότερο από
µία ϕορά, το TIT FOR TAT µπορεί και συγχωρεί τυχαία λάθη. ΄Ετσι παραδείγµατος
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Σχήµα 2.13: Πορεία στρατηγικών µετά από 1000 γύρους στο τουρνουά του Axelrod 2006

χάριν µπορούσε να συνεργαστεί στο µέλλον ακόµα και µε στρατηγικές που κατά λάθος
ή κατά τύχη αποσκιρτούσαν. Αντίθετα το απόλυτα τιµωρητικό FRIEDMAN έχανε την
δυνατότητα τέτοιας αµοιβαίας επωφελούς µελλοντικής συνεργασίας.

Ποια είναι η σηµασία των τουρνουά του Axelrod; Ο Axelrod µε αυτό το πολύ απλό στήσι-
µο µπόρεσε να µας δώσει καλή εικόνα του πώς µπορεί να προκύψει εξελικτικά σε κοινωνίες
πνεύµα συνεργασίας ακόµα και σε µη συνεργατικό περιβάλλον όπως η µη συνεργατική ϑε-
ωρία παιγνίων. Μας δίνει µια ϐαθιά διαίσθηση για το τί χαρακτηριστικά ϑα περιµέναµε να
έχει ένας πληθυσµός στον οποίο αναπτύσσεται το ένστικτο της συνεργασίας. Μπορούµε πι-
ϑανώς να ερµηνεύσουµε τους ψυχολογικούς µηχανισµούς που µας οδηγούν σε συνεργασίας,
τιµωρία ή και συγχώρεση υπό εξελικτικό πρίσµα. Γιατί αισθανόµαστε ϑυµό ή αγανάκτηση
µε ανθρώπους που αθετούν τις υποσχέσεις τους, ή συµπόνοια και συγχώρεση για όσους κα-
τανοούν το λάθος τους ; Μήπως αυτοί είναι ψυχολογικοί µηχανισµοί των οποίων η ανάπτυξη
ευνοήθηκε ακριβώς γιατί ϐοήθησαν την συνεργασία και τις αυξηµένες αποδόσεις για τους
πληθυσµούς που µπόρεσαν να την διατηρήσουν ακόµα κι αν είχαν κίνητρο αποσκίρτησης ;

2.5 Ερωτήσεις επανάληψης – Ασκήσεις

2.1. Ποιοι παράγοντες ϐοηθούν στην ανάπτυξη συνεργασίας σε καταστάσεις στρατηγικής
αλληλεπίδρασης στις οποίες οι συµµετέχοντες έχουν κίνητρο να παρεκκλίνουν από την
συνεργασία ;

2.2. «Η οπισθογενής επαγωγή προϋποθέτει µια µη ϱεαλιστική ικανότητα των παιχτών όχι
µόνο να ϐλέπουν πολύ µακρυά στο µέλλον αλλά και να έχουν αναλυτική δυνατότητα να
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κάνουν πολύπλοκους υπολογισµούς που οι περισσότεροι άνθρωποι δεν έχουν. Γιαυτό
και ως εργαλείο ανάλυσης της πραγµατικότητας είναι ουσιαστικά άχρηστη». Συζητήστε.

2.3. «Το παίγνιο του τελεσιγράφου αποτυγχάνει να προβλέψει ικανοποιητικά τόσο την στρα-
τηγική ισορροπίας του παίκτη 1 όσο και την στρατηγική ισορροπίας του παίκτη 2».
Συζητήστε.

2.4. «Η έλλειψη ορθολογικότητας των παικτών που συχνά χρησιµοποιείται ως κριτική κα-
τά της χρησιµότητας της ϑεωρίας παιγνίων στην ανάλυση πραγµατικών καταστάσεων
ϐασίζεται στο ότι για µικρά ποσά οι παίκτεις έχουν την πολυτέλεια να επιλέγουν µε
κριτήριο συναισθηµατικά ή ηθικά κίνητρα. Καθώς όµως οι αποδόσεις αυξάνουν ϑα
περιµένουν οι προβλέψεις της ϑεωρίας παιγνίων να ακολουθούνται πιο πιστά». Συζη-
τήστε.

2.5. Τί είναι εξελικτικά σταθερή στρατηγική και πώς µπορεί να µας ϐοηθήσει να δώσουµε
µια πιο αποδεκτή διαισθητικά λύση στο δίληµµα του κρατουµένου ;

2.6. Πώς µας ϐοηθά η εξελικτική ϑεωρία παιγνίων να καταλάβουµε τις συνθήκες µέσα από
τις οποίες µπορεί να προκύψει συνεργασία µέσα σε µη συνεργατικό πλαίσιο ανάλυσης ;

2.7. ΄Εστω το παίγνιο (που είδαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο) σε στρατηγική µορφή:

b1 b2 b3
a1 10, 10 2, 12 0, 13
a2 12, 2 5, 5 0, 0
a3 13, 0 0, 0 1, 1

(αʹ) Θεωρήστε ότι το παίγνιο επαναλαµβάνεται µε άπειρο ορίζοντα µε κοινό συντε-
λεστή προεξόφλησης δ για τους δύο παίκτες. Βρείτε όσες τέλειες ισορροπίες
υποπαιγνίου για το άπειρα επαναλαµβανόµενο παίγνιο µπορείτε.

(ϐʹ) Βρείτε τον ελάχιστο συντελεστή προεξόφλησης για τον οποίον οι παίκτες ϑα µπο-
ϱούν να συντηρήσουν το προφίλ a1b1 ως τέλεια ισορροπία υποπαιγνίου σε κάθε
στάδιο για το άπειρα επαναλαµβανόµενο παίγνιο.

(γʹ) Μπορεί το προφίλ a1b2 να προκύψει ως τέλεια ισορροπία υποπαιγνίου σε κάθε
στάδιο του άπειρα επαναλαµβανόµενου παιγνίου ; Γιατί ναι ή γιατί όχι ;

2.8. ΄Εστω η παραλλαγή του παιγνίου hawk and dove που παρουσιάζεται σε στρατηγική
µορφή στον παρακάτω πίνακα: Μπορεί η στρατηγική (D, D) να προκύψει ως τέλεια

D H
D 4,4 1,6
H 6,1 -3,-3

ισορροπία υποπαιγνίου του απείρως επαναλαµβανόµενου υποπαιγνίου και µε τί συ-
ντελεστή προεξόφλησης ;
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